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出 版 说 明 


为 了 适应 广大 在 职 人 员 和 社会 青年 自学 成 才 的 圳 要 ， 根 据 
国家 建立 高 等 教育 自学 考试 制度 的 精神 ， 以 满足 学 员 自 学 郝 权 
的 要 求 ， 由 辽宁 人 民 出 版 社 出 版 一 赛 大 学 数学 亲自 学 骂 书 。 

本 从 书 是 由 东北 师范 大 学 数学 又 ,根据 教育 部 规定 的 普通 
高 等 院 校本 科 必 修 课 现 行 教 学 计划 和 教学 大 网 编写 的 。 教 材 扫 
容 系统 ， 数 据 充实 ， 条 理 清 晰 ， 深 入 小 出 ; 每 章 均 有 学习 指 村 
和 习题 解 符 ， 便 于 自学 。 经 过 刻 若 自学 ， 即 可 无 师 自 通 ， 达 到 
本 科 半 业 水 平 。 

本 共 书 有 : 空间 解析 儿 何 、 高 等 代数 、 数 学 分 析 、， 高 等 儿 
何 、 常 微分 方程 、 复 变 函 数论 、 近 世代 数 、 实 变 函 效 论 、 微 分 
几何 、 计 算 机 与 算法 语言 BASIC、 概率 论 与 数理 统计 、 计 算 
方法 等 。 本 从 书 既 可 供 自学 应 试 之 用 ， 也 可 供 大 专 院 校 的 本 科 
在 校生 和 函 失 生 及 业余 大 学 学 生 使 用 。 

本 丛 蔬 册 于 水 平 所 限 ， 不 当 之 处 在 所 难免 ， 我 们 热诚 希望 
广大 自学 读者 批评 指正 。 
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第 一 部 分 微分 几 位 


第 一 章 曲线 论 


曲线 是 微分 几何 研究 的 基本 对 象 之 一 。 在 这 一 章 里 ， 我 们 
主要 讨论 光滑 曲线 在 基点 邻 域内 的 形状 和 性 质 ， 


$1 简单 曲线 强 及 其 解析 表示 


为 了 给 出 曲线 鬼 丢 念 ， 我 们 先 介绍 -下 关于 从 空间 中 任意 
点 集 到 另 一 点 集 的 有 映射 知识 ， 

设 冲 ，N 是 任意 二 点 集 ， 当 它们 之 闻 存 在 某 种 对 应 关 系 了 / 
使 得 里 的 每 个 点 X 都 有 NN 中 的 一 点 f{X) 与 其 对 应 时 ， 我 们 
就 说 给 定 了 从 集 避 到 集 NN 的 一 个 映射 Fo， 记 作 下放 >N。 点 
A(X) 称 为 点 XX 的 象 。 集 训 中 所 有 点 的 象 {fCM)} 称 为 加 在 NN 
中 的 象 . 

如 果 给 定 N 的 一 个 映射 广 : 使 集合 人 中 的 点 CX) 与 训 里 
的 点 了 相对 应 ， 则 称 映射 广 为 了 的 送 映 射 . 

如 果 两 个 点 集训 和 六 ， 注 足下 列 条 性 : 

(i 单 值 映射 茧 里 的 不 同 点 ， 在 N 里 有 不 同 的 象 ( 同 
样 ， 玉 里 的 不 周 点 ， 在 间 里 也 有 不 同 的 每) ， 即 六 (六 是 音 
值 映射 ， 若 f， 广 ' 都 是 单 信 映射， 这 有 时， 说 训 与 NN 是 一 对 一 


《#) 丰 指 一 个 变换 或 一 种 对 上 度 ， 


的 。 

Gi) 连续 映射 ， 对 于 姑 中 的 任意 两 点 人 ， 了 及 任意 的 一 
个 正 散 e 盖 0， 总 存在 正 数 6>0， 如 果 旭 中 两 点 天 ， 了 的 距离 
| 这 ~ 了 | < 之 5。， 鼻 得 台中 的 两 点 六 X)， AY) 的 距离 AX) ~ 
Fz < 过 e， 则 称 映射 } 为 连续 映射 ， 

【 定 闵 】 已 给 两 个 集合 砷 和 六 N， 它 们 之 闻 如 果 存 在 映射 刀 
满足 条 性， 

(1 ) /是 一 对 一 的 ; 

(2 ) .和 它 的 道 广 :都 是 连续 的 。 这 时 称 几 与 N 同上 是 ， 

例如 ， 我 们 最 妆 悉 的 平移 变换 和 旋转 变换 就 是 单 值 的 连续 
映射 ， 记 以 变换 前 后 的 两 个 点 集 M= {X |X= (x, :x,yER} 
与 Ni) = {了 CX) | CX) = (x + 有 +8 是 同 胚 的 全 、 丰 为 
常数 ) ; = 和 = (x Dy x YE RYSI OD = 人 | IX) = 
(xcos 昌 一 ysing, xsing + ycos): wy ER} tt 十 岂 凸 的 @ 
为 已 知 常数 ) 。 

直面 ， 我 们 定妆 简单 曲线 弧 ， 

{ 定 多 了 已 给 -一 册 线 帮 二 和 一 开 直 线 慌 4 ， 淋 工 满足 下 列 
杀 件 : 

(1 天 与 3 扬 往 ; 

(iD 工 上 每 个 点 都 存在 切 组 ， 而 且 当 切 点 治 工 移动 时 ， 
切线 也 随 之 连续 转动 。 

这 时 ， 称 王 为 简单 曲线 弧 。 简 单 曲线 弧 上 的 点 叫 正 常 点 。 
由 条 件 (i 知 简单 曲线 弧 是 光滑 的 ， 

假设 线段 y 上 点 的 淮 标 用 参数 f(a 之 1 所 引 宕 示 ， 它 在 映射 
了 下 的 象 是 曲线 弧 L， 并 设 x( 站 ，y(1)，sw(1) 屁 与 线段 9 上 的 
点 :相对 应 的 曲 强 弧 上 点 的 坐标 ， 则 省 数组 

x=x(D), y=y0), =%0 (gtd) 


Fi 


称 为 曲线 上 的 参数 方程 ， 
那么 ， 在 什么 情况 下 ， 参 数 方 程 
=m) p= 2%=%0) (9th 
寂 示 的 荐 简单 曲线 弧 呢 ? 
【定理 11 已 给 上 师 线 骤 工 的 参数 方程 
L;, x=x0), y=y(, =%0D htet) 1:1) 
如 果 满 足下 列 条 件 ，; 
(4) 函数 x，y0)，% (0) 是 单 秆 自 C' 类 (一 阶 导 数 存 
在 且 连 续 ) 的 ; 
Cb) 六? 的 ，x%( 人 中， 至少 有 一 个 一 阶 导数 不 为 0 
部 2 + + 2) > 0, 
则 方程 (4: 确定 简单 曲线 张 。 
(证明) 只 须 证 明 满 足 定理 条 件 (a)，(b》 的 方程 (1:1) 
所 确定 的 曲线 弛 ¢ 虐 渍 足 简 单 邮 线 弛 定 义 的 条 件 {，QD 即 机。 
先 证 条 件 (让 ， 取 一 线段 4B 与 公 B' 同 胚 。 设 实数 ;是 此 
线段 上 点 州 的 从 标 ， 即 
M= MO 
由 方程 {1:1》 给 出 了 


线段 4B 与 曲线 弧 上 ， 妈 


A0B' 上 点 的 对 应 关系 。 由 
定理 条 件 (a) 知 范 数 x 人， 
3? (by5( 殷 是 单 值 连续 的 。 
所 以 对 于 给 定 任意 的 e> 0， 名 1 

则 有 8>0， 当 [WGD 了 GD <6 时 ， 便 得 WV <e 好 MM 
在 以 加 ,为 中 心 的 s 球 内 。 由 此 画 数 联系 着 的 从 线 妇 AB 到 上 曲线 
弧 AB' 上 的 对 应 是 音 值 连续 的 。 


要 满足 简单 曲线 弧 定 义 中 的 同 厦 条 件 ， 尚 须 证 明 ， 从 曲线 
扳 直 了 到 线段 248 上 的 对 应 也 是 单 值 连续 的 。 为 此 ， 我 们 通过 
(1.1) 利用 隐 函 数 存在 定理 寻找 一 个 从 A 到 IB 上 的 对 应 关 
系 (函数 ) ， 并 且 是 单 值 连续 的 。 
由 定理 条 件 (b ， 我 们 设 2(9 尖 9 并 不 失 一 般 性 ， 为 利用 

隐 遂 数 定理 米 反 解 1) ， 我 们 做 C" 类 函数 

Flx, 1 =x()) —x (1'2) 
并 且 取 f= 时 ， 对 应 的 x(?) 值 为 xo 恰 为 初始 值 《 即 x (0 = 
xi)。 这 时 ， 显 然 有 下 式 成 立 

Frixo, tf) =x{h) -=O 
由 定理 条 件 (2)，(b) 可 知 ，x (是 类 的 ， 且 导数 


OP ad dx 
ri rt DAD 

所 以 中"2》 式 满足 隐 函 数 存 在 定理 ， 故 必 存 在 一 博 数 
t= ex) 


并 二 当 rp 时 ， 取 gx 一目 。 此 函数 在 %* ,点 和 的 思域 内 是 单 
信和 连续 的 。 在 这 种 情况 下 ， 一 个 x 就 确定 一 个 ! 值 ， 这 个 : 值 又 
确定 一 组 x i), {ts (ft), 这 时 名 上 的 点 MGx (Dy (0)， 
z() 就 对 应 AB 上 唯一 的 MC) 点 。 所 以 ， 从 曲线 弧 届 8 到 线 
段 AB 上 点 的 对 应 也 是 单 值 连续 的 。 
即 由 《1 ) 式 确定 的 曲线 驱 和 名 与 线段 也 下 是 同 胚 的 。 

其 次 ， 证 明 条 件 (i) 。 

为 方便 起 见 ， 我 们 把 《1.1》 式 写成 向 量 式 

r= wx(f)e, ty( B+ (es {Bl C2 es 是 基 庶 》 

由 定理 条 件 人 b) 可 锐 


-- 呈 -- 一 -一 一 


从 同 量 函数 导数 的 几何 意义 来 解释 ， 即 切 向 量 存在 。 又 由 定理 
条 件 (a) 知 ， 不 仅 导数 存在 ， 而 且 连 续 〈C' 类 ) 。 所 以 ， 当 点 
沿 曲 线 工 移动 时 ， 切 向 量 也 随 之 连续 转动 ， 故 满足 定义 条 件 
{ii), 
出 此 证 得 ， 满 足 条 件 (a)，(b) 的 参数 方程 UL - 1 所 确 
定 的 曲线 弛 是 简单 曲线 弛 ， 
从 解析 几何 我 们 知道 ， 空 间 曲 线 还 可 由 两 个 曲面 的 交 来 确 
定 ， 此 时 ， 它 的 方程 可 写 做 ， 
Oh %) 下 
px ys ») = 


下 面 ， 我 们 拖 给 出 这 样 方程 让 表示 的 曲线 是 简单 曲线 弧 的 条 
件 。 
【定理 2] 设 w(tx, 9 zy， 有 rz) 都 是 亚 量 x，7 三 的 
正则 阔 数 ( 即 它 们 存在 连续 偏 导数 ) ， 面 空间 曲线 二 上 点 是 满 
足 方程 
fc yy,%) =0 1.3) 
px, yy 5 = 0 


的 点 集 。 HGxo EF xz 是 这 个 点 水 里 的 任意 一 点 ， 在 该 感 矩阵 


Pe Py 中 
We By yw, 
的 秩 等 于 2 。 则 点 齐 ，(%%6， 加 ， 各 存在 一 个 分 域 ， 使 上 上 所 
有 属于 这 个 邻 域 的 点 ， 构 成 一 条 简单 曲线 绝 。 
(证 明 》 由 已 知 条 件 ， 在 点 旭 矩阵 (1* 扣 的 秩 为 34， 就 是 
说 ， 它 的 二 芥子 式 中 至 少 有 一 个 不 等 于 0 ， 设 


{1. 4) 


| | £0 
'¥y Pe | 


并 不 失 一 般 福 。 由 数学 分 析 中 的 隐 冰 数 存 在 定理 (多 谈 数 的 ' 


可 知 ， 在 刑 ,G6，y *%) 点 的 邻 域 中 ， 奉 在 一 对 单 什 可 微 滞 
数 


J= F(x), Ss= 人 Dx) (1.5) 
且 当 w= 时， = Pw) %0= Dr), 
实际 上 ，(1:5) 式 就 是 (3) 式 在 点 型 都 域内 的 参数 表 
示 ， 这 里 只 不 过 是 取 和 参数 1= x， 
为 求 曲线 在 :号 在 并 点 的 切 向 量 ， 将 方程 组 导 :3) 关于 x 求 
导 ， 有 


Ox dy dx Ow dx | | 
| 
即 是 
中 十 EyP x) + PD Cx) = 0 } 
办 yF' (Cx) 二 由 ,GT =D 
解 方程 组 ， 得 切 向 量 堂 标 为 《1， 了 下 (x)， 人 名 Cx) YY， 显然 它 是 
x 的 连续 函数 ， 扬 以 当 点 旭 沿 上 曲 强 移动 时 ， 切 向 量 也 随 之 连续 
转动 ， 即 曲线 弧 是 光滑 的 。 
简单 曲线 弧 的 上 述 两 种 解析 表示 是 可 以 互 化 的 ， 共 中 最 党 
用 的 还 是 参数 表示 式 。 
当 绽 出 出线 的 一 般 下 示 式 
eh %) 二 站 
F.Cx, ys %) = 


二 


《+ ) 矢 几 时 学 分 析 中 娘 导 数 的 志 用 ， 


名 


一 


时 ， 我 们 总 可 以 把 它 化 为 参数 表示 。 

[ 例 1 > 将 曲线 方程 ， x= 34y， 2%x=4 化 汶 参 数 训 示 
式 、 

{ 解 》 设 “*=t， 田 不 方 程 解 得 


i 
7 a of 
所 以 曲线 的 参数 表示 式 为 : 


在 人 
"= Ba 


由 于 参数 选取 方法 的 不 同 ， 轴 此 曲线 的 参数 表示 式 并 不 只 


32 曲线 的 绚 长 ， 微 分 不 变量 


$2,1 基线 的 弛 发 


对 于 简单 曲线 莉 ， 我 们 先 引 入 缴 长 的 概念 。 
【定义 假设 了 =T(f) (a 和 1 所 如 所 确定 的 简单 曲线 弧 为 


AB ， 共 中 f(a)，T(6) 对 应 端点 4、B， 在 4、B 之 间 ， 按 1 
值 的 于 加 顺序 ， 取 # 一 1 个 分 点 卫 ， P,, wi Ps 这 样 把 曲线 


三 分 成 * 段 小 扳 ， 把 4 点 记 作 P，3 点 记 作 P。 当 把 相 邻 的 
分 点 用 直线 段 连 结 起 来 ， 就 得 到 -条 折线 ， 其 长 麻 为 


[3 
?一 DB; 
sl 


当 分 点 无 限 加 细 《〈 即 PrP 时， 折线 长 1, 趋 于 一 个 确定 的 
7 


极限 ， 这 个 极 腿 值 叫 做 曲线 弧 238 的 红 长 ， 
下 面 ， 我 们 给 出 关于 弧 长 的 计算 公式 ， 
[定理 11 若 已 知 曲线 的 参数 方程 为 
=?) 《CE 
则 从 1= e 到 54 的 听 长 为 


:=| a 人 (2, 1) 


(证 明 ) 在 数学 分 析 中 ， 我 们 已 经 证 明 过 : 当 遂 数 x (1)， 
3， (有 具有 连续 的 导数 ， 且 满足 不 等 式 t+ 六 (D+ 
2 和) 之 0 时， 出 此 而 确定 的 曲线 从 =a 到 5= 2 的 级 长 于 积分 


;= | VE + TE dt 


来 计算 ， . 
到 因为 YO = x(Der ye t(D ee 
所 以 =e t+jD et z(t)e, 
而 = A + + 2 
所 以 
:=| di 
其 以 sD 天 示 从 f=0 到 #1=t 的 弧 长 ， 则 本 节 避 :1D) 式 
可 写作 
;= | 四 (2.3) 
此 式 喜 明 s 是 1 的 单 值 连续 晴 数 ， 
对 上 式 求 导 ， 得 
#8) = 他 | 
因为 简单 临 线 狐 上 的 点 都 是 正常 点 ， 即 7 了 天 0， 所 以 出 人 > 让 
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因此， 弧 长 :又 是 # 的 连续 的 单调 增 函 数 。 由 友 国 数 定 理 可 知 ， 
(人 存在 连续 的 反 函 数 1(3)， 具 要 把 f(s 代入 曲线 方程 ?= 
?+( 尹 ， 便 得 以 弧 长 为 参数 的 曲线 方程 
T=7(t(7)) 
这 样 ， 每 条 曲线 都 存在 弧 长 ， 因 此 总 可 以 用 ; 作为 它 的 参数 ， 
所 以 把 弧 长 5 叫做 曲线 的 自然 参数 ， 
引入 弧 长 为 参数 后 ， 由 于 曲线 上 前 点 与 弧 蕉 的 值 之 闻 建 并 
一 种 一 对 一 的 连续 对 应 ， 因 此 ， 异 助 此 参数 方程 来 研究 曲线 ， 
会 带 来 许多 特殊 的 方便 ， 上 其 中 最 突出 的 特点 是 在 曲线 上 引进 了 
坐标 。 
【定理 21 已 给 曲线 上 L，r=?(t) 的 参数 是 自然 参数 ;的 
充分 必要 条 件 是 上 | =1， 
(证 明 》 必 要 性 ， 已 知 工 的 参数 为 自然 参数 ， 对 于 本 节 
(2.1) 式 取 a= 0 5=#t 时， 进行 微分 ， 则 有 
ds= ar 
所 以 ?| =1 
充分 性 : 车 内 =1， 即 是 -名 | = 出 | 区 | d= 


积分 上 式 , 左 端 | 


FE 站 
邑 :=| [Hd = | at=# 


故 参 数 为 自然 参数 . 
注意 :今后 向 径 ? 对 自然 参数 ?的 导向 量 用 7 来 表示 ， 而 对 
于 非 自 然 参 数 的 导向 量 用 ?来 表示 ， 
现在 ， 我 们 举例 说 明 如 何 将 曲线 的 一 般 参 数 i 找 为 目 然 参 
9 


数 7。 

[ 例 1] 试 将 圆柱 螺旋 线 T= {Lacosi，asint， 红 } 的 参数 
# 换 为 月 然 参数 ?. 

‘和解 ) 完 求 出 从 f= 到 任意 点 1 的 弧 长 : 
因为 六 = 全 一 4Sinfi acost, 4} 

由 = esint+a co = eat+y 

于 是 ;=| Pp | wa d= ato 
WU i TT 
将 上 式 代 入 原 螺 旋 线 方程 ， 得 
— asin > _ lL 
ati ate ato) 
它 就 是 以 弧 长 ?为 参数 的 圆柱 螺旋 线 的 方程 

这 里 信 得 注意 的 是 ， 有 时 在 换 参 数 的 过 程 中 ， 带 来 一 些 计 
算 上 的 繁 瑞 或 困难 。 所 以 在 处 理 具体 问题 时 ， 究 竟 选 取 那 个 参 
数 为 好 ， 需 要 根据 问题 而 定 ， 


82.2 微分 不 赛 量 


在 解析 几何 里 我 们 知道 ,曲线 和 曲 而 用 方程 来 表示 , 这 样 就 
使 得 对 几 箱 图 形 性 质 的 研究 通过 坐标 系 转化 为 代数 运算 ， 从 而 
以 代数 为 工具 解决 了 几何 中 的 很 多 问题 , 促进 了 几何 的 发 展 ,但 
是 由 于 坐标 标 选 择 的 任意 性 ， 往 往 使 表示 几何 图 形 的 方程 复杂 
化 ,其 中 有 的 量 代 表 图 形 的 基本 特征 ,而 有 的 纯 属 于 和 由 至 标 系 选 
择 的 任意 性 而 小 生出 来 的 。 为 探讨 上 方 使 ， 我 们 研究 了 坐标 变 
换 下 的 不 变量 和 不 变 式 ， 即 挑 出 能 够 表示 图 形 特 征 的 量 而 抛弃 
与 图 形 无 关 的 量 ， 使 解析 几何 转化 为 华 标 变换 群 下 的 不 变量 理 
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他 一 {acos 


论 ， 而 使 几何 向 前 近 进 一 大 步 . 

微分 几何 也 是 一 样 ， 古 典 微 分 几何 是 以 向 量 分 析 为 工具 研 
究 有 曲线 和 有 曲面 在 某 一 点 邻 域 中 的 性 质 各 形状 的 。 因 此 ， 曲 线 和 
曲面 的 解析 表示 式 大 都 是 用 以 数量 为 参数 的 问 量 沙 数 ?= (2 
来 表示 的 ， 面 且 对 几何 图 形 特征 的 者 示 式 大 都 荐 向 重 函 教 的 各 
阶 导数 来 表 出 的 ， 尤 其 是 在 讨论 具体 问题 时 ， 往 往 是 借助 于 曲 
线 上 基 一 点 处 的 相伴 坐标 系 来 进行 讨论 的 。 这 样 由 参数 选择 的 
尾 意 性 和 坐标 系 选择 的 任意 性 ， 常 常 在 解析 式 中 产生 利 图 形 无 
关 的 一 些 芋 ， 面 使 解析 者 示 式 复杂 化 。 为 研究 上 的 方便 ， 扎 使 
我 们 必须 寻求 与 曲线 直接 有 关 的 弧 长 为 参数 和 在 相伴 坐标 系 变 、 
换 下 的 微分 不 变量 ， 

为 此 ， 我 们 先 来 讨论 辣 径 的 各 阶 导 问 量 与 坐标 变换 的 关 
系 ， 

【定理 3】 向 径 ?tt) 的 任何 阶 导 同时 都 是 坐标 变换 下 的 
微分 不 变 其 . 

(证明) ”定理 证 明 ， 分 汶 两 部 分 进行 ， 

(i ”在 平移 变换 下 ; 向 径 ? C03) 的 各 阶 导 向 量 是 不 变量 ， 

事实 上 ， 候 设 有 两 个 坐标 系 ， 一 个 是 以 口 为 原点 ， 而 另 一 
个 以 0* 为 原点 ， 对 于 空间 每 一 点 时 都 有 两 个 向 径 ， 如 图 

F(r) = OM rT* (Cr) = O* 疼 

而 三 角形 00* 术 ， 按 向 量 和 的 定 
义 ， 有 

OM = Or 00% 


yD (DT OO* 
这 就 是 癌 知 在 平移 变换 时 


的 变换 式 ， 此 式 说 明 在 平移 变 图 1 一 2 
二 


换 下 同一 点 于 在 不 同 坐标 宗 中 的 向 径 只 差 一 个 常 向 基 D04， 所 
以 ， 它 的 导向 量 


六 此 ， 在 平移 变换 下 导向 量 不 变 。 
(ii 在 旋转 变换 二， 向 径 的 各 阶 导向 量 是 不 变量 ， 
我 们 设 向 径 ?ts 的 誉 标 为 x (9)，y0)，%(3)， 旋 转 后 的 
举 标 为 (5)，3(f)， 素 (;)， 由 解析 几何 知 ， 二 者 之 间 有 如 下 
关系 : 


要 (5》 = Cx 3) + Cy (5) + Celt) 
5) = Cx {s+ Cp (5) + Cag i) 
其 中 Cap = 1，2; 3) 是 坐标 变换 式 的 系数 。 比 时 ， 固 为 从 
标 时 点 没 变 ， 只 是 坐标 轴 的 方向 改变 了 天 此 只 引起 它 的 坐标 
改变 ， 而 向 径 本 身 并 不 变 ， 
由 于 Y(t) 的 各 阶 导向 量 ? "(3) 也 随 着 向 径 ?C5 所 经 
过 韵 施 转变 换 而 变换 ， 所 以 在 两 个 奉 标 系 中 同一 42 阶 时 操 量 的 
坐标 之 间 也 满足 上 述 的 旋转 变换 公式 ， 即 
Rm) 二 人 tOy™ 【73 + Ci 
#00) = Cox" CH) + Co CF) +t Crsw "(3) 
BY) = Cm TY + Og) + Css ™ 3) 


如 果 这 些 导 癌 量 Y”(3) 都 看 成 是 附着 于 曲线 的 对 应 后 
上 ， 则 它 的 长 度 各 它 与 昌 线 相对 位 置 ， 经 旋转 变换 都 是 不 变 
的 。 和 定理 得 证 . 

由 工 面 定理 可 知 ， 弧 长 


:=| [Fd 
rp 


RD) = Ox Cr) 十 世人 + Cr tls) 
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- 一 -一 一 一 -~-- 一 -- - 一 = 一 一 一 一 一 一 一 一 em 一 一 一 


一 一 一 一 


是 坐标 变换 下 的 不 变量 。 固 此， 引进 弧 长 参数 后 ， 导 向 量 ”， 
7"，T” 都 是 坐标 变换 下 的 不 变量 ， 并 具有 一 定 的 几何 意义 ， 


如 ii = )》 -yy， 就 是 以 后 要 讲 的 曲率 和 搁 


[er' x rr" | 2 


府 。 它 们 都 是 由 向 径 的 各 阶 导 数 记 构 成 的 量 ， 因 此 ， 邦 是 坐标 
变换 下 的 微分 不 变量 、 


i 


353 切 触 阶 


知 (1 和 (BF》 是 空间 中 的 两 个 图 形 ， 它 们 有 一 个 公共 
点 P,， 设 P 是 (F) 上 P, 驾 近 的 点 ，4( 了 ) 表 示 了 点 和 图 形 伍 ) 之 间 
的 距离 ， d(CP) 表示 上 和 P 之 间 的 距离 ， 当 PP, 时 ，#(P)j/ 
d"(P) (wn 之 1) 趋 于 零 ， 而 #8 (CP) 7 d (P) 关 0， 则 称 这 两 个 图 形 
CF) 各 (FE) 在 P 点 共有 * 阶 切 甬 ， 切 败 阶 可 以 衡量 二 图 形 在 
公共 点 马 的 加 域 内 互相 贴近 的 程度 。 蕊 很 阶 越 高 ， 二 图 形 贴近 
程度 越 好 ， 

研究 二 图 形 的 接近 程度 荐 共有 重要 意义 的 ， 它 不 仅 反 跨 二 
图 形 几 何 位 置 的 特点 ， 更 重要 的 是 利用 二 图 形 在 公共 点 具有 az 
阶 切 触 的 共性 可 使 讨 论 的 某 些 问 题 简化 。 例如， 曲线 0. 是 一 条 
较 复 麻 的 曲线 ， 我 们 要 寻求 忆 在 某 态 D, 的 性 质 时 ， 可 以 取 另 一 
条 与 C1 有 公共 点 忆 的 熟知 曲线 C,， 使 它 与 0 在 P, 点 有 相同 的 精 
确 程度 ， 此 时 ，Cz 就 可 以 找 巷 避 在 亡 考 虑 点 的 性 质 ， 从 而 使 问 
题 得 到 简化 ， 

下 面 ， 我 们 分 别 计 论 响 线 与 用 线 ， 上 用 线 与 平面 的 切 秀 癌 
题 
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$3.1 曲线 与 曲线 的 切 触 
[定义 】 已 给 二 曲线 工 ,与 L, 有 公共 点 P， 在 P, 点 邻近 ， 
分 别 在 已 ，L, 上 取 点 下 ，P。。 且 使 PB = Pb.= Js，。 显然 
区 到 是 一 个 无 穷 小 量 。 如 果 以 -4r 为 主 无 穷 小 ， 而 | PP | 为 
2 1 


= 0 而 lim BE: |z0, 


< 的 #+1 阶 无 穷 小 时 ， 即 lim Fe 


则 称 上 与 ;在 如 点 有 RR 阶 切 邓 (图 1 一 3)， 
【定理 1 本 马 给 二 曲线 Li f= ， 荆 ,了 ?=F,(5) 它们 
有 公共 虑 tf)， 则 工 ， 工 :在 


LY 
了 ,点 有 # 阶 切 触 的 充分 必要 条 pl 
件 是 Fo 
?= CW bs 
入 中 = 条， Pi wn (33.1) 9 
(证 明 》 将 Pi(9)，?,(5) 0 
在 PP 点 邻 域 按 索 蔓 公 式 展 开 ， 得 图 1 一 3 


P= + s+ (As 


1 


Fr + Te ft 
a 


1 
{x+ 1)1 


PS) = FP) TP C0) Fs + rr Cs) Ts 


十 es 上 外 I A J 
尘 . 


《让 十 于 
作 了 ,C9 -FD， 则 得 


F035) ~ = CP) P50) + Fe 80) — FC) 
十 去- Cr) — P00)) < 和 


十 吉 CP 一 


1 


+ 一 入 四 (ss i 
3, 2) 
必要 手 ， 因 为 L,，L, 在 P,(;,) 具 有 # 阶 切 甬 ， 按 定义 ， 则 
lim BE 5 0 
即 (3.2) 式 的 第 *+l 项 
1 


I+ 中) _ (如 中 1 
GT Cf) 一 PF C10) Fe 


而 该 项 以 前 各 项 均 为 8， 所 以 必 有 
PR) = Fm TD = 0) 
Ld C5.) 一 Lid Ci) ， Ft (#0) 2 《Te _ 
充分 性 ， 如 果 对 具有 公共 点 已 的 二 由 线 天 :六 G)， 工 : 
r,s) 满足 63.1) 式 条 件 ， 则 有 


TF (sy — (5) yr CY, (fe -Ps 0 
于 是 
lim lr, (Ci) 一 了 (C1) | = lim PP 二 一 二 2 0 
A 2 LT- 


按 切 能 阶 定义 ， 也 了,| 是 4 的 rz+ 1 阶 无 穷 小 ， 所 以 LL 与 L 在 也 
点 具有 # 阶 切 甬 ， 


$3.2 ”曲线 与 平面 的 切 触 


十 面 ， 我 们 研究 曲线 与 平面 有 公共 点 时 ， 它 们 在 公共 点 处 
的 接近 程度 . 

[定义 】 已 知 一 平面 < 和 一 曲线 上 ,它们 有 公共 点 P, 在 L 上 
P， 点 的 分 域 中 取 一 点 P， 使 PP = 1， 以 Js 为 主 无 穷 小 ， 如 


lim # 
frr 


生 上 点 到 平面 r 的 上 距离 4 是 对 <1s 的 +l1 阶 无 穷 小 , 即 , = 0, 


而 lim Fni 0, 岂 称 曲线 荆 与 平 


而 = 在 部 点 具有 3 阶 切 触 ( 图 荆 一 4) 
【定理 2 】 已 知 平 而 rn(7 ~ 
yu = 0， 曲 线 上 ;:?=?C3)， 它 们 有 
公共 点 (5)， 则 与 x 在 Po 具有 # 踢 和 全 
切 触 的 充分 必 楼 条 件 是 ; 
nr =0, Rr” =0,., Nr" =0, 
而 hr" 去 《3. 3) 图 1 一 4 
(证 明 ) 先 将 工 :7= ?9 在 忆 点 按 索 勒 公式 展开 为 


他人) = F000) + 80) Ts + A 二 -二 


十 A "3.4) 


必要 人 性， 因为 4 是 BP, 在 平面 + 的 单位 法 向 量 # 上 的 射影 
的 绝对 值 ，… 2 = tt. P,P ， 则 得 


= | 人 《YI s+ CY AA +) 
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1 


一 [Tr! 《7 .7 TT Wer st + 


1 


二 一 十 RY st | 
如 | 


1 
(#1)! 
(3,5) 

根据 切 触 阶 定义 可 知 ， 如 果 工 与 r 具 有 ? 阶 唱 磐 ， 则 必 有 


: d 
lim = 而 lim 和 0， 即 4 是 4: 的 +1 阶 无 


小 。 因 此 ，?? ”天 六 它 以 靖 的 各 项 均 为 0 。 即 

RF' = 1， HL Hr" = 0, 而 tt 
充分 性 ， 设 平面 x 和 曲线 工 在 公共 点 有 (3.3) 式 成 立 ， 则 
得 . 


{+ tl 
d=| ph “T -1s 四 直人 9 


即 jim 下 =- 0. 页 lim 人头 0， 所 以 4 是 ;的 8+1 险 天 


穷 小 ， 由 定义 可 知 三 与 r 在 六 点 共有 ?给 切 铠 ， 
【 例 13 求 与 已 知 曲 线 工 ， YY 在 后 Pr 具有 二 阶 切 
多 的 平 而 方程 。 
( 解 ) 设 曲线 上 在 P。 扣 按 索 勒 公式 展开 为 
TO) = F000) + rs) st (0) s+ ‘ns 
设 过 已 扩 的 平 而 7 的 法 向 量 为 R， 因 为 + 与 在 点 P, 处 具有 二 阶 
切 触 ， 所 以 必 有 有 
N= 0, RP” = 0, nr"0 
于 nn 垂直 于 7 与 "所 决定 的 平面 ， 
设 p 为 平 轴 上 住 一 点 的 流动 向 径 ，T6 为 了 点 向 答 ， 则 pp - 的 
7*， 扩 是 共 面 的 ， 记 以 此 平面 方程 为 
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pT ?', ?=0 


$4 ”曲线 弧 的 相伴 三 楼 形 


在 微分 几 向 中 ， 研 究 曲线 上 某 一 点 孝 域 内 的 局 训 性 壬 也 是 
殿 助 于 举 标 又 来 完成 的 ， 它 是 与 曲线 在 给 定 各 点 具有 较 锯 切 的 
几何 关系 的 活动 坐标 系 ， 曲 线 本 身 是 这 些 坐 标 系 的 原 太 轨迹 ， 
其 相当 于 x 轴 和 Oxy 涡 标 面 的 直线 和 平面 ， 也 是 与 曲线 在 该 点 
贴近 程度 较 好 的 直线 和 平面 所 构成 的 。 固 此， 使 用 上 述 活动 坐 
标 系 来 讨论 曲线 上 各 点 的 局 部 性 质 是 非常 方便 的 ， 

下 面 ， 我 们 来 定义 上 述 坐 标 系 一 一 曲线 相伴 三 楼 形 ， 并 给 
出 与 其 相关 的 概念 ， 

[定义 】 已 给 曲线 上 ,?=?(s)， 谋 它 上 曾 点 了 的 单位 间 量 

?=T 叫 急 向 量 〈 由 2 定理 2 订 知 T 是 单位 向量 )， 


(ip jj =v 叫 主 法 线 向 量 . | 
(it TXxvY=R 岂 副 法 线 向 最 ， ” 
显然 欠 量 r，v, PB 满足 条 件 ， A 
(a) I= v= Bl =1. " 
Cb) TxYy=B, vxB=T, 图 1 一 $5 
BxT=vY. 


满足 条 和 件 (a)，(b》 的 向 恒 组 构成 曲线 二 的 基本 向 重组 ， 
这 个 基本 向 量 组 构成 一 个 三 楼 形 ， 出 于 这 个 三 楼 形 在 工 上 等 个 
正常 点 都 存在 ， 这 样 的 三 棱 形 叫做 相 翌 三 楼 形 。 曲线 了 在 P(7) 
所 的 相伴 三 楼 形 记 作 :，{tP(D TD，YV(D)，PB(D)}， 在 空间 曲 
线 弧 的 每 一 正常 点 了 都 有 相应 的 相 任 三 楼 形 存 在 ， 当 了 点 沿 曲 
线 运 动 时 ， 这 些 三 棱 形 可 视 为 同一 个 三 楼 形 随 了 点 运动 而 处 在 
18 


不 同位 置 ， 因 而 又 称 相伴 三 楼 形 为 曲线 的 活动 标 架 . 

如 果 ， 则 线 二 的 参数 不 是 自然 数 :; 时， 那么 ， 上 而 定义 的 
相伴 三 楼 形 的 基本 向 量 T， v，B 的 解析 表示 式 又 该 怎样 确定 
呢 ? 

[ 例 13 求 曲线 Lr?=?(D) 在 PCD) 点 的 基本 问 量 组 7, vY， 
B, 

( 解 ) 已 知 ?=+()， 由 绕 ,1 已 知 任意 参数 } 与 自然 参数 : 
的 关系 ， 于 是 我 们 设 t= 1 ， 则 工 的 方程 可 写作 


f=?(i(7)) C4, 1) 
(1) 求 切 问 寿 7， 微分 (4.1) 式 ， 得 
dr dr df ,i 
a (4.2) 


由 切 向 量 定义 ，T= -9 又 由 弧 长 公式 ，y= | ri et。 微分 ， 
得 ds= | 训 坦 


四 
所 以 二 = 一 一 = 于 是 切 同 量 T= 让 


《11》 求 副 法 线 向 量 B， 因 = ,所 以 Y= 了 (2)? 了 + 训 1。 六 
PX = 7 x CC) + 

= Fx + (x= 0) 

人 


由 定义 知 Y= - 丈 计 Er 而 


ir | 一 Ir' | 一 | 证 区 六 | 【7 


所 以 B= Ty 人 和 让 ) 
rr 
Pr 


x 
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即 B= 他 


Gii) 求 主持 线 向 量 v， 因 为 v=x fr， 已 知 = 


和 = 趣闻 ， 所 以 
不 难 验 证 ， 这 样 求 得 的 ?7，v,$， 满 足 定义 中 条 件 (a)，(b)， 
下 此 ， 它 们 构成 工 ， ?=?() 在 PN 点 的 林 本 向 景 组 ， 

【定义 了 过 曲线 上 一 点 了 了 ， 且 以 该 点 的 

ti) 切 向 量 为 方向 向 量 的 直线 ， 吉 做 村 线 工 在 点 了 的 切 
线 ， 

(iiy 让 法 线 向 量 为 方向 向 量 的 直线 ， 亿 机 曲线 了 在 了 操 的 
主 法 线 ， 

(iii) 副 法 线 向 量 为 方向 向 景 的 直线 , 划 做 曲线 工 在 了 避 的 
副 法 线 . 

【定理 1 】 老 已 给 村 线 工 ，r = (7 ， 则 在 其 上 Ptn) 点 的 
切线 ， 主 法 线 ， 副 法 线 的 方程 分 别 为 ， 

(i 切线 方程 ，p =Yfio +hrg (图 1 一 6A) 

(iiy 主 法 线 方程 : B =Yfro + Vv(5) (图 1 一 6B) 

Gii) 副 法 线 方 程 ， p=? 了 (4) + 中 (3 (图 1 一 6C) 
其 中 ，p 是 直线 (切线 ， 主 法 线 ， 副 法 线 ) 上 的 流动 而 径 。 而 
T(w) 是 Po 点 的 向 和 从，4 为 参数 ， 

《证 时) 这 里 只 以 贸 线 为 例 ， 其 余 讯 省 自己 证 明 ， 

从 切 钱 的 定 交 可 知 ， 它 的 方向 向 量 是 切 向 量 ， 所 以 切线 上 上 
任 一 点 的 流动 向 径 p 与 了 PC(n》 点 的 向 径 7(5) 之 差 ， 即 p 一 (5) 


4 


-= 一 一 -一 一 一 -一 一 一 一 


与 TG) 洪 线 ， 所 以 
P — T0500) = ATOS) 

即 p= 十 AT 
是 曲线 工 在 Ptso) 点 的 切线 的 向 量 式 方 程 ， 

为 写 出 切线 、 主 法 线 、 副 法 线 的 坐标 表示 式 ， 设 流动 问答 
p 的 坐标 为 《xy， 力 “}，7(r) 的 誉 标 为 {x 05) 7 C50) (0) ) 
7?) 的 侍 标 为 《xD (C30)，% 和 N50 }，?*(Cn) 的 肩 标 为 
x， 0)，%* (50)》 则 由 上 述 方 程 可 得 

(i) 切线 方程 : 


一 


OD) Ty) eC) 

(ly 副 法 线 方程 : 
0) 
(5) ZCin) | | 
bd C50) pi (C7,) | | 


nt A 
%' (C10) * (5) | | Xs) Co 
ge) wos) | es) yr C30) 
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【定义 】 在 曲线 上 上 一 点 P， 

(i) 下 切线 和 和 主 法 线 所 确定 的 平面 叫做 世 在 点 了 前 密 切 
面 ， 

(ii 由 切线 和 副 法 线 所 确定 的 平面 叫 敌 工 在 了 点 的 从 切 
面 ， 

《it ”由 主 法 线 和 一 法 线 所 确 
定 的 平面 则 做 上 在 扩 了 的 法 平面 (图 
1—7) 

【定理 3] 在 明 线 狐 L， ?= 
7?(7?) 上， 点 Po 的 法 平面 ， 从 


切面 和 密切 面 方 程 为 ; 
(1) 法 平面 T{5) fp 一 7 = 
(iD 从 切面 : VGO){p 一 ?705)}= 人 0 (4. 4) 


{iii》 密切 面 : BT1p 一 ?tn = 

其 中 p 为 平面 上 流动 庙 称 ， 拭 ”Cn) 为 P(s》 点 的 向 径 ， 
(证 明 ) 这 里 只 证 法 平面 ， 其 余 的 留 给 读者 目 己 证 明 ， 

设 这 人 直 平面 上 流动 点 的 向 径 为 p， 由 法 平面 定义 可 知 ， 它 
是 由 主 法 线 和 一 法 线 所 确定 的 ， 所 以 此 平价 的 法 向 基 可 取 曲 线 
的 切 问 车 ， 又 庆 它 过 CL 上 点 Bf ， 因 此 ， 由 解析 儿 何 其 

T7414P 一 700)} (加 图 1 一 8) 
即 Tp -rn)}=0 
这 就 是 所 求 曲 线 L 在 虞 了 (Cr 
的 法 平面 的 向 基 式 方程 。 

为 写 是 法 平面 、 从 切面 、 
密切 面 方程 的 坐标 形 示 式 ， 设 
p 的 坐标 为 《x， .多 7 
的 坐标 沟 {x (C0) 90 C5) 》， 
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Ee 


TEs) = {wr Fr) SD A = wg "C50)s 
2 《5 和 把 它们 代入 《4) 式 ， 则 上 面 三 个 平面 的 问 基 方程 
妈 可 用 举 标 表示 为 : 
(i》 法 平面 : 
x 0 Cx FI) CF Ts ~ Em) =0 
Qi) 从 切面; 
NI) C—O Fo Cs) Cp — ys ) 十 入 Cr) (2 — {50)) 
二 侨 
(iii) 密切 面 ， (4.5) 
区 一 加 全 一 
2 xf = 
ws) (0) | 
[ 鲍 23 证 明 闭 钱 工 ， f=) 在 Pr 的 密切 面 ， 是 过 
吉 Pio 的 切线 和 Pt) 的 邻近 点 Pls+ A3) 的 平面 ， 当 
Pt,+ A411) 沿 曲 线 趋 这 于 PC 时， 这 个 平面 的 极限 位 置 的 平 
面 。 
( 解 ) 已 知 世 的 方程 为 了 =Y( 信 ,点 P(5) 的 向 径 为 ?Ko， 
点 Pt+d1 的 向 径 为 ff + 2 显然 ， 过 点 PC 的 切线 
和 关 芋 Pr 邻近 点 了 C+ Ls》 的 平面 方程 为 


CFs} POC)P ECS, 十 J ) (Pp— rr = 0 (4.6) 
其 中 p 是 该 平 面 的 流动 回 径 。 由 案 勒 公式 有 
BOP Ct I) rst A Fs,) 
= Ti+ (5 + Eyer 
其 中 .me 
面 为 过 PC(m) 的 切线 各 邻近 点 P(5s+ LT) 的 平面 的 法 辣 


最 为 ! 
~ vv -一 
Fer x PE)Pest+ 2s) 


= T's) x Wh 十 CP CY 十 e) 4 | 


-= 可) x PI) te) A (4.7) 


当 了 tss+ 8) 浩二 赵 于 了 PG) 时 ， 则 L 一 0， 这 时 (4.7 陈 的 
极限 与 np》 XY(i 共 线 。 

当 rr xi 人 (天 0 时 ， 可 取 它 为 L 上 过 PICn) 点 切线 
和 Ptnm+<2r) 点 的 平面 的 极限 位 置 的 平面 的 法 同 量 ， 内 此 这 
个 平面 方程 为 

Cr sD) Ys 一 和 人 二 人 

因为 切线 与 主 法 线 在 这 个 平 商 上 上， 根据 密切 面 的 定义 可 
知 ， 它 是 上 在 Pr 点 的 密切 而 。 

当 ?GD XxX?) =0 时 ， 则 Po 叫做 曲线 上 的 逗留 
点 ， 一 般 地 ， 在 此 点 密切 平面 佣 存 在 。 这 时 工 在 点 了 Pts) 的 窗 
切面 的 法 身 量 可 由 ?9D 的 较 高 阶 导向 量 与 00) 的 外 积 ， 了 (9 
xynm (5 来 确定 

[推论 】 由 线 上 在 点 Ptso) 的 密切 面 ， 是 在 点 2 (与 二 董 
少 具 有 二 阶 切 角 的 平 夯 ， 

证明) 设 盟 线 工 方程 :， Y#= 7 ， 则 它 在 点 (PP GD)， 的 
密切 面 方程 为 

CF) 50), pr?(5))=0 
其 中 法 向量 R= ?0) XT (或 WW= TG XY 0)， 
因为 基 密 急 面 ， 所 以 至 少 有 290) = 《PC XX (0) er'(30) 
=0 
”和 


记 生 


得- = XT 
又 由 曲线 与 平面 在 公共 点 Pfso 有 = 阶 切 触 的 充分 必要 条 性 可 
炳 ， 曲 线 工 在 点 了 (5) 的 窗 团 平面 与 上 本身 在 该 点 至 少 具 有 二 
阶 切 触 。 
[ 例 3 ] 求 三 次 明 线 L,Y 入 在 二 =0 后 的 切线 ， 
主 法 线 ， 副 法 线 和 密切 平面 方程 。 
( 解 ) 先 求 出 工 在 i= 0 点 的 基本 向 量 ; 


因为 += 而 六 = {91:21 1》 


所 以 :0 = 40, 0, i), a rp=1 
故 在 1= 0 点 切 向 量 
TO = +0j+x 


_ TX 
$B (0 = Fx 


v0 =Be0) xT0D = -txk=j 
r=0 
所 以 工 在 1=0 点 的 

(i) 切线 方程 ，p = hk 

(i) 主 法 线 方 程 : p= -4j 

Gii) 副 法 线 方程 p = -4 

《iv》 密切 平面 方程 ，-ip= 即 X=0. 


85， 曲线 的 伏 雷 内 一 塞 雷 特 (Frenet- 


Serret) 公式 


由 上 节 知 ， 在 曲线 7 (?) 上 每 个 正常 点 忆 ( 六 处 ， 都 存在 互 
相 正 交 的 单位 向 量 组 TCD YG)，B(?)， 而 且 构 成 右 旋 系 ， 所 
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以 当 研 究 骨 线 在 任意 一 点 PC 的 邻 域内 的 性 质 时 ， 可 选取 以 
PG) 为 原点 的 相伴 三 楼 形 为 直角 些 标 系 。 由 于 项 线 上 每 一 成 
都 存在 这 样 的 坐标 系 ， 那 么 在 PC 的 邻近 点 P(t+ 45) 处 的 党 
标 系 与 ts) 点 的 坐标 系 有 什么 关系 昵 ? 实质 上 ， 豆 是 讨论 : 
当 As>0 时 ， TG+AD-TO GtAD) 7D) 


Is < 
+ -FD 与 点 PGs) 的 基本 向 量 TG)，?>(D)，B(D 之 
间 的 关系 ， 邑 T1()， ?1G)，(G 与 TCD 2 人 DBG) 的 线 
性 关系 ， 
汶 此 先 证 明 一 个 引 理 ， 
【 引 理 】: 已 策 世 个 正 变 的 单位 阿 量 (el 上 ye 人 《全 ， 
则 它们 的 导向 量 @; (站 ，e; (站 ，B@y() 按 e，e，e 的 分 解 式 为 


(i) i onext) Gl 2 3 (C.D 


Qi) 分 解 式 的 的 系数 阵 是 反对 称 阵 ， 即 
下 十 季 和 二 站 

(证 明 ) 因为 @ (有 ，e:( 乓 ， 四 人 是 三 个 正 交 的 单位 同 
量 ， 所 以 可 把 它们 看 作 三 维 空间 中 的 一 组 基 凑 ， 因 此 对 于 三 维 
空间 的 任何 向 草 都 可 以 按 此 基底 分 解 ， 且 分 解 式 是 唯一 的 。 也 
就 是 ， 马 国 ， 杞 的 ， 直 人 可 接 和 的 ， 轨 的 ， 所 的 分 解 ， 
即 《bb 式 戌 立 ， 

其 次 证 明 Ci。 从 eyG= 1,3,3) .的 单位 、 正 变性 可 短 ， 


它们 的 内 积 为 
,= Or (Fs = 1, 2, 3) ‘DB, 2) 
其 中 6 = {! 当 fj 二 中 
0 当 7 


de He : - 

et 十 je: = 必 《5.。 3) 
糙 与 .1 式 展 开 

人 = 人 ii 十 de, + ene: 
再 与 ex 上 =1,2, 3) 和 做 内 积 ， 则 得 


当 吓 = 1 ,= a 


de: 
当 k=2, a 2 = i 


de 
当 上 = 3， rt 


综 上 所 述 ， 册 得 
de et di (5, 4) 


同 理 得 ， 
der (5.5) 


将 司 .和 ,5.5 代入 (5.3)， 出 得 
Aik 十 dri = 0 


BR a i, k=1,2,3) 为 元 素 所 构成 的 建 阵 


0 a a 


(5. 0) 


| dy 0 a 


cq 4 0 
是 反对 称 阵 ， 
[定理 1 设 已 给 曲线 LC, = TCD) 的 相伴 三 棱 形 为 {P (7 
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T(D》，P()， 和 (9 }， 列 它 的 导向 量 T'，»'，B' 接 T，”% 的 线 
性 分 解 式 为 : 


ja r+ xp (05.7) 


(证 明 ) 由 前 面 引 理 可 知 ， 定 理 中 的 T'，Y ,外 按 T7, YB 
的 线性 分 解 式 的 系数 阵 也 必 为 反对 称 阵 。 现 在 计算 阵 的 元 素 


di 
由 于 T(9 是 曲线 的 切 向 量 ， 因 此 
a 
A -B= a 
JT tl - = LM 
= GO (v= rm) 


所 以 好 13 一 ir eo)|l vy:B=0 
因此 ， 相 伴 三 楼 形 {PD TD ，Y0)，B (DD) 的 导向 其 
TY， VB 的 分 解 式 的 系数 阵 应 当 是 


“ 0 LL 0 
dE 0 a 
0 一 0 


这 里 ， 令 4.;=#，#2;= ww， 则 系数 阵 为 


i 0 中 

| 0 | 

0 一 
此 阵 对 度 的 方程 组 为 
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一 一 一 一 -一 -一 -一 一 加 


ds 

dy 
rT + x@ 
ap - 

dr 


这 个 方程 组 首先 由 数学 家 优 雷 内 和 骞 雷 特 所 提出 ， 所 以 称 为 伏 
雷 内 一 蹇 尖 特 公式 ， 简 记 为 F-S 公 式 或 曲线 的 基本 公式 ， 
特别 是 当 工 为 平面 曲线 时 ，F-S 公 式 为 : 


f 一 
上 Wid (5. 8) 
Y= KT 


其 中 x, 表 示 相 对 划 率 ( 详 见 学 习 指 导 ) 。 
F-s 公式 的 基本 意义 ， 蚌 表示 相伴 三 楼 形 沿 着 曲线 做 微小 
运动 时 ， 它 相对 于 原 三 楼 形 的 转动 状态 .公式 中 系数 xk,，* 的 凡 
何 意义 下 下 节 中 给 以 说 明 ， 
E 例 1] 试 求 圆柱 螺 线 ”={fecos，2asing，86} 的 F- 3 从 
式 (其 中 40 ab 人 ， 
( 解 ) 为 计算 方便 ,首先 移 参 数 0 换 成 自然 参数 5, 由 23 例 
题 已 知 


《站 = lee 一 一 = s; 


了 
DTRTF sn ath Vat 
下 面 分 别 求 出 7, ¥Y， 和 并 确定 x，X。 


} 5.9) 


» 2 


TART TO 
(5. 10) 
FF_ 和 _ 经 1 一 | =- | 
证 1 二 和 1 = 天 二 os i pd 
(5. 11) 
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而 bl = 一， 所 以 


no) en .1 
| 
C5. 12) 
ul fps 
Ferx VET Vrh, Th Ta 
{5,13) 
od 5 : 了 | 
1 一 _ -~ 一 -一 日 
Bb = {os pp n= EE 0 】 (8, 14) 
比较 (5.11) 与 (5.12)， 得 
= -和 
本 
比较 (5.12) 和 (5.14)， 得 
_ 
“一 二 
江 ，- 
于 是 得 圆柱 螺 线 的 F-8$ 公 式 为 
CT 他 
和 = 
dy a ¢ 
dr A T+ ref 
| 
| .dB __ 
Wz FF 
而 且 .， 它 的 系数 < 与 x 者 是 常数 ， Br = — zs rr te 
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8$6 曲线 的 曲率 和 挠 率 


$6.1 曲率 


对 于 责 条 不 同 的 曲线 或 同一 条 曲线 上 两 个 不 同 点 ， 一 般 说 
来 ， 曲 线 的 弯曲 状态 不 一 定 是 一 样 的 ， 如 直线 没有 弯 昌 ， 半 径 
较 大 的 贸 弧 弯曲 程度 较 小 : 半径 较 小 的 图 纺 的 论 曲 程度 较 大 
等 ， 为 给 出 曲线 在 已 知 点 处 弯曲 程 度 的 数值 估计， 我 们 先 引入 
曲率 的 概念 ， 

[定义 】 候 设 P07) 为 简单 曲线 上 上 的 任 一 点 ，P' (s+ 35) 
是 曲 线 L 上 ?P(s) 的 一 个 邻近 点 。 用 278 表示 基线 在 点 P 《3) 和 点 
P,(s + As) 二 切线 间 的 夹 角 ， 而 1| 表示 从 P (CD 到 Pi (3 + 3) 


之 阅 的 弧 长 〈 如 图 1 一 9》， 当 PP 了 时 比值 | 入-， 的 极限 


值 ， 称 为 曲线 工 在 ?点 的 曲率 。 踢 
出 率 -lim | 


一  .- 
可 一 二 


3 


它 的 倒数 则 工 在 点 了 (7) 
的 曲率 半径 . 
【定理 1 ] 曲线 工 在 
点 P 的 曲率 等 于 FS 公式 
中 花 数 “人 在 该 点 的 值 . 图 1 一 9 
证 明 ) 由 FE-S 公 式 中 第 一 式 得 


dT | _ ,， 
| ly! = rl = 


将 图 1 一 9 中 的 二 单位 切身 是 (Dy)，T() +<T， 移 到 单 
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位 园 O (图 1 一 10) 上 ， 并 取 0A4A=T()， OB=t+ + -4T， 则 
ZAOB= HO, AB= .rr， 

由 于 已 后 的 变化 ， 了 要 疡 二 
点 间 的 弧 长 4 也 随 之 变化 。 
因此 ， 二 切线 的 垃 角 0 和 
切身 量 的 增 量 LT 也 随 之 变 
化 、 故 IT 是 LI8 的 画 数 ， 人 9 
又 是 :的 函数 ， 在 单位 贺 图 1 一 10 


+, AB = .70, 村 


i - 

im | 他 lim 分 |- 乞 
_1: 0 | 
-lim | 务 | in | 

而 lim | -lim, 5 =1 

6 -4B-0 | AB 

所 以 Jt 学 | 
lin | 

日 pr | 

| 全- jv = 


所 以 ‘= lim | 


地 1 


即 世 上 点 PC 的 曲率 ， 
下 面 ， 我 们 来 求 出 简单 曲线 弧 在 任意 点 的 曲率 计算 公式 ， 
[定理 3] 大 简 单 昌 线 弧 工 的 参数 为 自然 参数 s、 则 册 线 
Lr?=?() 在 P(t?) 点 的 曲 窗 计 算 公式 为 
4 


由 二 jr 
《证 明 》 从 F。 Te 


dr 2 


放 二 -于 = | 及 | = = (6. 1) 


[推论 1]】 车 简单 曲线 弛 工 , + = 7(f) 的 参数 为 一 般 参 
数 ， 则 在 了 点 的 曲率 计算 公式 为 
«x= ?xF| /| 
(证 明 ) 由 上 面 定 型 2 可知 x= |7 |， 当 取 1=1(W) 时， 
的 方程 变 为 ?=7((9))。 由 $4 例 1 的 计算 过 程 中 可 知 


br = xr = 0， 又 = 


_ 1. 
i 
所 以 


Ir < 


记 荆 ~ (C6. 2) 


从 上 述 定理 不 难得 到 ， 洪 曲线 工 的 表示 式 为 ? (3) = {x (7)， 
30， 或 了 (日 = 的 35 人 的》 时 ， 则 晶 率 的 计 
算 公 式 的 坐标 表示 式 分 别 为 

K= |r" =) Fy) 二 2 (6, 3) 
之 这 3 | 二 二 2 | 
1 


窑 
x= 他 X 刊 六 = Vy? | EE 
< 二 TE 
(86. 4) 
[和 例 1] 试 证 一 曲线 是 直线 的 充分 必要 条 件 是 《三 0。 
(证 阴 ) 必要 性 :如果 ?=r( 是 直线 ， 则 它 的 切 向 看 7 
必 为 定 和 癌 铭 量 ， 从 ?为 定向 向 量 的 条 忻 可 得 x7 三 0， 所 以 
x 三 人 从 = FX/ 三 9 可知 


下 | 


充分 性 :如果 x 三 0， 因 为 7 坟 0， 所 以 由 曲率 公式 可 知 ， 
户 x 关 二 0， 即 闻 xfFs0， 因 此 ，; 必 为 定 疝 向 量 ， 即 


-9 -= je (e 为 单位 党 各 量 ) 


积分 上 式 得 
r=ie+C (C 是 积分 常 问 量 ) 
上 式 是 直线 方程 ， 其 中 上 为 参数 ， 
[ 例 2 ] 求 则 线 ?=t{e， se'，w 了 3 从 在 任意 点 PCD 的 则 
率 。 
( 解 ) 已 知 曲 线 在 任意 点 的 曲率 公式 为 
x= Fx¥I /| 
国 为 了 := et， 一 ww 
= {0 6 0} 
所 以 FXF= -vv De vw Ze, 2} 


FX = v2 d= Te 
= TC +) 


?= Ce te S42 = (Cer te)? 
已 入 曲率 公式 ， 则 得 
n= T(t /te = /te )? 

在 许多 问题 的 讨论 中 ， 我 们 把 曲线 工 丰 所 考 上 钻 的 成 了 的 邻 
近 ， 用 这 样 的 一 个 加 来 代 禁 ;这 个 贺 与 曲线 虐 在 了 点 相 转 ， 江 
且 在 此 扣 与 工 有 相同 的 上 则 率 ， 其 圆心 在 主 法 线 正 身上， 半径 长 
等 于 该 吉 曲 率 的 个 数 ， 此 向 称 为 则 线 工 在 了 点 的 密切 园 。 又 名 
曲率 贺 ， 它 的 中 心 称 为 曲线 工 在 点 了 的 曲率 中 心 - 

由 于 钳 切 贺 与 曲线 上 在 了 成 粗 切 ， 凶 它们 有 相同 的 切 向 
量 ， 又 在 切 点 处 曲率 相 辣 ， 即 二 阶 导 向 量 也 相等 ， 所 以 密切 加 
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一 定 在 昌 线 切 点 处 的 密切 平面 上 ， 僻 时 我 们 又 可 以 从 切 触 醒 的 
观点 ， 给 出 密切 圆 的 性 质 ， 与 曲线 工 在 了 点 有 至 少 二 阶 切 触 的 
略为 密切 图 . 

一 般 地 ， 对 昌 线 工 上 的 非 逼 菌 氮 tx 隆 从 处， 密切 税 唯一 
地 存在 ， 对 于 曲线 上 上 的 一 个 扣留 点 (x = 交 ， 密 切 圆 不 存在 
此 刻 也 可 认为 曲率 中 心 在 无 穷 远 点 ， 曲 率 半径 等 于 光 穷 大 的 窗 
切 圆 ， 邯 为 直线 ， 

C 例 37 求 抛物 线 y= x 在 0，0) 点 的 密切 较 的 方 
程 ， 

( 解 ) 因为 抽 物 线 y= x? 在 (9"， 人 点 的 主 法 线 正 向 为 ? 轴 
正品 ， 斯 雇 密 切 图 的 中 心 瞧 标 为 LC， 人 总， 同时 它 的 半径 也 是 
zs。 由 此 ， 我 们 设 密 切 贺 方程 形 如 

w+ -b= 
并 且 设 抛物 线 为 L,， 密 切 圆 为 
上 L;， 则 

Li: ?= {1, fF} 


+ 


L,, r={t, div hey 
因为 上 ,与 二 在 @，) 点 有 二 
阶 切 触 ， 所 以 ， 
r= {1, 2i};.0 = {1,0} 
F ,= {0 2}r0 = {OO, 2} 


-1 
= {1 +i = {1,0} 


= 40， 土 (六 一 1 7 rt(b—F) = tu + 了 | 


由 为 =#， 得，4- 土豆 《4= 一 五 会 去 ) 
从 而 得 密切 加 方程 为 


0 


成 x + 一 y= 人 0 
36.2 挠 率 


对 于 一 般 的 空间 曲线 上 的 不 同 两 点 ， 不 仪 弯曲 程 度 不 同 ， 
而 且 曲 线 同 空间 所 曲 程 度 也 不 一 定 一 样 。 如 平面 曲线 不 癌 空 间 
所 曲 ， 在 它 上 面 的 每 一 点 处 的 副 法 线 向 量 总 是 平行 的 (她 图 
1 一 12) ， 当 上 则 线 离 开平 面 所 向 空间 时 (图 1 一 13) ， 工 上 不 
同 两 点 PG) 和 Pt ts) 外 的 二 副 法 线 向 量 构 成 一 个 角度 ， 
即 是 当 点 了 P(r) 按 荐 :增加 的 方向 移动 时 ， 对 应 的 线 昌 线 工 的 副 
法 线 向 量 旋 转 所 转 过 的 角度 。 我 们 利用 此 舶 对 弧 长 的 变化 率 来 
撕 述 空间 曲线 的 起 转 程 度 ， 


图 1 一 12 图 1 一 13 


为 讨论 问题 的 需要 ， 这 里 先 对 二 副 法 线 同 量 夹 骨 9 的 方 
向 窜 如 下 规定 ,车 在 LEPG) 点 的 相伴 三 楼 形 为 (了 (3); (2， 
VY 0)， Bt)， 在 P0+2 点 的 相伴 三 楼 形 为 {Pl Tv， 
fi ， 先 使 二 相伴 三 棱 形 的 顶点 了 Pt ，P,W+ Js) 重合 ， Ti 与 
1 重合 ， 然后 从 切 和 癌 量 fr 的 正 向 去 看 ， 如 果 由 到 6 的 旋转 方 加 
汶 首 时针 ( 显 时 针 ) 时 ， 则 二 Pp 为 正 《 负 ) ， 如 图 (1 一 14 (2)) 
Sp, (ld)) op<0， 


让 


图 1 一 14 
[定义 】 设 PG 为 曲线 工 上 任 一 点 ， 疡 (+L0D 为 工 工 
了 (人 点 的 驾 近 点 ，Ag 玫 示 Pt 点 副 法 线 向 量 和 与 Pi (s+ LT 
点 的 副 法 线 向 量 包 间 的 夹 角 ， |<7s| 表示 了 到 户 的 弧 长 ， 当 书 消 


着 申 线 趋 近 P 时 ， 比 值 - 吕 的 极限 值 称 为 曲线 在 PC;) 点 的 撞 


率 。 即 
撞 率 =lim -2 


Ed 


入 括 地 说 ， 拨 率 是 曲线 的 副 法 线 方向 对 弧 长 的 次 化 率 ， 

出 Lp 方向 的 规定 ， 可 知 挠 率 有 两 种 可 能 ， 即 大 于 零 或 小 
于 零 ， 特 殊 地 等 于 0 (平面 曲线 ) , 

下 面 ， 给 出 抠 率 与 Fy 公式 的 关系 ， 

【定理 3 】 简单 曲线 弧 工 ，Y=Y(D 在 点 pn 的 挠 率 的 
绝对 值 等 于 F-9 公 式 中 第 三 式 的 系数 % 在 该 点 的 绝对 值 ， 

《证 明 》 设 简单 曲线 弧 工 ，?=?(0) 在 点 Pts0) Pt TD 
的 单位 副 法 线 向 量 为 G0) 和 BCs0) + BB. 
我 们 把 它们 放 在 空间 前 某 一 单位 图 0 上， 如 图 1 一 15， 


一 一 人 
OA=806), 0B=B(r) TAB， 
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一 有 一 
AB= AB, -4B = yp, 因此 


lim | .2 
过世 只 
-lim | 281. 4¢| 
lim pr fr | 了 | 
-im | SP | Sy 
in | 秆 |im | 分 
而 lim | =lin 4 -1 
pp 一 让 | AB 
4 -18 ! 
% 1 一 
所 以 lim | 人 | -| 条 
但 是 lim | -| = 由 | 
jim | 
所 以 |- 让 = lim 1 S| = 乒 率 的 绝对 值 . 


【定理 4】 若 简单 晶 线 弧 二 :， = 7 的 参数 为 自然 参数 

73， 则 在 点 PC) 的 找 率 计算 公式 为 
X= rr rT 

(证明 ) 将 F-S 公 式 中 第 三 式 与 v 做 内 积 ， 得 和 vv= 一 各 
所 了 区 = 一 名 '¥Y， 由 此 式 看 出 ，x 秆 可 由 一 名"v 求 得 ， 为 此 须 
先 说 明 由 -ByY 求 得 的 YX 值 是 符合 挠 率 定义 的 ， 

因为 为 单位 向 基 吕 的 导向 量 ， 所 以 ， .= 0. 

设 和 BG) 和 B+ 1) 分 别 为 在 PO 和 已 G+4D 点 的 


副 法 线 丫 量 ， 它 们 的 交角 为 JAP， 这 时 
了 = lim B+ - 80s) 
| 


1+ 了 


调 由 图 1 一 15 和 挠 率 定义 ， 有 
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iy 


9 511 -一 
1 li BOG+rAD -PD mi 2 
1 = lim | A 
sil A <- 
=lim - — lim ,Zs) 
dm 一 
2 
而 
sin LO 
lim 一 = 
A | ol 
2 
、 ， < 
所 以。 的 | -Jia | 天 |- 和 | =- 和 6. 


叉 由 F 一 8S 公式 B= 一 xY， 得 X= -BYv， 所 以 了 与 " 共 线 ， 
而 了 LB， 故 外 总 在 v，B 决 定 的 法 平面 于 ， 且 PB' 与 v 的 夹 解 9 只 有 
两 种 可 能 8= 0” 或 8=180”， 所 以 

X= "~By= ~ |B: iy cosd= =- |B| cosd 

={- lB 当 6=0 (6.6) 
| 当 6=180° 
比较 人 .5) 和 (6.6) 式 ， 得 出 ， 由 -BY 所 雇 定 的 区 什 ， 正 
好 表示 则 线 的 副 法 线 方 向 对 弧 长 的 变化 率 ， 由 此 证 得 ， 这 两 个 
Xx 值 是 等 价 的 . 
最 后 ， 由 X= ~ v 导出 以 自然 参数 :为 参数 的 曲线 工 ， 
T=T(?) 在 生意 点 的 挠 率 计 算 公式 ， 
已 嫌 入 = 
T=T = 
Fk ti = RY + T+ 人 


所 以 和 TXTXRV=HETXW) 一 KB 


$9 


Cr rr 二 CCTV t+ rxB KT = KX 
由 此 得 
Ca ”'') 本 《7 ， Pr" ry) 
nr | 到 2 
[定理 51 车 划 线 工 ，r=7?() 的 参数 为 一 般 参 数 请 则 
它 在 基 一 点 P(DD 的 搁 率 为 
X= C7, FF, PY/ rx: 
证明) 设 =?CG)}， 则 


fF! 一 i! 


"= 7 + 
条 人 一 P+ SPEED + FE" 
所 以 人， YY ) 
= CX CE) CE + BF + Ft 
= (FFE CPE + BEF + Fy 
= (PX PY 
r= rx = 他 类 站 二 仁 7 
所 以 X= /YF 
[ 例 4 31 试 证 一 非 直线 的 空间 曲线 工 基 平面 曲线 的 充分 必 
要 条 件 是 Xx 三 0. 
(证 明 ) 必要 性 ， 如 果 工 是 平面 曲线 ， 则 工 的 切 问 量 必 平 
行 轿 定 平面 。 从 平行 固定 平面 的 向 量 苞 数 的 性 质 知 
(FF，， 节 ) 二 站 
又 因为 工 不 是 直线 ， 所 以 


xF| 0 
by (Cr, r, YF) 
所 以 省 = rx¥): 二 0 
即 x 三 站 


站 


充分 性 ， 已 知 工 不 是 直线 ， 因 此 他 x 允 去 0， 义 知 X 研 小 
从 挠 率 公 式 知 (,，¥，) 三 0 
所 以 > 必 为 平行 男 定 平面 的 向 量 函 数 ， 设 这 个 固定 平面 的 法 间 
量 为 关 时 ， 则 有 


拉 " 休 二 站 
鲁 AT - 

1 i = 
积分 上 式 ， 得 

R= 人 基 积 分 浇 数 ) 
即 nT-s= 人 0 


从 上 式 看 出 ， 划 线 工 的 向 径 *? 满足 平面 方程 ， 世 以 曲线 工 是 平 
面 曲线 ， 

从 曲率 和 找 率 的 计算 公式 ,容易 得 出 ， 者 两 条 曲线 7 (1， 
7:(D 在 公共 点 1=h 处 至 少 具 有 三 阶 切 触 ， 则 在 该 点 的 曲率 ， 
措 率 者 相等 ， 


$37 ”曲线 在 正常 点 邻 域 中 的 结构 
利用 F 一 S$ 公式 ， 我 们 讨论 曲线 在 正常 点 邻 域 中 的 形状 . 


【定理 1】 曲线 :7?=¥() 在 正常 点 PGW 的 相伴 三 楼 
形 中 的 展开 式 为 


sts Lt 
y= + B+ 7. 1) 


(证 明 ) 设 曲 线 工 上 在 正常 点 Pt 的 相伴 三 楼 形 为 直人 ti 


4I 


TH) Ft), Bin) }, P(t + fs) HPC) 的 邻近 点 ， 刷 
Pb, =r (+ 1s) -了 (%)。 把 问 
量 函 数 7(? 的 增 量 PP, 按 1; 的 
等 展 成 泰 劳 级 数 ， 得 

Ft es) TF) = Fs 


1 1 
+ 3! + PF" Ir 


es 《7. 2) 图 1 一 16 
叉 由 一 $ 公式 知 
r'=T, r= ky, Pr VY rT + rx 


将 它们 代入 (7 ,2) 式 ， 得 
1 1 
PP, = TA s+ FAV + Be VT rRXPI (AD 


十 ts 
={4s— EAD jr+ 
+ (BID + ER CAD Db 
+ (x+ 和 (7, 3 


因为 讨论 在 正常 点 PC 附近 的 其 线形 状 ， 所 以 可 以 取 了 为 计 
算 弧 长 的 初始 点 ， 即 = 0， 风 在 点 Pt0) 有 ?>t0 = 0。 再 令 
?=s， 这 时 9，3) 式 可 表示 为 


{3) = =- B+ 1 十 (这 ea 十 Be 十 )y 
+ (Bs + ")8 (7. 4) 


敬 芭 曲线 在 了 点 的 切线 、 主 法 线 、 副 法 线 做 为 直角 上 坐标 系 
的 Ky Ys z 轴 ， 则 
#2 


yt) = wt + yy + zB 
于 是 ， 得 曲线 的 展开 式 ; 


1 2 -3 
六 二 了 一 二 人 十 和 


_ 工 i 
了 = 可 5 十 B+ (7. 58) 


-一 1 于 
eri 十 早 旱 时 
高 Ks 


也 称 此 式 为 波 开 特 (Bouquet) 公式 ， 
假设 # 关 9，x 关 tf， 那么 ， 我 们 只 取 (7. 5) 式 中 第 一 项 页 ， 
就 可 得 Ps》 点 的 近似 曲 强 Li，?=7G) 的 展开 式 为 


， 了 
| pA A (7.6) 


它 号 原 曲线 在 (io 处 有 相同 的 曲率 和 找 率 ， 及 相同 的 相伴 
三 棱 形 ， 于 是 它们 在 了 PGW 点 处 的 密切 曾 ， 法 平面 及 从 切 商 都 
一 敏 ， 

【推论 1 ] 曲线 L，?=?(7) 在 正常 上 ?= nm 的 密切 平面 、 
从 切 商 、 法 平面 上 的 投影 电线 为 

(人 在 密切 平面 上 的 投影 


1 
J {抛物线 ) 
芯 二 用 
QD 在 从 切面 上 的 投影 : 


了 二 活 
| | 《立方 抛 物 线 ) 


“= NX 


£3 


Uii) 在 法 平面 上 的 投影 ， 
X= 二 他 
(证 明 ) 从 波 开 特 公式 仅 保留 第 一 项 ， 略 去 其 余 各 项 ， 则 
得 近似 公式 


( 举 立 方 抛物 线 》 


xX= 1 y= 玉 名 二 让 


全 工 在 密切 平面 上 的 投影 ， 有 x=0。 从 (7.6) 式 的 第 
一 式 解 出 ;=x 代入 第 二 式 ， 得 


下 P, 
y= A 
启 以 投影 方程 为 
= ee 
HH 
“= 人 0 图 1 一 17 


它 表 示 顶 点 为 Po ， 区 ?为 对 称 轴 ， 且 开口 加 ?2 的 正方 癌 的 扫 
物 线 (图 1 一 17) ， 
(i) 工 在 从 切面 上 的 投影 ， 有 y= 0。 将 x*=: 代入 公式 
《7.6) 的 第 三 式 ， 得 
“= EHXx 
所 以 工 在 了 ts,) 的 从 切面 上 的 投影 为 
二 人 


饼 二 Eryx 


它 囊 示 以 P00 为 拐点 的 立方 抛物 线 。 当 X 污 0 是 实 线 ，x 达 0 时 
是 虚线 所 天 示 的 曲线 (图 1 一 18) 


和 


(ii 工 在 法 平面 上 
的 投影 ， 有 x= 0。 将 (7.6) 
让 的 第 二 式 解 出 7 代入 第 
二 式 ， 则 得 


所 以 在 法 平面 上 的 投 是 


曲 强 为 
X = 站 


“ 图 1 一 18 


它 表 示 以 了 PC》 为 尖 点 的 六 立方 批 物 线 {图 1 一 1 和 ) ， 
【定理 2】 曲线 工 在 下 请 点 


Pn) 的 邻 域 中 的 结构 为 ; f 
(0 L 上 的 点 都 在 Pt) 点 的 
从 切面 的 同 侧 ， 
(jy LL 四 向 点 了 Cs) 的 主 法 线 。 » 
自 量 v 和 前 正方 似 ， 


(i 如果 找 率 Xx 六 0 (xX 之 人 0， 
划 随 ;的 增加 ， 有 曲线 上 点 以 右 { 左 ) 
螺旋 方式 从 第 六 二 ) 卦 限 通过 密 疝 1 一 19 
切面 上 点 Ptiw) 到 第 一 (五) 卦 限 ， 

fiv) 曲率 r 急 大 ， 则 曲线 离开 点 PGD 的 从 切 平 面 的 速度 
愈 抉 ， 搁 率 x 僵 大 ， 则 曲线 离开 密切 平 闻 的 速度 愈 快 . 

(证明) (iy 则 线 L 在 点 P Cs 的 密切 平面 上 的 投影 方程 为 


[2= er 
L :-。 
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TT TP 


它 是 以 Po 为 顶点 ， 以 v 为 对 称 输 且 开口 向 v 前 正方 向 的 独 物 
线 ， 所 以 ， 它 总 在 密切 平 谭 上 以 T 为 界 的 v 的 正方 向 一 铺 “〈 图 
1 一 20) 。 因此， 可 以 断定 曲线 L 不 穿 过 从 切 平面 ， 即 在 以 从 
切面 为 界 的 v 正 指向 一 售 
的 半空 间 中 ， 所 以 L 上 点 B 
都 在 过 P(m 点 的 从 切面 

(ii) 因为 密切 西 上 的 AL 
抛物 线 是 中 向 v 的 正方 向 
的 ， 所 以 也 是 四 向 v 的 正 


方向 ， 图 1 一 20 
G10 内 于 曲线 在 从 切面 上 的 投影 是 
多 二 EX 
站 二 和 


所 以 它 是 以 PC 为 拐点 ， 以 TB 为 坐标 向 量 的 立方 抛 蚁 线 ， 

男方 面 ， 闪 以 曲线 L 上 点 BO 的 T，Vv 8 为 基本 向 量 
组 的 化 祭 系 ， 设 它 的 坐标 为 (x*，y， 闻 ， 加 曲线 L 上 点 的 坐标 
可 通过 公式 (7 .6) 给 出 ， 

(a) 当 %>0 时 ， 车 x 值 从 x<0 变 到 x 之 0 时 ， 则 曲线 L 上 
点 的 坐标 从 {x 过 0, y 放 人 % 之 从 经 点 Pt) (x=0，y=0 
z= 人 0) 变 到 (x 记 0,， >0。，% 户 四， 即 随 ; 的 增加 ，L 上 点 从 第 
六 糙 限 经 点 -PC 护 石 折 旋 方式 进入 第 一 填 限 (图 1 一 21) 。 

tb) 当 x< 介 时 ， 藻 x 值 从 x 二 0 变 到 x 二 0 时 ， 则 曲线 直上 
点 的 学 标 应 (x 过 如 9> 了 ，% 交 办 变 到 (xz>>0， 7 >0 xc0)， 
芭 L 从 第 二 卦 限 按 左 螺 诈 方 式 过 Pt 点 进入 第 五 卦 限 {图 1 一 
22) ， 


个 


(iv) 从 投影 上 出 线 


图 1 一 21 图 1 一 22 


可 以 看 出 ， 曲 率 # 的 值 息 大 风 对 于 同一 的 x = :的 值 ，% 的 值 也 您 
大 ， 郧 投影 曲线 离开 切 向 量 ? 的 速度 也 僵 快 ， 因此 栗色 断 征 ， 
随 曲率 * 值 依 大 ， 则 曲线 弧 离 开 从 切面 的 速度 也 登 快 ， 

又 从 投影 曲线 


荐 举 立 方 抛 物 线 ，。 当 对 了 于 同一 的 7 值 |x| 分 大 ， 则 x 值 也 修之 
增 大 ， 妈 投影 嵌 线 离开 的 束 广 也 您 快 ， 因 此 ， 可 以 断定 随 搁 
率 值 愈 大 ， 则 此 线 弧 工 离开 密切 面 速 度 也 食 快 . 

从 上 面 的 一 些 缚 论 可 以 看 到 ， 此 钱 弧 L 在 正 带 点 了 的 邻 域 
结构 ， 相 当 于 曙 旋 线 ， 只 是 当 X>0 时 是 右 螺 旋 钱 ，X<<0 时 
是 左 螺 旋 线 ， 
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$8 曲线 的 基本 定理 


从 上 节 讨 论 可 知 ， 由 方程 "=Y(n 给 定 的 曲线 LL， 在 正 
常 点 邻 域 的 形状 可 通过 它 的 曲率 x (3) 和 挠 率 x(3) 两 个 不 变 
量 明 确 地 找 述 出 来 ， 巾 此， 使 我 们 自然 地 考 起 到 它 的 相反 悄 
形 : 如 果 给 定 xt;)、x ts) 是 连续 可 微 函 数 ， 十 否 能 由 它们 确 
定 一 条 空间 曲线 ， 且 使 其 曲率 和 挠 率 刚好 是 已 给 的 两 个 函数 ? 
本 节 我 们 就 来 回答 这 一 问题 。 

【定理 11 给 出 任意 两 个 在 闭 区 间 4 所 x 所 2 上 的 连续 可 
投 函 数 x=# 9) 沁 0，X= xX)， 则 除 空间 的 位 置 差别 外 ， 趴 一 
地 存在 一 条 空间 曲线 ， 以 :为 弛 长 以 w=xrts) 为 曲率 ， 以 
X=%(3) 为 挤 率 。 

证明) 先 和 证 明 存 在 性 : 

假设 以 强 长 ! 鸭 参数，x = #06) >>0 为 曲率 ，X = xt) 为 挠 
率 ，#tD 和 Xt) 是 ?的 可 徽 函 数 ， 则 由 F 一 S$ 公式 ， 它 的 单 
位 切 向 量 T(3)， 单 位 主 法 线 疝 量 v (3) 和 单位 副 法 线 向 量 和 《3) 
应 当 狂 足下 列 常 微分 方程 组 ， 


Tr -xT+ wbB (8.1) 
| 


因而 ， 为 寻求 以 (:) 为 曲率 ， %(9) 为 挠 率 的 曲线 问题 ， 妇 
结 为 求 这 个 方程 组 的 解 r，v，B， 然 后 通过 对 T= -4 的 一 次 


此 


积分 ， 就 可 得 所 求 曲 线 . 

对 于 常 微分 方程 组 (8.1) ， 当 ;= 时 ， 它 的 初始 条 件 
为 : 

THY = To VE = Pen) = 8, (8. 2) 
并 且 是 单位 的、 正 交 的 右 旋 向 量 组 ， 从 常 微 分 方程 组 的 解 的 在 
在 定理 可 知 ， 方 程 组 (8.1) 存在 唯一 一 组 解 

T=T(), y= V0), B=Be) (8. 3) 

且 当 := 时， 它们 的 值 满足 初始 条 件 (8,2) ,现在 

Qi) 上 先 证 明 T，v， 是 正 交 右 旋 的 回 量 组 ， 设 ， 


T*= yxXB, v*=BxT, Br=Txv (8. 4) 
对 (8,4) 求 导 ， 由 于 8,3) 是 8.1) 的 解 ， 所 以 
Tt*'=y xBrtvxhB= -ATXB=ABXT= ry* 
y*!= BixT+thRXT = 一 YYVXT+AEXY 
= RYXPBE XTX Y= — rT*+ xB* (8, 5) 


有 -TIXW+TXW= YTXR= — xBxT= — Xxu* 
又 当 := 5 时 ， 
开间 (二 Yr) KB = Vv xh 
yer) = BO TOO) = T= Vo 
B* C5) = TCD XV = Tx = BP, (8. 6) 
所 以 T+，yw，B* 也 是 (8.1) 的 解 。 而且 满足 初始 条 件 (8.2). 
根据 常 微 分 方程 组 解 的 唯一 性 和 连续 性 可 徊 
T=T, v=y, Br=b {8.7) 
将 (8,7) 要 入 (8. 和 ， 得 - 
T= VxB, v=BxTt, B=Ttxv 
上 式 表 明 t+，Y,B 满 足 正 交 右 旋 关系 式 ， 所 以 它 荐 正 交 右 旋 回 
量 组 。 
(这 求 出 以 解 T，v, 多 为 相伴 三 楼 形 和 的 曲线 ， 并 证 明 它 
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的 参数 为 自然 参数 9， 并且 以 “9 和 2 分 别 为 该 出 线 的 由 
率 和 挠 率 。 
从 人 ,1 的 解 中 第 一 式 得 


dr 


TT 二 
二 


将 上 式 积 分 ， 得 


人 = 了 + | Tas (9, 8) 


此 式 确定 空间 曲线， 
下 为 了 =T， 而 名 = (T)'=14， 所 以 此 曲线 的 参数 为 自然 
参数 ， 
为 了 证 明 (8.8) 式 所 确定 孙 线 的 井 率 和 搅 率 为 《2 和 和 
X (7 。 我 们 设 它 的 基本 向 景 为 T*， v*，B*。 它 的 贞 率 和 挠 率 
各 为 tf{ 4 人， 出 出 人 ,8) 式 得 
T 中 一 入 = T (8. 9) 
再 由 (3.1) 的 第 一 式 得 
KU T*' 一 站 一 并 全 


出 于 习 人 >0 0 县 vw ，Y 都 是 单位 向 量 ， 


所 以 这 =i Y= (8.10 
由 8,9) 式 和 (8.10) 式 得 
B*=Tt*xyv*=Txv=PB 《8. 11) 


叉 由 (8.1) 式 的 第 三 式 得 
-Xv*=B*=P = 一 MY 
从 而 可 知 
X= 
即 由 (8.8) 式 所 确定 的 曲线 弧 是 以 自然 参数 为 参数 以 (8,1) 
的 解 为 相伴 三 楼 形 且 以 《GD ，X4D 为 曲率 和 找 率 的 曲线 强 ， 
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现在 再 证 明 空 闻 沿 级 的 唯一 性 ， 

由 于 (8.8) 式 有 一 个 积分 常 问 量 +,， 因 此 ， (8.8) 式 在 
空间 可 以 确定 若干 条 曲线 。 我 们 现在 证 明 它 们 只 有 在 空间 中 的 
位 置 差别 ， 如 果 经 过 适当 的 运动 完全 可 以 造 合 ， 

假定 (8.8) 确定 两 条 曲线 C，C: 且 对 应 点 的 曲率 和 挠 
率 相 等 、 现 在 把 CC 经 过 运 Ci 
动 ， 合 总 , 重合 于 间 , 且 使 
对 应 的 相伴 三 梭 形 

(Mi T*, vy*, P+) 与 t 

(CM, Tv 人 ) 重合 ， vy 
BB TInp)y = T* (Cs), a M1 
VR) = v5) B50) = B* 0), A 
则 在 前 , (5) 点 ， 有 图 1 一 23 

OF) = TO TPE EE VO YE) + Beir) Br*is)=3 

《8. 12) 


Cs 


所 以 or Cn) =0 
胃 作 
OC = TO TC) FV Ys) + BOOR*OY 《9137 
对 《8.13) 式微 分 ， 列 得 
OS) = TT TY 二 全 + 十 请 
= RTT* HMATT* + CRT BI VT 
— XvB*- xBT*=0 


内 几 YI) = 站 
即 gf = 常数 但 是 ct = 3， 所 以 
Tt 一 3 


好 对 任意 的 * 有 
Ti = TO VO) = vs), BE) =Bet C8.14) 
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成 立 。 从 (8.14) 式 的 第 一 式 可 得 


dr Lar 
ds ds 
科学 上 式 得 


r=7?*() -CC {CC 为 积分 常 向 量 ) 
但 是 在 *=m 时 ，r(80) = ?C0)， 从 而 ，C=0， 所 以 对 任意 的 
了 炉 有 
PE) = ter) 
即 二 晶 线 C， 与 C0, 重合 ， 
从 上 述 定 理 看 出 ， 给 定 反 间 <r<2 上 的 两 个 连续 可 微 消 
数 ( 六 人 0 YX， 则 这 组 函数 能 确定 空间 曲线 。 
又 因为 ，” 心 %Y 都 是 与 坐标 系 选 择 无 关 的 微分 不 变量 ， 
所 以 把 这 组 冰 数 
kt >0 X=Xt) 
是 自 然 方 程 


$3” 定 倾 曲线 与 贝 特 角 (Bertrand) 曲线 


由 曲线 的 基本 定理 可 知 ， 曲 线 的 曲率 、 挠 率 与 弧 长 之 间 的 
两 个 方程 x*=x()， X=X(?) 完全 决定 了 曲线 ， 当 上 则 率 和 搁 
率 之 间 满 足 各 种 不 同 的 关系 ， 显 然 就 会 得 到 不 同类 型 的 曲线 ， 
例如 < = 0 决定 直线 ，% = 0 决定 平面 曲线 ， 

下 面 我 们 讨论 两 种 特殊 类 型 的 曲线 ， 


$9.1 定 倾 曲线 (一 般 螺 旋 线 ) 


【定义 了 一 曲线 了 上 各 点 的 切线 与 固定 方 摧 成 定 角 的 妥 线 
叫 定 倾 曲 钱 。 


[定理 1】 一 则 线 工 是 定 倾 临 线 的 充分 必要 条 件 是 曲 雍 “ 
与 挠 率 XY 的 比 为 常数 ， 
‘证 期 ) 必要 性 : 设 定 倾 临 线 工 的 方程 放 了 =YGD， 它 的 
切 向 量 为 T(D9 ， 基 固定 方向 为 @ 《2=1) 则 
了 :人 = Cos (常数 ) 
对 上 式 求 导 得 vE= 0， 即 主 法 线 与 G 算 赴 ， 所 以 
Ba= cos(90° + = +sing 
微分 ”va=0 得 


Va= (~ KT +xB):G=0 


”所 以 
ER Ba 十 sinf 
69 (常数) 
充分 性 ， 已 知 
~ +teg { ) 
g9 (常数 
因为 
TYI=kv= + XtgOv = +itg' = Tgp 
即 .cosgT' 土 siab!= 0 
积分 上 和 式 有 
cosbT + sindB = a 
因为 lol =1 
所 以 T:0 = Cosp 


表明 曲线 切 疝 意 与 定 方 赔 束 定 角 ， 即 曲线 工 为 定 层 出线. 
从 上 上 面 定理 ， 我 们 不 难得 笃定 倾 曲 线 具 有 十 殉 特 征 ， 
(曲率 与 挠 率 之 比 为 一 常数 ， 
(3) . 它 的 主 法 线 方 同 与 固定 方 辐 息 直 ， 
| $4 


Gii) 它 的 融 法 线 与 固定 方向 成 定 角 ， 


$9.2 贝 特 朗 其 线 

[定义 】 若 曲线 CL 和 GC 的 点 之 间 可 以 建立 这 样 的 一 种 对 应 
关系 ， 使 得 在 对 应 虚 的 主 法 线 重 合 ， 则 C1 和 Cs, 都 称 为 贝 特 朗 臣 
线 ， 每 一 条 称 为 另 ~ 一 条 的 共 力 曲线 ， 


车 忆 的 方程 为 : ?= 7.(9)， 则 CC; 的 方程 为 


| 


,= + A V0) 
‘如 图 1 一 24) 上 中 (3) 
为 纯 量 函数 ， 其 绝对 值 表 
示 一 对 对 应 点 间 的 距离 ， 
Vi (5 为 公共 主 法 线 上 的 
单位 问 量 ， 图 1 一 24 

[定理 2】 一 此 线 弧 为 贝 特 朗 曲线 的 充分 必 村 条 性 是 

hr+pY=l (其 中 Hp 汶 销 数 ， 且 X= 人 

{证 明 〉 必要 性， 设 C 为 一 条 共 特 并 曲线 ， 其 方程 为 了 = 
Y (5 (其 中 :为 的 骤 长 ) 。 若 Cs 为 C 的 共 扼 曲线， 其 方程 可 
写作 


天 三 第 ff + A YO C9,1» 
将 上 式 对 于 微分， 再 利用 F-8s 公 陈 ， 设 CC: 的 台 长 为 5 有 


去 -45 - T+AYVOY +ACGY YY Cr 
好 7 


= 站 二 VC 十 AD 一 NE 十 区) 
= (ACAT+HA CY VO + ACs) XB 
有 
ly di 


t= CAC T+ A CY + Ats) XR -7 


(9, 2) 
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因 汶 C1，C， 有 共同 的 主 法 线 ， 所 以 z'¥=0， 即 
CO AOOTHAO VG +AG XI v=0 


整理 得 4 ，- 人 -= 0， 但 是 显然 -9 于 天 0， 所 以 


外 = 0， 轩 1= 常数 
于 是 {9.2) 变 为 
_ _ ds 
t= Ctl — Ar)T + AxBY 和 (9. 3) 


又 设 在 对 应 点 两 切线 间 夹 和 角 为 6 (如 图 1 一 25) ， 则 有 
T = CoO0, B'i=sint 
于 是 有 = Tcost + Bsing (9,4) 
比较 (9.3) 与 (9,4) 得 


_ dF 
1-Ar= -Cost - 
dF ,， 
Ax=— sing (9.65) 
df 图 1 25 
dt di dF Od dr 
dr dd WV .0) 
将 (9.4) 关于 ， 求 导 ， 又 得 
dF | i dd ，_ 。 , dg 
7 cosg Tsinf— + B'sing ~ Peost—— 
= re dd 、 de 
= HYCOSO — TS1n¢ + Xv)sing + peostd -7 
: ， dB 
= 《Cos — xsind y+ (— Tsing + Becosw) - 
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所 以 
pp 
Ads 


“KY = {KCOsO — xsin) VY + (~ Tsing + Reos0) -人 


(9,7) 
但 由 已 知 vl Y, 而 (9.7》 式 右边 第 二 部 分 - rsing + gcosg 与 
Vv 重 站 ， 表 这 部 分 为 G6 ， 允 因为 -Tsing+Bcoit 是 单位 向 量 ， 
所 以 不 为 86， 因而 只 有 


-9 =0， 即 9- 常数 (9 .8) 
了 
从 而 让 方程 (9.5) 消去 -9 ， 即 得 
ldx_ XA 
cosg sing 
弛 是 
ASTDE+ wcost 一 Sin 
出 就 得 到 
ie tux=1 QF0, 4H= Actpd) 《9. 9) 


苑 分 性 : 若 二 曲线 CC Cs 的 曲率 * 和 挠 这 7 满足 AN TT MY = 
i1。 其 中 i 关 0。 以 v 桩 +J 除 (9.9) 式 两 边 ， 叶 得 


ws1n0 + cosg- _sine sing-- 4 0 
~ | ( 7 ) 


我 们 要 证 明 ， 从 此 线 C 及 常数 1 代 方 程 (39.1) 所 得 到 的 册 
线 C, 是 C, 的 这 条 了 凡 特 表 曲 线 的 共 罗 曲 线 ， 因 为 * 银 数 ， 由 (1) 
可 直接 得 (9.2) ，; 利用 +&x=14， 公 式 (9,2) 了 可 写成 
ds 


4 《TcCOs + Bsind) J 


二 一 和 人 一 
sing 
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人 rr- 


由 于 Tcosg+ Bsing 是 一 单位 向 量 ， 所 以 
去 -= 土 《TCOS + Bsing) 


由 此 得 


kK: 二 


2s 
dF 


di 
d 
此 式 表 圳 pv， 击 于 CC 的 点 在 怠 的 主 法 线 上 ， 因 而 已，C: 的 主 
法 线 重 合 ， 所 以 是 贝 特 斋 曲 线 。 
由 上 上 面 定理 证 明 过 程 中 ， 不 难得 到 贝 特 亢 曲线 还 有 如 下 性 
质 ， 
(0 曲线，C; 在 对 应 点 之 间 的 距离 是 常数 ， 
(11) 其 绪 CG， CC: 在 对 应 点 的 切线 交 成 定 骨 ， 


= +(xcosd ~ ysind} :YY 


ml 


可 是 


1， 已 项 x= 0cost，y= 0sint， #3=f 了 f(t， 若 它 是 平面 曲线 时 ， 试 瑚 
定 1( 份 ， 并 指出 它 是 什么 曲 族 ， 
2。 证 明 曲 线 x= Gereogf， y=0e'sinf，5= ae'， 与 帷 面 %:+Y:= 2 
的 母线 相交 成 定 角 。 
3， 试 证 在 一 般 柱 面 上 ， 与 柱 面 母线 交 成 定 角 几 的 曲 钱 方 程 为 
w= y=8(t), = 0t80 J 有人 十 旦 《有 af 
4。 试 判别 下 烈 曲 线 在 任意 点 邻 域 上 是 否 为 简单 曲线 弛 ， 
《1)》 wtf}y=1+t, ytD et- Bt 2 = 80, 
(2) wiht) =eosst, ytt) =aint, (0) = cos2t, OCt< 2m, 
CB) fixity to ~ Ag x = 


3 =5。 


《4) | 22 十 23= 有 


5， 求 曲线 =tcoat， 4 = gsiat 5= tt 从 = 和 9 到 = 的 中 长 。 
世子 


s+ 二 此 


6， 求 双 抽 巢 旋 失主- ech 丰 ?= ashf， z= ef 从 f=0 到 i =# 之 间 的 
天长 ， 
7, 求 于 锋线 了 = 他 ch,0) 从 = 0 到 ! = 的 弧 长 。 


8， 求 虫 物 线 
?= {ocosp, qln [sec 十 tg Qsinwp) 日 Ot 


0 < < 从 9 =0 起 计算 弧 长 ， 并 证 
明 ， 在 它 的 每 一 条 切线 上 ， 从 切 点 到 匀 
轴 一 段 长 总 等 于 45 ( 同 数 是 切 绩 和 x* 轴 


所 作 的 角 ) ， 
9, 求 曲线 w=2a(sin™ 上 十 


ft li), y=2aF:, gs=Aadt, MH ££=t, 可 师 8 
到 =f 的 张 区 ， 

10。 试 求 款 面 4 + :+ 如 = 4 与 柱 面 x +y* =b? 了 之 0) 的 变 线 
的 新 长 ，(0 半 0,， 6 守 们 。 . 

1 阁下 线 由 方程 Tx, YY, 3 = 0 EX, Ys 5) =0 给 出 ， 试 求 这 个 
有 曲 如 的 强 长 ， 

12。 求 曲线 xy =34y，24z=a? 在 平面 ?= 了 与 平面 y= 94 之 间 
的 骤 长， 

13， 求 剖 旋 线 *= 32c0st y=30sinf，35= dof 从 它 与 xX》 而 的 严 成 
到 人 尾 登 上 型 (及 的 狐 长 ，(6 实 0， 

14， 求 直线 了 = ef-sin 站 ， Y=0tl— cos), z= 4acos 吉 在 它 与 史 
平面 二 充 点 之 闻 的 一 个 衣 长 。 

15。 求 双 曲 蝎 旋 线 区 = Ceht y=0shf，#=af 的 自然 参数 尖 示 式 ， 

10， 求 曲线 7 = {1ereesf tsint er 的 月 然 参数 表示 式 。 

17， 求 山 线 y=e -+1 y=ex 在 点 z= 二 ?3 椒 的 切 般 阶 . 

18、 求 曲线 了 =1fcosf， -taint，0t} 与 平面 -号 +Ss0 在 = 0 处 


的 切 触 阶 。 
19， 求 下 烈 晶 线 的 基本 向 量 组 ， 
C1) x 7 = S07y, 2x7 = 人 0, 
C2 r= cosif, y=sinit, 2= econ2t, 
(C3) z= tsint,， y= feost，2= te' 在 原点 。 
20。 求 下 列 昨 于 在 给 定点 的 煞 线 六 法 平面 方 知 。 
(1) 7={fcost sinft 入 在 点 (1，9，0， 
《号 ) 了 二 feicost ereint et} 在 = 处 ， 
【37 =3208 92 = 地 3 在 点 Potxos ye 20)。 
0 0 1)， 
21。 求 下 列 向 线 在 给 定点 的 付 法 线 ， 主 法 线 及 密切 面 ， 从 切面 方 
程 。 
(C1) r={cosd, sin 8} 在 点 (1,0,0)。 
(2) 7={108, bi， cy 在 原点 ， 
C3) 7=16 ee ww 2 在 上 0 处 ， 
22。 求 曲线 w=0cost， y= asinf 3= 寻 的 密切 面 方程 以 划 它 与 o2 轴 
的 次 点 ， 
23。 求 曲线 w=acost+Dbsint, y=0sinf+bcost, 25=csin2f 在 


:= 本 处 的 密切 平面 ， 
24， 在 曲线 =cosacosh y= cormsinf， 3= faina 的 付 法 线 的 正 向 
取 单 位 长 ， 求 其 端点 组 成 的 新 则 弘 的 密切 平面 ， 
25。 证 朋 ， 阳 线 z=f( 办 ，y =8(bj3=e | 豆 时 的 切线 与 oz 
轴 成 定 币 。 
26，。 证 明 ， 曲 线 x=35 ?= 3 上 3= 2 的 声 线 与 直线 ?=2-#=0 
成 定 角 。 
27。 证 明 ， 螺 旋 线 了 ={4cos8，asip8，b8} 满 是 ， 
(上 上》 切线 与 畏 变 成 定 角 ， 
(2 )》 和 付 法 线 与 轴 欧 成 定 衣 。 
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(3) 主 法 线 与 灿 垂 直 狂 区。 

28、 还 明 ， 过 原点 平行 于 圆柱 曾 线 的 付 法 线 7 = {acosh， asinf, 0 引 
的 从 法 钱 的 直线 轨迹 是 以 面 0 tx? + y= 3。 

29。 证 明 ， 蒜 面 昌 线 前 法 平面 ， 通 常 过 球 心 . 

30。 设 曲线 YC3) 过 平面 z 上 一 点 PGY， 在 曲线 上 PPG) 的 邻近 所 
Qs+ ds) 癌 平面 r 所 引 垂 线 长 为 &。 若 以 由 为 一 阶 无 穷 小 ， 面 4 是 洗 的 三 
防 无 穷 小 时 ， 试 证 这 时 平面 了 是 该 其 线 的 署 切面 。 

31。 车 一 罕 面 通过 曲 强 上 一 点 P 及 PP 的 邻近 两 点 和、 环 ， 当 sR 沿 曲 
线 趋向 于 点 P 时 ， 这 个 平面 的 极限 位 置 就 是 曲线 在 P 点 的 密切 平 而 . 

32。 著 二 Pt Ye) 都 平行 于 六 看) 面 rt (#0) 与 
Fi) 不 平行 ， 则 曲线 在 已 点 的 密切 平面 平行 于 7 (各 7 和 7 "(56)， 

33。 用 F 一 S 公 式 ， 说 明 r!:，v', B 都 垂直 于 yxH， 且 把 4% Xv 写成 
rr、 月 的 钱 性 组 合 。 

34， 设 曲名 r= 了 (3)。 证 其 ， 

(C1) rx= -TB, 
Ca) {7 
35。 设 站 = 05+by+ cP, 证明; 
ot = 0 bs Dati=D +Ri— Xe C= 0 + 

$6。 证 明 ， 与 已 知 曲 弘 狐 了 =7G) 在 Pts1) 具有 二 济 切 甬 的 平面 
是 密切 平面 。 

37。 利 用 F 一 5 公式 证 明 : 


C1) (1， i!, T=.’ (和 =), 


;fr a /Ek 
(C2) CP,P, Br) =x (人 


38。 求 下 列 且 级 的 曲率 ， 
<1) 六 = {acost, Qsint，cf}。 《Ga，C 的 大 于 0) 


C2) F={(t— sint), 1- eost), 上 
I) r={acht, ashi, Hi} (W020 


ft 


《去 ) 了 = aint teost， gd 在 车 点 。 


《5) FT={conf, sinff, cos2f} 在 E= 二 处 


全 》} [2 = daty 
| 
39， 斌 证 而 素 


2 FCF) ~ Ce)? 
《3 


2x5 = 7 


bE, 


49。 捧 状 | posts y= Jc eostah, o= igtas, 当 曲 
率 为 常 骸 时 ， 试 确 宝 f(#)， 

41。 曲 线 3#= 加 9= sinf = 区 的 主 法 级 与 和 平面 平行 时 ， 试 
确定 甫 数 Pp (0)， 

42. 证 果 ， 潮 曲线 的 所 有 切线 经 过 一 个 定点 ， 出 曲 各 是 直线 

43。 证 明 ， 认 曲线 C 上 每 一 点 的 奶 线 与 曲线 有 三 阶 切 触 ， 则 熙 线 是 
直线 ， 

44。 求 38 题 中 各 有 般 线 的 挠 率 。 

45、， 斌 这: 


有 


二 一 一 一 -一 一 一 一 一 -一 一 -一 一 
FAP ~ (Cr? 


486。 证 即 下 列 师 线 的 二 = w， 
《ty 全 3382 2=24, 
(C2) T=20tsin ltt bt}, y= a, 2 = at 
(C3) w=atF— 1), y= Ms, 2= (9+ £1), 
47。 试 证 曲线 3 = wap， y=9f1+ 3t2)，#=w et 的 措 素 


名 
站 三 一 ys 
3 


48。 证明 曲线 7 了 = {chf，23b#。e'} 是 尝 面 曲线 ， 
49， 洛 一 条 空间 曲 喜 揭 切 硬 都 利 某 一 学 面 平行 ， 由 这 条 曲线 是 平面 
册 线 ， | ” 
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50， 潜 曲线 的 所 有 密切 面 都 经 过 一 个 定点 ， 则 阳线 为 平面 曲线 。 

51。 涛 黄 线 的 所 有 密切 平面 都 与 曲线 有 三 阶 蕊 般 ， 则 曲线 为 平面 灌 
线 ， 

52。 车 曲线 了 =Yfe3y 有 同室 的 ， 不 等 于 零 的 找 率 x*， 而 nv， 上 户 王 轿 
线 的 主 装 线 和 付 法 线 疝 量 ， 证 明 ， 曲线 ?= 下- + | ps 有 网 定 的 上 
率 丰 = |x| ， 并 求 7 的 找 罕 3 

53， 若 在 曲线 圭一 点 的 切线 和 付 法 线 对 一 定 方向 的 交角 各 为 #8 和光， 
证 圳 ， 
sin0 dd _ i 


airp x 
8d。 已 知 膨 线 了; 7=Yy3) 在 点 PP 分 域 的 近 忆 上 曲 比 
/二 = 验证 ， 曲 强 开 与 7 在 点 卫 ， 有 相同 的 曲率 和 找 率 . 


85。 引 空 秘 临 线 在 态 关 的 切线 ， pe 全 同 卫 的 切线 弗 
竹 线 ， 设 垂 线 长 为 5， 试 求 当 人 >P 时 -2 的 极限 值 ， 并 试 明 这 个 极限 什 


是 曲线 在 点 也 的 曲率 ， 
56。 求 下 列 曲 厂 的 自然 方程 ， 
(C1) 站 = Taeost again DHE, 
(2) 了 二 Techt ashét, at}, 
(3) x=00 -sing), y= a1 cosd). , 


《和 》 y= 3(e “+e 下 


57。 证明: zz=4 = 28Int 2=t 是 双 曲 曲 旋 线 ， 
68。 证 明 下 烈 曲 线 为 定 慑 昌 线 ， 
1) 7={0chft, eshf oaf}, 


2) x esina as, y= jeoratt)ds, 8 一 已 


$2 


59。 撑 上 明 ， 曲 线 ?=Yft3s) 为 定 储 曲线 的 充 杰 条 件 治 (7 
r= 0, 
580。 若 Ci 站 =Y(5) 汶 定 人 髓 曲线 ，r,5 为 C 的 切 向 量 和 主 法 向 屋 , 尺 为 


C 的 曲率 半径 ， 证 明 ， 67= Rr vas 也 是 害 癸 曲线 。 ， 
61。 已 给 曲线 ,y= y(f)》 的 付 法 向 量 为 B= {sins coab, 


1}, 求 它 的 单位 切 向 量 和 单位 主 法 绩 向 量 , 并 证 明 这 个 册 线 是 定 哲 曲线 ， 
62。 设 在 两 条 曲线 C, 上 的 点 之 间 建 立 了 一 一 对 应 关系 ， 使 它们 在 对 
应 点 的 切线 平行 证明， 它们 对 庶 点 的 主 活 钱 及 付 法 钱 分 别 平 行 ， 且 曙 
率 和 挠 率 成 比例 ， 因 此 若 C 是 定额 曲线 ， 则 上 出 是 定 情 此 线 ， 
63。 证 明 ， 图 柱 蜡 线 是 定 俩 曲线 双 是 贝 特 朗 出 线 ， 
54。 证 明 ， 下列 曲线 为 中 特 胃 机 线 。 
《1) 平面 上 的 同心 疝 ， 


C2 六 = 3{o0s ts sv Ts 于 一 下 帮 } 


7 = 也 {cos $s~-s5 ww 一 下 一 一 一 :0}, 


65。 证 并 ， 郑 由 特 朗 空 间 巾 线 C 的 共 二 明 线 忆 的 上 法 线 问 是 中 = 
《= 土 ])， 则 不 莫 砷 经 的 曲率 天 和 挠 率 3# 适 合 
一 El 朴 十 PE=1 
曾 它 和 C 的 曲率 + 和 找 率 x 之 间 有 关系 : 


1 


(1 — A (1 + ed) 二 2 Tr 


2 

66. 证 明芳 两 曙 线 C 和 CC 在 对 应 点 有 合共 付 法 线 时 ， 则 有 曲线 是 平面 
有 曲线 ， 

67。 设 有 空间 二 有 出线， 其 一 曲率 等 于 澡 数 ， 册 一 找 率 等 于 虹 一 常 
数 。 两 省 之 间 建 立 了 一 一 对 应 关系 ， 在 对 应 点 的 切线 互相 平行 。 烧 证 ， 
按 定 比 把 对 应 点 所 连结 移 线 段 内 分 (或 让 分 ) ， 其 分 点 的 轨迹 是 一 下 畦 
前 曲线 ，、 

村 


第 二 草 包 络 论 


曲面 族 和 曲线 族 的 包 络 理论 ， 在 自然 科学 和 生产 实 路 中 都 
有 比较 广泛 的 应 用 ， 本 章 主要 通过 给 定 的 曲面 族 和 曲线 族 构造 
出 新 的 曲面 和 曲线 一 包 络 曲面 与 包 络 曲线 . 


$1 简单 曲面 片 及 其 解析 类 示 


对 出 面 有 关 知 识 的 研究 ， 类 似 于 在 胆 线 论 中 对 简单 曲线 缴 
那样 ， 只 研究 光滑 的 曲 匹 片 在 菜 点 邻 域 的 形状 和 性 质 ， 所 以 本 
节 冶 先 给 出 简单 曲面 片 的 定义 ， 然 后 给 出 判别 条 件 ， 

【定义 了 已 给 曲面 片 和 ， 如 果 它 洪 足 条 件 ; 

(1) 忆 与 一 个 欧 撒 空间 平面 片 D 辣 肛 ， 

(2) 上 每 个 点 都 存在 切 平面 ， 且 当 切 点 沿 世 移动 时 ， 
切 平 面世 随 之 连续 变动 。 
那么 ， 联 称 卫 为 简单 曲面 片 ， 

由 《1 可 庆 ， 简 单 曲 面 片 可 以 看 作用 一 坎 平 面 片 经 过 连续 
变形 面 得 到 和 的， 而 且 它 本 身 不 自 交 ， 由 (2) 又 知道 ， 简 单 曲 
面 片 是 论 滑 的 曲面 片 ， 

由 于 简单 曲面 片 三 上 各 点 都 有 确定 的 切 平 面 ， 所 以 了 上 的 
所 通 前 称 微 正常 点 。 相 友 的 ， 如 果 一 个 曲面 上 上 某 一 点 不 存在 二 
平面 ， 则 该 点 称 为 省 点 ， 

[ 例 ] 书 给 正 圆锥 而 的 参数 方程 

| x NSNacosgp 
下 = WSINGS1Nne 


并 
% =#COSC (0<a 二 本 的 条 数 ， 一 9< 科 舍 


上 


我 们 关 道 维 测 理 点 不 
存在 切 平面 ， 可 见 锥 面 顶 
太原 点 ) 为 奇 点 ， 基 他 
点 的 邻 越 皆 为 科 单 曲面 
片 ， 即 除 项 点 外 髓 为 正常 
点 ( 阻 23 一 1) 。 

在 解析 几何 中 ， 我 们 
籽 道 曲面 方程 有 如 下 上 多 种 
主要 形式 ， 人 四 8 一 1 

参数 方程 : 

=x) y= = 0) 

其 中 #，v ER 是 二 独立 参数 ， x, ;y，z) 十 旧 击 上 点 在 空间 
直角 举 标 系 中 的 坐标 ， 

显 式 方程 ， 

= fx, 

泣 式 方程 ， 

F (Cx, ys %) = 人 

下 面 赋 完 在 什么 条 件 下 上 述 拖 种 方程 才 殉 定价 单 卓 这 片 。 

【定理 1] 在 wv 平面 的 区 吉 卫 上 已 给 临 面 片 了 的 参数 方 
程 为 ， 

N= Ru) Fy) = SR) ‘1, 1) 

或 ?=F 的 
如 果 沙 数组 x(#, 7) ，y(4,?)，z(8,) 满足 条 件 ; 
(i) 单 值 而 且 是 《类 《〈 即 一 险 仿 导数 存在 且 连 续 ) ， 
Gi) 雅 可 比 隆 ( 人们 9 和 (r 信 】 的 秩 为 2 
CT 


(BP 了 XYe=s0) , (1.2) 
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rr "mn er rh = — sh 


则 由 (tL. 英 式 扬 确定 的 曲面 片 是 简单 曲面 片 ， 

(证 表 ) 这 个 定理 的 证 期 方法 与 简单 则 线 绚 的 证 法 类 极 ， 
内 须 证 得 定理 让 条 和 件 (，(iDy 下 ， 使 D 与 王 之 间 满 足 简单 册 而 
片 定义 民 .1) (1'2) 即 可 。 

先 证 王 与 D 同 凸 ， 

我 们 设 忆 上 点 的 尝 标 为 t, 思 ,而 王 上 点 有 肯 讨 为 (xyy %)， 
根据 定 坦 条 件 旬 可 知 娃 , 臣 式 共 有 章 值 和 5 类 性 质 . 
困 上 此， 对 于 也 上 上 任意 点 由 5t nn， 有 红 :1) 式 所 确定 的 曲 
面 瑟 上 的 唯一 一 点 出 , (wo, xo) 与 村， 对应。 而 且 对 任意 的 
E>0， 有 320， 出 条 件 人 的 C 类 性 质 可 知 ， 对 于 上 5E 了， 


如 果 | 而 由 < 一 吉 则 与 4 对 应 的 她 写 必须 满足 前 ,入 | 
之 g， 即 了 到 写 上 的 映射 是 单 信 连续 的 。 现 在 再 证 王 到 DD 的 上映 
射 也 是 单 钥 连续 的 ，。 为 此 ， 我 们 和 用 隐 范 数 存 在 定理 来 反 解 
{1-1) 式 ， 并 证 明 反 解 后 的 函数 也 是 单 值 CO 类， 由 条 件 GD 我 
们 可 以 假定 雅 可 比 隆 的 子 式 


图 各 一 2 


wa, 2) 2 J) | 0 
wy (#, 2) > t) 
我 们 局 联 立 方程 组 


0 


Dts, 1 Xs) 一 x) 一 0 {1 3 
P(x, Ws x 一 省 CK, a) = 0 
其 中 了 FF 是 CC 类， 并 取 和 = ?= 二 Xs 》=yo 为 初 秆 
条 件 ， 由 《1*3) 可 知 


1aF， OF 
Or dg x (HD) CW 的 0 
aF, aF, 上 oe (Hs 
dr dy 


从 而 ， 方 程 组 “13) 满足 隐 前 数 存 在 定理 条 忻 ， 所 以 在 初 值 
条 忻 *=m， 52= 的 缉 域 中 存在 单 值 CO 类 函数 

sy) | (01,4) 

p= (x, 
而 有 满足 

=H 0) 

te = by pe 
顺便 指出 ， 这 里 * 和 ?和 绷 为 x，y，s 的 消 数 ， 明 (1. 4) 式 可 看 
作 =8tker 人 +0z，p=a(x 力 +0。 周 于 全 "4) 式 是 单 什 
类 ， 故 对 了 上 任意 点 时 (xy “站 ， 册 在 品 上 有 陵 一 一 点 


六) 和 它 对 详 ， 即 对 任意 0 有 69>0,， 当 | MM | 


<6 时 ， 则 与 对 对 应 的 加 点 ， 必 有 |M46M1| <e， 即 了 到 
上 的 肌 射 也 是 单 值 C 类 ， 从 这 两 方 商 的 证 明 可 知 ， 如 果 参 数 方 
程 11) 满足 条 件 砷 、(ib 时， 则 曲 页 片 全 与 参数 取 值 的 
平面 加 域 ww, sz (好 D》 同 肥 ， 

其 次 证 明定 义 的 条 件 《1 32) 成立。 即 驴 是 光滑 的 曲面 
片 。 因 为 

r =x Et yt 站 可 二 和 (8 rR 


所 以 它 的 偏 早 汕 数 为 


Fr, x (x 0 + yw (CRs t) 4- So (#9) kk 


Y= ,HOE ,CK 0) + ,CH, YE (1, 5) 
由 定理 条 件 (i 可 知 
和 训 FF, 二 | nu (x, 0) 2 (F, 1) — | vn (x, 1) Su 9) 1 
yo Ho HE” ,CE 0 


x Cy 0) rls 的 | | 
Xp uD) Yo Cu, 的 |} 
《i 的 雅 页 出阵 的 秩 为 2， 即 至 少 有 一 个 雅 可 比 行列 式 不 为 
0 ， 所 以 了.xgs 拟 0。 由 向 量 函 数 连 续 的 充分 必要 条 件 ， 根 据 
(1.1) 式 的 C 类 条 件 和 和 .5) 式 ， 相 知 加 xxT 是 昌 面 乒 王 上 太 
药 连 续 函 数 ， 从 数学 分 析 中 可 知 rext 是 了 的 邯 平 面 的 法 阿 
量 。 因 此 ， 当 切 点 沿 卫 连续 变动 时 ， 则 办 xy。 将 随 之 连续 变 
郝 ， 所 以 定义 的 条件 储 .2 成 立 (图 2 一 2)， 

由 于 满足 条 性 GQ) 与 (iD 的 方程 (1.1》 确定 简单 曲 页 
片 ， 可 见 ， PF XT, 和 0 的 后 是 正常 扩 . 

我 们 知道 ， 在 用 参数 方程 天 示 曲 而 时 ， 和 参数 的 选取 可 根据 
探讨 问题 的 沉 要 来 确定 ， 若 取 二 独立 参数 #,z; 分 别 为 : # = %， 
?一 7，. 则 显 热 得 到 定理 的 特殊 情况 ， 

【推论 } 在 空间 直角 坐标 系 的 xy 平面 的 区 域 D 上 ， 已 给 
曲面 片 的 方程 为 

=/ (x, )) (1. 8) 
车 函数 f(x,y) 在 DP 上 单 值 且 连 续 可 微 ， 则 (1.6) 式 确定 简单 
曲面 片 ， 

(证 明 ) 此 命题 的 成 并 是 显然 的 。 事实 上 ，(1.6) 式 辣 等 
作 

x=xs y=y, 2 {x;y) 《1. 6) 
呈 


而 员 . 人 就 是 和 二.1) 式 的 特殊 情况， 因为 


Xx Ys -1] 
Ky Jy 
得 成 立 ， 所 以 条 件 《iD 是 当然 成 立 的 。 又 条 件 全 其 给 定 的 ， 
毛 以 挑 论 得 让， 
【定理 2] 已 给 曲 徊 片 宇 的 方程 
Fex,y,2) =0D (1. 7) 


和 点 M, {os Fe X00) 忆 如 时 于 在 起 训 ， 应 线 可 和 伍 ， 且 了 了， 十 


F: + 了 ?0， 则 在 则 ,点 的 邻 域 中 ，(1.7) 式 确定 简单 昌 而 片 ， 

(证 明 》 局 知 在 M。 点 下 。，PE， 下 。 不 全 举 零 ， 不 妨 设 
F, (xxi 兰 0， 由 隐 函 数 存在 定理 可 知 ， 有 e>>0 和 0>>0， 伍 
得 在 区 域 -xd < 一] 过 6 上 ， 存在 唯一 的 一 个 连续 
可 微 函 数 

x=/ (x,)) 《1. 7)， 

它 满足 = xy， 车 对 这 个 区 域 上 确定 的 所 有 点 (x，,y， 
fx 办】 都 使 (9 四) =0。 也 就 是 说 ， 届 '7)' 在 区 域 
|x 一 | 之 6,1y 一 ye 之 6 上 定义 的 曲面 片 ， 衣 是 (1 7》 在册 局 
分 域 jx 一 x < 8 hb- 判 <6。， |z-m| <e 上 所 给 定 的 曲面 
片 写 ， 据 推论 条 人 入 7)' 确 定 简单 曲面 片 ， 故 定理 得 证 ， 


$2 ”曲面 的 参数 化 和 曲线 坐标 


$2.1 曲面 的 参数 化 


[定义 】 对 于 简单 岗 褒 片 史 ， 如 暴 已 缩 出 其 参数 方程 
T= 0 (2. 1} 


$9 


um 


则 说 荆 已 被 参数 化 了 。 其 中 Y 汶 二 独立 参数 %， 2 的 韦 续 癌 量 走 
数 ， 冉 千 ¥ 的 终点 的 轨迹 一 般 是 一 片 光 下 曲 唤 己 。 这 里 指出 ， 
后 面 的 讨论 中 ， 通 常 总 假 世 f(z,s) 次 连续 的 偏 导 孙 数 了， 和 


六 


$2.2 曲线 化 标 


在 平面 上 ， 和 确定 -- 点 需要 两 个 坐标 〈 两 个 独立 参数 ) ， 在 
空间 里 的 一 个 曲面 上 确定 一 点 亦 需 要 两 个 独立 人 参数， 下 面 我 们 
把 平面 上 的 笛 卡 玫 堂 标 推 广 到 曲面 上 去 ， 即 建立 曲线 举 标 。 

(i) 参数 曲线 

对 于 已 经 参数 化 的 曲面 瑟 : ?=r?(g,?)， 若 令 #= 加 (党 
数 ) ， 侧 sz 是 这 数 ， 则 了 =7Y(wy 1 一 般 确定 王 上 -~ 条 曲线 ， 贡 
做 zs 曲 钱 ， 同 样 ， 洪 令 ?=v，( 常 数 ) 而 # 是 变数 ， 则 f= 7 (x， 
人 ) ， 一 般 世 确 定 王 上 一 条 曲线 ， 岂 散曲 线 ，r 昌 线 与 x 曲线 统 
称 为 参数 曲 钱 ， 一 切 参 数 曲 线 枸 成 了 参数 曲线 网 (图 2 一 3 )。 


六 2 一 3 


di 曲线 网 
如 困 这 马上 每 一 点 了 有 了 叭 一 的 一 条 # 则 线 和 一 条 + 曲线 ， 并 
79 


且 每 条 * 册 线 本 身 及 每 条 * 曲 线 本 身 者 不 自 交 ， 那 么 ， 由 这 样 的 
# 汕 线 族 与 ?曲线 族 所 构成 的 出 线 网 叫做 正则 曲线 网 ， 以 后 简称 
曲线 网 。 如 果 财 线 网 中 * 册 钱 与 ?曲线 互相 重 直 ， 虽 这 种 曲线 网 
出 做 正 交 网 ， 

《iiiy 举 标 网 

由 于 在 三 的 曲 强 网 中 ， 过 世上 每 点 P 有 队 一 确定 的 一 条 # 
曲线 和 一 条 * 竺 线 ; 另 一 方面 ， 一 条 * 曲 线 和 一 条 ?直线 只 相交 
于 一 点 P (因为 kw, 2 为 单 值 函 数 ) 、 这 样 了 上 的 点 了 与 实 
数 对 (#，r) 就 建立 了 一 一 对 应 关系 (局部 ) ， 办 此 ， 则 线 网 
也 称 坐 标 网 . 在 这 个 坐标 网 中 ， 每 个 点 卫 所 对 应 的 序 对 (x,2) 
叫做 该 点 的 册 线 坐标 。 并 用 符号 了 (wv) 表示， 

下 面 给 出 一 些 昌 面 参数 化 的 例题 。 

[ 例 13 试 以 地 球 的 经 纬度 为 参数 ， 写 出 地 球面 的 参数 方 
程 . 

( 解 ) 为 计算 上 方便 ， 不 妨 设 地 球面 为 一 球面 ， 它 的 灶 
” 径 dz6378 公 里 ， 并 把 球 心 放 在 兴 标 原点 ， 将 北极 NN 放 在 02 


回 的 正 半 输 上， 到 丈 0Z 上 上 的 大 圆 从 闻 3 弧 的 经 度 为 = 0"， 在 东 
半球 上 的 经 度 # 取 正 值 ， 两 半球 上 的 经 度 # 取 负 值 ， 充 x0y 面 上 
的 大 阅 叫 作 赤 道 ， 它 的 纬度 z= 名 ， 在 北半球 上 的 纬度 v 取 正 
悟 ， 面 南半球 上 的 纬度 取 负 值 , 

现在 我 们 在 地 球面 上 上任 取 一 点 划 (x,y,%)， 它 在 xQy 面 上 
投影 为 放 -， 则 

xO0M,y=1 (— TT) 


下 Tt 
MyOM= (~ <5) 
从 面 点 于 的 坐标 


x*= | 站 新 | coOBY = necOBNCOB 


了 了 


了 一 | GM, siny = acosssins 

z=| OM sing=asing, 
所 以 地 球面 的 做 数 方程 为 

r=6378{COSNCOSY, 
COSASINY, Sing) 

好 果 vv =v。{ 常 数 ) ， 
# 变 化 ， 则 得 


T=0373{C038CON,, 


Cosksing,, Sinxy 
它 确定 一 条 经 线 (x 线 ) ， 图 3 一 4 
同样 如 果 取 x = ww (常数 ) 而 * 灾 化 ， 则 得 

着 一 全 37 有 《COS 各 CDSN， COSKeSINs, sinxo} 
它 确定 一 条 纬 线 (? 钱 ) (图 2 一 4)， 

[ 例 331 已 给 一 条 直线 ， 它 与 必 轴 下 宜 ， 如 人 叶 上 以 0% 为 
轴 作 等 角速度 旋转 ， 同 时 还 作 等 速 上 升 运动 ， 这 时 ， 直 线 工 所 
生成 的 曲 而 训 正 螺旋 面 ， 试 求 它 的 参数 方程 和 坐标 曲线 ， 

《 解 ) 为 求 出 这 个 曲面 
8 的 方程 ， 我 们 在 直线 荆 上 
导 进 坐标 系 ， 令 上 与 抱 轴 的 
交点 为 0 "， 工 直线 上 OM 
方 册 上 点 取 正 值 *， 丽 反方 
向 的 点 取 负 值 ， 另 外 再 线 世 
与 rx 畏 诡 前 为 站 人 < 2 
我 们 选取 这 样 的 #，s 作为 
曲线 的 参数 ， 现 般 商 立 上 任 
图 2 一 5 意 点 诗 在 x 面 上 财 影 为 


了 


My 再 的 从 村 x ps 与 参数 ¥, sz 之 闻 的 关系 六 
入 = | OM,,| COs# = CO 


= OM,,l sing = vsing 
党 二 x (4 -100 | -常数 ) 


因此 ， 正 螺 面 的 参数 方程 为 : 
和 一 《PCOGU，2SiDN。 x} 
当 1 = (常数 ) ，# 恋 化 ， 则 
T= COSy, VSing, Sa} 
当 #¥ 二 2 《常数 ) ，Y7 让 化 ， 则 
T= {Cosgo, Sinx, xo} 


确定 一 条 ? 线 ， 即 空间 直线 〈( 螺 面 的 母线 ) 。 
[ 例 33 在 yox 古 上 给 定 一 条 悬 链 线 ， 工 :y = ach- 一 ， 


它 绕 xx 轴 旋转 所 生成 的 曲 否 叫 
晤 链 面 ， 试 求 它 的 参数 方程 
(图 2 一 6) ， 

( 解 ) 为 导出 出 面 立 的 参 
数 方 程 ， 我 们 联 曲 面 上 点 计 前 
z 举 标 为 参数 t!， 和 已 前 在 xoy 
面 上 投影 Mo， 在 oz 轴 上 投影 
次 0， 二 前 .yOx = 为 参数 ， 
这 时 于 上 起 型 的 众 标 x,y，#% 与 
基数 ! 之 间 的 关 亲 为; 


*8 


x=| 昌 1- | cosp= jO'M lcosd = ach 二 cos 
] Y= IOMyl sind =| OM)| sing = gach -一 sing . 
名 二 
因此 ， 霹 和 链 面 的 参数 方程 为 
r= {ach -cosg， ach—-sing, 1} (~ cot o0, 
OH I) 
[ 例 4 3 已 给 xo% 面 上 的 虚 物 线 
了 * 二 asint 
t 
色 一 a(lg tg + cost) 


如 果 以 史 轴 为 负 ， 旋 转 一 半 ， 则 得 到 氢 球 面 。 求 这 个 执 球 面 的 
参数 方程 ， 并 写 出 它 的 尚 标 般 线 方程 

[ 解 ] 设 电 物 线 上 任意 点 的 坐标 为 (xw， 4， 台 ;点 六 在 xoy 
而 上 的 投影 为 并 wy, 之 xD 开 wy =8， 取 9 和 1 为 二 独立 参数 ， 则 ”， 
了 了， 多 与 i,6 之 间 的 关系 为 

x= [OM.,| cos = | OM cost 


= ganicose 


y= (0M,l sind = [OMI sing 


一 881 Si 由 


z= | MM|=|100" 


-a {lgtgi+cost 
(Ig tg ) 


所 以 拟 球 面 的 参数 方程 为 2 
4 


r=a{sintcosd, stinising, lgtg5 + Cost) 

当 0 = 掺 【〈 常 数 ) ，i 变 化 ， 则 

r= esintcosgu sintsingd,, lgtgy + cost, 
Hd 


它 确定 ! 则 线 ， 即 朋 商 上 的 一 条 所 物 线 ， 
当 f= 如 (各 数 ) ，0 变 化 ， 则 


. 
= a sinicosb, sintistnd, lgtg 对 十 costl 


它 确 定 4 曲 线 ， 旧 曲面 上 平行 xsy 而 的 闫 ( 国 2 一 7) 
[ 例 53 证 明 ， 吕 上 以 1 为 参数 的 组 线 工 的 方程 ， 利 用 上 曲 
线 坐 标 可 表示 六 
二， 二 【SS 
或 写作 向 量 式 
Li = ,2 (0 ) (4a! 所 拉 
{证明 ) 绪 果 是 比较 明显 的 。 事 实 上 ， 当 1 在 区 间 Ca, 科 上 
连续 琉 值 ， 则 它 所 确定 的 点 了 必 在 上 沿 明 线 工 达 系 变动 ， 这 
时 点 了 的 电 线 坐标 x*，z 也 必 随 ; 的 音信 连续 改变 而 单 值 连续 改 
变 ， 所 以 #，z 也 必 为 ! 的 单 值 连 续 函 数 ， 即 
n= = 
它 就 是 三 上 的 曲线 了 上 的 曲线 你 标 方 程 。 写 成 器 量 式 为 
r= v0 
例如 由 菏 直 线束 ( 非 平行 及 以 线束 顶 后 为 心 的 同心 图 族 
组 成 一 晶 线 网 ， 除 项 点 外 ， 二 族 在 整个 平面 上 菇 正则 的 。 其 中 
直线 族 的 参数 ， 到 为 族 中 直线 与 菜 一 事先 确定 的 直线 的 交角 
gw， 回族 的 参数 取 其 半径 o， 由 此 而 得 的 曲线 坐标 系 即 是 我们 
常见 的 极 笃 标 系 〈 图 2 一 8) ， 
车 设 访 平 面 上 曲线 上 是 陪 基 米 德 蝇 线 ， 则 利用 曲线 侣 标本 
?3 


表示 为 

Lip=#t w=ot 
其 中 4 内 示 质点 按 直 线 运 动 速 度 的 天 小 ，% 为 质点 按 圆 赔 运 动 
转动 角速度 的 大 小 ， 其 向 量 式 为 7 = {0,1))， 


$2.3 曲面 的 切 向 量 与 法 向 量 


下 面 我 们 讨论 此 而 在 一 点 的 切 向 量 和 法 癌 荐 ， 
【定义 了 蓝 面 上 曲线 在 点 了 上 的 切 岛 量 则 做 曲面 在 点 节 的 切 
向 最. 
[定理 1】 简单 曲面 片 立 : ?=+(%，) 的 一 阶 偏 导 加 量 
Y。，Y， 基 坐标 睡 线 的 切 册 是 ， 
(证 明 ) 已 知 简单 出 面 片 的 方程 为 
六 :入 二 种 (人 0 
设 x 曲 线 的 得 线 举 标 方程 为 
和 二 多， 了 二 Ve (常数 ) 
因此 ，x 曲线 的 岗 量 方程 为 ， 
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一 -一 一 -一 


r=), vo) 


把 上 滤 对 i 微分 ， 得 
dr dr dx or dv 


a ord "Bo a 


由 于 z= 是 常数 ， 所 以 Ve 0, 
则 上 式 变 为 
dr er dx 
a Ts 


因为 -人 7 是 x 曲线 的 切 癌 量 ， 


图 2 一 9 


而 .与 -97_ 共 线 ， 所 以 ru 是 航标 曲线 * 的 切 问 量 。 同 再 可 证 7 


是 ”沿线 的 切 隔 量 ， 显 然 ? ， 加 也 是 酌 面 的 若 问 量 ( 疼 2 一 9) . 
【定理 3 】〗 简单 赐 而 片 研 :站 =?(z， 纺 上 任意 点 了 的 切 向 
量 全 性 确定 一 个 切 平 面 。 切 平面 势 方程 为 
《Fe XY DP-—T)=0 
{证 明 》 设 王 上 过 点 了 的 任意 一 条 曲线 工 的 曲线 举 标 方程 
为 
Ligw=w(), = wt) 
它 的 辣 量 方程 为 
于: 二， 人) 
将 上 江 对 微分 得 荆 在 成 了 前 切 铝 量 


dr dx ds 
a 
dv yy dr 
= (2. 2) 


rr 


其 土 式 我 们 可 以 各 吉 ， 
(1)》 瑟 蚌 简单 直面 
片 ， 由 其 定 疼 知 ， 了 sr 
此 不 为 零 问 县。 所 以 
fxYyvs0， 即 六 与 ?线性 
元 关 ， 
(2) 卫 已 经 参数 
化 ， 因 这 过 点 了 的 坐标 上 曲 图 2 一 10 
组 一 般 上 只 有 一 条 * 遇 线 和 一 条 ”图 线 ， 因 出， 作为 它们 的 切 回 
量 的 7。， 罗 在 点 了 是 种 向 量 . 


C3) 号 上 过 点 了 P 的 任意 曲线 工 在 点 了 的 切 疝 二 -名 ~， 即 


习 在 点 了 的 切 向 量 都 与 ru，rv 共 面 ， 了 而 且 -9 的 方向 由 dv/d4 


来 确定 ， 因 为 由 方 各 《3.2 可知 -分 由 向 量 f+?o -至 -来 


确定 ， 而 在 点 了 P，?。，7,。 峭 为 常 向 车 ， 芍 -地 的 方向 由 -加 -来 


dy 
dn 
确定 ， 也 就 是 说 二 的 切线 方 癌 由 -区 -来 确定 ， 因 此 -2 相当 于 


茹 组 的 “斜率 ”。 

因此 ， 可 以 说 5 在 点 了 的 切 向 量 全 体 确 定 王 在 成 的 切 平 
面 {图 2 一 10) 。 

我 伯 设 切 点 了 的 网 径 为 y%， 切 平 而 上 流动 点 的 阿 径 为 p， 
则 p 一? 必 与 7?。，7。 共 面 ， 因 此 ， 切 平面 的 方程 为 

ra yp 一 7o) =0 
或 
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(rT, XY) tp —r)=0 

【推论 】 过 简章 曲面 片 瑟 :7=7(t2 岂 上 一 点 村 ， 且 与 该 

把 切 平 面 球 直 的 直线 叫 卫 在 点 邮 的 法 线 。 它 的 方程 为 : 
P=T,+ ACr, XT,) 

(证 明 )〉 根据 法 线 的 定义 可 知 ， 了 在 放 , 点 的 法 钱 就 是 过 
点 提 ， 有 以 了 ,x7 为 方向 向 基 的 直 钱 ， 从 而 ， 如 果 设 点 奸 的 
癌 径 为 入 ， 法 线 上 流动 点 的 向 径 为 8p， 则 法 线 方 程 为 

pp- = A XY,) 
或 (FXT) X 《和 一 他) 一作 

[ 合 ] 已 给 锥 面 方程 为 王 : 站 = {vcos#x，#sing,，vctg0} 【其 
中 8 是 锥 面 母 绕 与 欠 轴 的 夹 角 )}， 试 求 在 点 Pr 的 ) 的 切 平面 和 
法 线 方程 ， 

{ 解 】 已 知 锥 面 方程 沟 玉 : ?= {scosy， vsSinw, sctg 咎 ， 
所 以 

T= {sing, veosn, 0} 
T= {COS#, Sing, ctg 从 
因为 在 点 了 Cy 20 的 法 向 其 ?为 (了 了 不 为 硕 态 ， 所 以 RR 半 中， 
n=?, Xxr, 
= PCtBO Coss vctposinye, — ry 
所 以 切 平面 的 方程 为 
(Xp 一 = 站 
即 CtgOCOsn + yctgOSins ~ %= 0 
而 法 线 方 程 为 
pr =, x,) 
即 


一 2COSN yy~msingo ~ ICted 


pCtRO CO YCtgOsinn ~ 


EE 


$3 单 参 曲 面 族 的 包 络 


已 给 曲面 方程 C(x, yx; 0) = 0，。 其 中 a 为 族 参 数 ， 当 a 在 
它 的 变动 区 域 取 不 同 实 数值 时 ， 确 定 一 族 曲面 ， 称 之 为 单 参 曲 
面 族 ， 记 和 作 瑟 ar， 

例如 ，x + 六 + =Q 3， 当 a 取 不 同 实 数 时 ， 这 个 方程 确定 
一 同心 球面 嵌 ， 

【定义 ]】 己 给 单 参 曲面 族 了 Cx,y;%;9) = 其 中 a 是 
译 , 的 参数 。 如 果 存 在 曲面 $ ， 它 满足 下 列 条 件 ; 

(+) 3 上 每 个 点 都 有 族 了 ,中 一 划 面 与 $ 相 切 ; 

《37 对 于 族 芋 ,中 每 个 曲面 都 与 3 相 证 . 

这 时 称 5 为 了 ,的 包 络 曲面 ( 罗 2 一 11) ， 

【定理 ] 已 给 单 参 随 面 族 了 -FFxyy 2 9) = 0， 如 果 存 在 

包 络 曲面 ， 赠 从 

| Flx, y, z%} 0o)=0 

(Fi, y, zy oD) =0 
中 消去 参数 4 得 到 明 面 ( 消 
别 曲面 ) : 

fxyyyz) = 
从 淹 别 曲面 立 上 去 掉 三。 上 的 奇 点 
(= 下 =0 的 后 ) 的 曲面 4 
的 方程 研 是 并。 的 包 络 曲面 的 方程 

(证 明 ) 设 族 百 。 有 包 络 曲面 53， 我 们 在 3 上 适当 的 选取 

一 条 曲线 
Lixw= x y=7(0), “=%() 
使 其 包含 三 * 中 每 个 曲面 上 的 点 ， 对 每 个 参数 上 的 值 都 有 工 上 一 
a0 


一 一 -= 一- 
人 


个 点 了 各 它 对 应 ， 很 据 包 铬 曲面 的 定义 可知 ， 对 每 个 点 了 ， 独 
有 三 :中 一 个 曲面 在 点 了 与 3 加 切 。 因 此 族 参 数 < 必 为 ! 的 通 数 ， 
并 
=a) (3*1) 
又 根据 定义 可 知 L 上 的 上 成 都 是 王 , 下 的 点 ， 所 以 
Fx CD yd), si); al))=0 
微分 土 式 得 


dx 可 de do 
F ) FAG , 
”df +E, dt thE df t "gt 0 (3 分 


从 数学 分 析 中 已 知 (3 2 式 中 的 『,, Fy，F 了 ,是 族 Z, 的 法 向 量 


YF 的 兴 标 ,而 -9 二 ，- 浓 -，- 仿 - 是 脂 线 工 的 (也 是 多 耐 5 


的 ) 切身 量 ? 的 坐标 。 我 们 根据 包 络 的 定义 可 知 工 。 与 5$ 相 切 ， 
则 纪 . 与 3 有 共同 切 平面 。 因 此 ， 必 有 


S7E. 六 = 下。 a +F, +F, -人 0 (3.3) 


将 (3:3) 代入 (3:2) 得 


do 
Fi = 9 


出 (3:1) 式 寻 -各 0， 所 入 工 .= 四 好 


Fx, 9 ws a) = 人 0 
因此 ， 包 络 曲 面 3 上 点 的 坐标 鱼 足 
tr zy 0)=0 
Plx, y, x 0)=0 
同样 也 满足 从 (3. 4) 式 中 消去 参数 9 所 得 的 方程 
Px ye) = 0, 


(3 4) 


$1 


现在 对 (3.4) 式 稍 做 探讨 ， 根 据 上 面 的 证 明 已 知 ， 如 果 
昌 面 族 荆 。 存 在 包 络 盟 面 4， 则 由 方程 (3.4) 给 出 ， 反 之 ， 满 
是 方程 (3:4) 的 点 (x，y，%) 不 一 定 是 包 纵 上 的 点 ， 即 不 庄 
不 满足 包 错 定义 的 点 ， 因 为 (3.4) 式 的 第 二 式 F (x, yy} op = 
0 是 由 二 曲面 相 切 条 件 (3.3) 式 


dx dy dx 
Pg th thar 


所 入 定 ， 上 式 只 是 二 曲面 相 切 的 必要 条 件 ， 不 是 充分 条 件 。 因 
为 工交 奇 点 了 .= Py= F.=0 也 满足 上 式 ， 但 在 奇 点 二 时 面 无 
共同 切 平 面 。 对 于 这 样 奇 点 虽 牛 满 足 (3:4) 式 ， 但 不 满足 所 
络 定名 面 为 方程 (3'4》 既 包 含 包 络 上 点 也 可 能 还 仿 不 满足 
包 络 定 六 的 三 ,上 奇 点 。 于 是 我 们 把 (3:4) 所 和 确定 的 曲面 叫 互 。 
的 判别 曲面 三 ， 从 三 中 去 掉 族 王 。 的 奇 点 ， 即 使 Fy = 了 y= 了 ,= 0 
的 点 ， 卫 就 是 所 求 的 包 络 则 面 4 . 

怎样 从 了 上 挑 出 并 ,的 奇 点 呢 ? 为 计算 上 方便 ， 从 《3:4) 
式 解 出 x，y，x， 表 把 它们 代入 三 ,的 偏 导 沙 数 F-，FEy， 工 :中 
去 ， 使 FE.= Fy= .= 0 的 点 就 是 兰 别 盟 面 的 奇 点 ,把 这 些 点 昌 
涂 后 ， 判 别 曲 击 就 是 王 , 的 包 络 出面 了 〔 可 参阅 学 习 指 导 )， 

[ 例 13 试 求 球面 族 ,x+ 六 + (% 一 :=+* 的 包 络 其 
面 。 其 中 + 是 常数 ， 而 oc 是 则 面 族 的 参数 ， 


《 解 ) 已 类 晶 面 底 
BiF=x + -a -r=0 
关于 a 微 分 上 趟 得 
下 ,= -2 -a)=0 
即 多 一 六 二 站 
与 原 曲 面 族 方程 消 兴 参数 2 得 


Dix ty=r 


2 


当 FF.= 2%=0 时 ，%*=0 
当 Fy=2y=0 有 时 ， 7=1 
当 F,= 一 2 人 -的 =0 时 ，#=4a 

显然 ，t, 0 ay 点 不 在 上， 也 就 是 满足 它 的 x， 2，% 都 
不 使 F,= ,= F.= 0， 所 以 立 是 球面 族 的 包 络 曲面 3 ， 即 母线 
平行 于 OZ 办 的 圆柱 耐 . 

在 工程 技术 中 ， 我 们 所 轴 到 的 单 参 曲面 族 一 般 都 是 由 套数 
形式 给 出 的 ， 如 :7= 7(zy o 力 ， 下 面 给 出 求 其 包 络 曲面 的 
简单 方法 ， 

[全 21 已 给 一 个 单 参 曲面 族 王 ?= 了 7 了 (x,y; 站 ， 其 中 ?是 
和 参数， 如果 由 (ry?,y71) = 0 中 找到 #,， r,t 间 关 系 ， 代 入 曲 
面 族 芋 ,的 方程 ， 消 去 一 个 参数 ， 则 得 包 络 出面 方程 . 

( 解 ) 设 包 络 曲 面 4 上 点 为 
x=#tao dt), n=x(a, 6, = ay 及 

框 据 包 终 的 定义 可 知 它 必 在 各 三 : 上 ， 因 此 它 必 满足 曲面 族 方 
程 :7Y=Ttae， 89 六 。 又 因为 了 /中共 昌 而 都 与 包 络 4 相 切 ， 
于 是 各 切 点 向 径 为 

r=F(trto PB vtasp), ta, A)) 
对 上 式微 分 得 

or OF dx 上 Ar ds . Ar of 


a] 


i 


dr Ox da 9 da dt da 


or or dx or Dy dr od 


86 5 Bp 0 a8 Br 38 (3.5) 


， or or _ : 下 oF ar 
这 里 下 一 ， 3 在 切 于 包 络 面 一 线性 无 关 站 量 ， 而 一 一 ， 了 


是 切 于 族 曲 面 的 二 线 狂 无 关 阅 量 ， 面 此 ， 3 为 包 络 的 充 要 条 件 
33 


- dr OF pp ey men OF ar 
是 在 切 点 处 忆 一 ， -了 所 缚 定 的 下 汪 37 A 所 确定 的 平 


面 重合 ， 由 (3"5) 式 可 知 -3 一 在 -总 -，-3 -所 确定 的 平 并 


鞋 ， 所 以 5 为 包 络 的 充分 必 蔓 条 忻 是 在 切 点 你 


ar ar or 
GO’ Dr Of ) = 


从 上 式 解 出 #，z，i 间 关系 ， 代 入 ?7 = 了 (wv; 了 即 为 记 求 包 络 虞 
而 方程 。 

[ 例 33 已 知 曲线 *=Yt7， 求 其 密切 平面 族 
=) +ay +RBvtn 的 包 络 ， 其 中 ec， 有 是 密切 面 的 参 
数 ， 4 是 族 参 数 。 

〈 解 ) 为 求 其 密切 面 族 的 包 络 ， 洛 证 

(村 划 作 )-， 


ao” Dp8 ds 
因为 
= 0) 
3 v0 
5 =- (1 一 PreyTEaev 二 有 XU 
-Se.， 和 Be)= (rv,B) XA=0 
所 以 站 =0， 


将 8=0 代入 帘 切 面 族 方程 得 


P= +aT (ry 
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地 切线 曲面 为 包 络 出面 ， 
【定义 了 对 子 给 定 的 4， 方程 
Le (3.6) 
FPF x, F, %s GD) 一作 
珊 定 一 条 曲线 工 ,。 不 含 则 曾 族 三 ,。 上 奇 点 的 那些 曲线 工 。 都 叫 
3. 的 特征 线 。 当 a 变化 时 〈3,6) 所 确定 的 曲线 族 叫 特征 钱 族 ， 
【定理 2 ] 特征 线 是 曲面 族 三 。 中 相 邻 二 曲面 的 交 线 的 极 
也， 
(证 明 ) 设 曲 否 族 。 
中 胡 邻 二 曲面 的 变 线 工 为 
| F(x, ps % A)= 人 0 
Flx, y, %} a+Aa)=0 


从 解析 几何 中 已 知 交 线 上 
所 的 坐标 必 清 足 方 程 
Flx, ys 2 0)=0 图 2 一 12 
Fxg Gta) — Px, yy LF A) 0 
da 


当 Lamr0 时 ， 上 式 变 为 
[Flx, yy %1 Gy =0 

| Fx, ys %; 0)=0 
这 时 交 线 工 随 Ia->0 面 趋 近 对 极限 ， 工 上 点 必 满 足 上 式 ， 曾 上 
式 是 特征 线 的 方程 ， 因 此 定理 得 证 {图 2 一 12) ， 

1 推论 11 单 参 曲面 族 了 Fr 六 zic) =0 中 的 每 个 曲 
男 与 包 络 曲面 $ 沿 特征 线 工 * 相 切 . 

《证 明 ) 设 特征 线 工 的 方程 为 


LJ Fix, y, %y 2) =0 
Plxs 9 多 二 由 
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因此 ， 工 在 瑟 F(x，y，%; 0) =0 上 ， 又 因为 包 络 5 其 上 
式 中 消 小 参数 而 得 到 的 了 :w(x，y，%) = 遇 所 以 上 的 点 的 从 
标 x，7，z 必 满足 %(x，y，%) =0， 即 特征 线 必 在 包 络 4 上 ， 
这 社工 即 在 族 荆 上 又 在 包 络 了 上， 六 知 族 工 o 中 曲 商 与 4 机 切 ， 
因此 三 。 中 每 个 曲面 与 它 
的 包 络 了 沿 特 征 线 相 切 。 
即 族 中 曲面 与 它 曾 包 络 不 
仅 切 于 -~ 点 ， 而 是 切 于 一 
条 特征 线 ( 图 2 一 13)， 

[推论 】 单 参 曲面 族 
宇 。 的 包 络 曲 而 5 是 特征 
线 工 .的 轨迹 。 

证明) 我 们 在 包 络 图 2 一 13 
3 上 适当 的 选取 一 条 曲线 

Lx=%(t), y=7(), «=%t(t) 

它 不 是 特征 线 且 与 所 有 特征 线 都 相交 的 曲线 ， 
当 参 数 + 连续 变动 时 ， 则 点 了 沿 曲 线 L* 连续 移动 。 但 在 点 了 ， 
曲面 族 宇 ,中 曲 而 与 包 络 面 5 沿 特征 线 L。 相 切 ， 即 过 L* .上 每 个 
点 了 在 3 上 都 必 有 一 条 特征 线 忆 。。 因此,， 当 点 卫 沿 工 * 移 动 时 ， 
则 过 每 个 点 了 的 特征 线 L, 又 都 与 L* 相交 ， 这 时 特征 线 攀 戌 包 
络 有 曲面 5， 


34 普 线 


下 面 我 们 再 研究 包 络 曲面 上 特征 线 族 L, 的 包 络 曲 线 ， 
【定义 1】 已 给 曲 而 族 习 ,的 包 络 曲 刹 8 的 特征 线 族 
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L,, | Flx, ys 2 =O 
[F(x, y, x 0) = 
如 时 存在 曲线 CC ， 满 足 © 
《1) 特征 线 族 荆 。 中 每 条 曲线 
都 与 曲线 4 相 切 ; 
(2) 曲线 C 上 每 个 点 都 有 特 
征 线 族 L, 中 一 曲线 和 它 相 切 ， 则 曲 
线 忆 叫 作 上 :的 包 络 曲线 ， 这 条 曲线 
C 也 叫 作 包 络 曲面 $ 的 背 线 。 有 了 时 
也 称 避 为 曲面 谍 王 :的 誉 线 (图 2 一 
14), . 图 2 一 14 
下 面 给 出 求 背 线 方程 的 方法 . 
【定理 11 曲面 族 Z,. 的 特征 线 族 
了 。 1 Fix, Y, 2 = 人 
人 F(x, y, %#0) =0 
的 包 络 曲线 ( 消 线 ) 为 方程 组 
Flx, y, %} 0)=0 


《4 *]1 


F_ fw， 7 2 = 
Fo (x, ys 2%} a)=0 


的 攻 Ci x =xta)，y=y(a)，%=%(a) 所 确定 的 曲线 ， 
‘证明 ) 已 知 曲面 族 药 特征 线 族 为 
Lf 了 (xy % a= 人 0 
\ Flx, 2 =0 
设 它 的 包 络 曲线 上 & 的 方程 为 
万 二 《= 二 (有 
国 为 C 是 荆 。 的 包 络 ， 则 与 上 每 个 点 了 上 都 有 工 .中 一 曲线 在 氮 了 与 
C 相 切 ， 面 卫 册 于 工 ,中 每 一 曲线 都 必 与 C 相 切 ， 可 知 5 上 点 都 
#7 


在 族 世 了， 所 以 
正人 De) =0 
lF ep), yD) sD (= 站 
就 革 微 分 (4.1〉 式 得 


F, dx 


,了 FF YF PP 2 go (2 


a ot re 
其 中 YF= {Fs，Fw， 了 ss} 是 出面 F,= 0 的 法 向 量 ， 


而 一 dx dy 0 
本 (地 ” dt dt 


是 曲线 忆 的 切 向 量 。 由 于 特征 线 F, 与 消 线 CC 神 切 ， 则 必 有 
TE? 2PF .A+F, V4F, -0 


i dt 
把 它 代 入 {4.2) 式 得 
da 
Pe ge 


因为 a=&()， 所 以 
F(xs ys 2% 0) = 0 
由 于 CC 与 5。 相 雪 ，C 上 点 都 在 上 上 上， 所 以 C 上 点 的 举 标 必 潢 足 
Ftxy ys %} 0) = 
F(x, Y, zs 0)=0 
xy 3 a)= 人 0 
反之 ， 满 足 上 而 方程 组 的 曲线 ( 解 曲线 ) 也 一 定 与 L。 六 
切 , 
解 上 面 方程 给， 得 
CT=T{x (00), y(0), 《CD ) 
由 于 蕊 是 解 出 线 、 所 以 有 
VFr=0 
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疏解 曲线 局 的 方程 就 是 特征 线 族 L, 的 包 络 线 方程 。 

由 上 述 的 峭 线 方程 ， 对 于 每 一 个 a 人 入， 可 在 族 中 的 得 个 曲 
闻 上 求 得 湖 线 上 的 一 点 ， 此 点 又 称 为 特 社 点 ， 因 此 ， 曲 面 族 的 
府 线 可 视 为 特征 点 的 轨迹 。 


35 单 参 平面 族 的 包 络 


当 曲 面 译 中 的 其 面 都 是 平面 对 ， 也 存在 与 眠 有 平面 都 丰 斌 
的 曲面 4 ， 此 时 称 它 为 平面 译 的 包 络 面 。 下 面 ， 我 们 利用 兰 线 
对 单 参 平面 族 的 包 络 曲面 进行 分 类 . 

【定理 】 单 参 平 面 族 ro: (QD)? 一 plQ) =0 的 包 络 曲面 3 
只 有 三 类 ， 即 柱 面 、 锥 面 和 切线 曲面 (由 曲线 的 切线 所 构成 的 
曲面 ) 。 

(证 表 》 我 们 知道 方程 组 

F=n{tor-p(t =0 
下 = 和 (划一 和 人 = 人 0 
F =ia)? -B=0 
的 解 即 为 消 线 局 的 方程 。 由 于 它 是 一 次 方程 ， 显 热 它 有 唯一 解 
的 充 票 条件 是 
(1, 和 N, 视 ，) 站 

0 如 果 (wy 和; 入 =0， 则 (5.1) 无 解 ， 即 无 兰 线 。 此 
时 ?te) 则 是 平生 于 定 平面 的 向 量 函 数 ， 但 它 又 是 平面 族 7 的 
法 向 量 ， 这 时 族 *, 中 的 平面 必 重 直 于 定 平 面 ， 因 此 ，xz#v 的 特征 
线 族 工 。 必 为 甜 直 于 定 平面 的 平行 直线 族 。 因 面 由 平行 直线 族 
上 ,的 轨迹 所 构成 的 包 络 面 $ 必 为 柱 面 ， 

(i 如 果 (nn, 物 ,乱世 0, 则 方程 组 《5 1 有 了 唯一 第 ， 设 
为 F=7Y(a)， 它 是 瑚 线 CC 的 方程 ， 因 为 特征 织 族 ,的 包 乡 是 

要 


(5.1) 


mn rr Tr 


脊 旨 CC ， 特 征 线 族 〈 直 缚 族 ) 工 . 必 是 养 线 的 切线 族 , 兰 和 位 ) 
不 是 党 向 量 ， 风 5 为 一 条 一 般 空 旧 昨 线 ， 册 于 每 一 条 特征 线 都 
与 它 相 切 ， 所 以 包 络 时 面 是 脊 线 忆 的 切线 昌 面 ， 

Qi) 如 果 tn, 语 ， 访 半 9， 但 方程 组 (5,1) 的 解 是 一 个 
常 站 量 ， 这 时 ， 霄 线 忆 是 一 个 定点 ， 但 桂 征 线 又 必须 与 湖 线 机 
切 ， 因 此 ， 和 包 络 曲面 5 必 为 过 定点 的 直线 族 的 轨迹 ， 即 为 难 
总 括 上 面 的 结果 械 知 ， 单 参 平 商 族 x。 的 包 络 只 有 三 种 情 
i 

当 元 峭 线 时 ， 其 包 络 为 柱 面 ， 当 稼 线 为 一 空间 曲线 时 ， 其 
包 络 为 切线 曲面 ， 当 着 线 退 化 为 一 点 时 ， 其 包 络 为 惟 面 。 

[全 13 试 求 平面 族 

TNCOSO + YSING — %SINnG ~1=0 
的 包 络 面 。 其 中 为 参数 ， 
( 解 ) 将 7 方程 对 于 a 微分 ， 得 
—xSina 十 ?COSC — seoOso= 0 
出 于 zf 无 奇 点 ， 扩 以 由 方程 组 
| xCosa 十 ?sinw — zsing—1=0 

— Xsina+ ycose — cosa= 

消去 参数 sa， 得 包 络 时 面 方程 : 
x ty + 2y%—1=0 

[和 例 231 试 证 曲线 工 := 的 密 男 平面 族 r, 的 包 络 曲 
面 蚌 工 的 切线 曲面 ， 病 县 工 就 是 首 线 。 

(证 明 ) 设 工 ;:?= ?ts) 的 密切 平 商 族 r 的 方程 为 

一 
其 中 是 密切 平面 上 流动 点 的 向 么 ， ts 是 曲线 虐 的 付 法 线 
商量， 就 参数 微分 上 式 ， 得 
dy 


VD Cpr)) =0 
由 此 ， 族 zt 的 特征 线 工 ,的 方程 为 
| 让 CD) 人 YY)= 
VO) tp 一 ?7) = 站 
从 上 式 可 以 看 出 ， 特 征 绥 工 , 是 曲线 上 的 密切 面 与 从 切面 的 交 
绥 ， 这 个 交 缓 是 轴线 工 在 该 点 的 切线 ， 故 平面 族 =* 的 特征 线 是 
L:r?=7T{s) 的 切 绥 ， 因 此 ， 密 切 平面 族 r: 的 包 络 曲面 是 曲线 工 
的 切线 族 的 轨迹 ， 即 切 缓 曲 面 , 
又 由 于 了 是 L:f=*(3) 的 切线 曲面 ， 每 条 特征 线 都 与 上 
相 切 ， 显 然 工 是 特征 线 族 的 包 络 。 因 此 原 曲 组 是 切线 负面 的 戎 
线 ， 


$6 ”站 纹 面 和 可 展 曲 面 


直 绞 面 是 已 知 直线 按 某 种 规律 运动 所 生成 的 出面 ， 每 条 直 
线 鄂 叫 作 这 个 直 纹 面 的 母 绞 ， 鲁 邵 ， 在 解析 几何 中 学 过 的 单 叶 
双向 面 ， 双 则 抛物 面 、 柱 面 、 难 而 等 邵 是 直 纹 面 。 

在 直 纹 面 上 取 一 条 草 线 ， 通 常 称 其 为 导线 

LF = pW {6:1) 
并 设 Ttw) 为 经 过 pW) 点 的 母线 上 的 一 个 不 等 于 零 约 向 量 ， 
则 直 纹 面 的 方程 可 写 焉 

r= 000) + wT(#) {6.2) 
其 中 ， 和 过 # 各 和 一 十 00， 
参数 曲线 #= 常数 为 母 缆 ，z = 常数 为 隶 线 。 

特殊 地 ， 若 曲线 工 缩 成 一 点 Po， 具 回 答 为 p，， 则 直 纹 面 为 
锥 面 ‘ 冉 2 一 15)， 
方程 为 
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P= pai rT {wy) 《6 3) 
17P (#) 确定 一 曲线 了 (x) 是 定 
名 加 最 ， 则 直 笋 面 为 梓 而 ( 疼 
2 一 16) ， 方 程 为 

r= pw)+rT (Bd) 

出 线 工 的 切线 所 年 盛 的 切 
线 曲 计 也 第 直 纹 而 (图 2 一 
17) 其 沪 程 济 


dE 
p(w) r 
~ 


图 2 一 16 


P=Pp{2) + rp Ce) {6.5) 
一 条 曲线 工 的 主 法 组 和 一 法 线 所 生成 的 直 纹 面 分 别 叫做 主 
法 线 曲 面 和 人 剖 法 线 曲 面 。 例 如 ， 图 柱 螺 线 ， 是 正 螺 耐 
T= {COst, zsint, 才 下 
当 # = 机 《常数 ) 时 ， 了 = {wcosv，。 加 sinv，ész》 确定 正 蜡 商 ， 
上 的 略 柱 蜡 线 。 洽 好 是 母线 上 定 长 线段 绕 轴 唐 转 ， 其 转动 角 和 
变 点 移动 的 距离 成 正比 的 端点 的 轨迹 ， 
[和 定义] 沙 直 纹 面 记 作 了 ， 其 母线 为 KL， 如 果 沿 它 的 母线 
具有 一 个 切面 时 ， 则 说 直 绞 面 是 可 展 曲 面 ， 显然 圆柱 面积 图 
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饶 面 几 是 可 展 的 。 

直 纹 而 和 可 展 曲 商 间 有 媳 下 关系 

【定理 } 直 纹 而 是 可 展 曲 面 的 充 要 条 件 蚌 4 为 单 参 平 面 族 
的 包 络 ， 

(证 明 ) 充分 性 ， 我 们 已 经 知道 单 参 平 面 族 r。 的 包 络 曲面 
3 是 直人 纹 面 ， 且 仅 是 柱 面 、 锥 而 和 切线 曲面 这 三 种 曲面 ， 又 知 
族 =* 中 每 个 平面 都 沿 了 的 母线 (特征 线 】 工 ,与 相 切 ， 并 且 对 
于 这 三 种 曲面 河 每 条 母线 只 有 唯一 璃 定 的 切 平 而 ， 故 切 平 面 即 
为 族 r 直 的 平面 ， 所 以 单 参 平面 族 的 包 络 是 可 展 曲面 

必要 性 ， 设 直 纹 面 上 是 可 展 晶 画 ， 即 对 每 条 母线 上 ,，，: 都 
有 唯一 确定 的 切 平 画 +,， 据 包 络 定义 了 为 单 参 平面 族 *。 的 包 
络 ， 

[出 2 试 证 直 纹 面 王 :? =p 9) +sT (#) 为 可 展 曲面 的 充 
分 必要 条 忻 是 tp,7,7) = 0 。 其 中 ，p 是 直 纹 面 上 与 母线 都 相 
诡 的 曲线 L* 的 点 的 向 从 ，* 是 母线 的 方向 向 量 ，? 是 直 纹 面 上 
流动 点 的 向 径 。 

(证 明 ) 设 向 量 孟 数 p(x) 和 Ts) 为 C :类 ， 由 已 给 直 纹 
面 方程 玉 :?=p(C#) +sT(#) 得 

T= +vT CGO TCD) 
所 以 直 纹 面 法 问 量 为 

=r,= Pp' (NY) XT + oT (WY XT Cy) 

必 村 性 ， 设 直 纹 面 是 可 展 的 ， 据 定义 知 ， 认 母线 的 切 平面 
应 当 是 唯一 确定 的 ， 所 以 消 母 线 各 点 的 法 向 量 是 定向 问 量 ， 但 
* 是 变数 ， 因 面 p'x1 与 T' xY 必 是 共 线 的 ， 故 有 

‘p' x 7) x {tT' xT}= 活 
种 三 重 积 展开 式 ， 得 

Cp Ts TT (p'sT, TIT= 

938 


图 2 一 1 图 2 一 13 


因为 (p',T,T)=0 
所 以 (8g, T, TYT=0 
但 . Te0 
即 tp', Tt, T=0 
这 分 性 : 已 知 (p'， TT') = 0 所 以 PP，T，T 共 而， 因此 
和 xxT 与 T xT 共 线 ， 即 沿 母 线 ，“ 的 法 向 基 下 是 个 定向 向 量 ， 
所 以 沿 母 线 的 切 平面 是 唯一 确定 的 ， 即 吉 绞 面 是 可 展 的 (多 
3 一 18，2 一 19) . 
利用 上 例 的 结论 可 以 验证 ， 一 切 难 面 、 柱 面 和 每 条 则 线 的 
切线 曲面 都 是 可 展 的 ， 而 且 可 展 曲 面 也 只 有 这 三 种 类 型 。 


$7 ” 渐 伸 线 与 渐 屈 线 


作为 包 络 理论 的 应 用 ， 我 们 讨论 渐 伟 线 与 渐 屈 线 ， 

了 定义】 已 给 曲线 工 ， 它 的 切线 族 的 正 交 曲 线 为 L， 则 称 
工 ' 为 工 的 渐 伸 线 ， 河 时 又 称 工 为 "的 渐 届 线 ， 显 然 ， 浙 屈 线 是 
渐 伸 线 法 线 族 的 包 络 出线， 

[定理 11 车 已 给 其 线 :7? =?tr)， 它 的 渐 促 线 工 的 方 
程 为 


4 


中 = 二 
(其 中 ，p 是 L' 上 的 流动 各 径 ，s 是 上 上 定点 训 的 参数 ，T 是 上 
的 切 问 量 ，》 
(证 上 明 ) 由 定义 已 知 曲线 工 的 渐 伸 线 卫 是 曲线 了 上 的 切线 族 
移 正 交 曲 线 ， 因此 ， 工 上 上 的 点 好 都 必 在 工 的 切线 上， 我 们 设 工 ， 
上 站点 的 向 各 为 p〈 图 2 一 20》 ， 则 p=7(D +4(CDOT(CD 《7 
就 :微分 之 可 得 . 
P =T 人 二 和 (DT 人 人 十 各 下 A 
利用 曲线 的 『 一 了 公式 ， 
上 式 可 写作 
Pp'= 0) AT OH) 
+ A KY 
用 TT 对 上 式 两 端 作 内 积 ， 
青 报 指法 伸 线 的 定名 可知 
p Lr， 所 以 
pT=1+d (=0 | 捆 2 一 2 


Wl : (7:2) 


将 {7,2) 起 积分 ， 得 
-as er 
将 (7,3) 式 代 入 (9,1) 式 得 
户 = 节 (5 十 《下 一 好 区 
这 就 是 曲线 工 的 渐 伸 线 方程 ， 显 然 具 要 给 定 一 个 初始 点 Pi 
就 确定 一 条 渐 伸 线 上 上", 
[向 1 ] 试 证 曲线 工 上 尾音 点 刘 , 的 切线 与 它 的 浙 仲 线 


所 交点 N 的 距离 MN| 等 于 工 的 初始 点 P 到 点 导 , 的 狐 长 | 态 六 
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—— rT PD LM Hh rl 


(图 2 一 21) 。 
( 解 ) 设 Li:?=r?(r 的 
渐 介 线 方程 为 
PTO + -1T 
设 咸 衣 , 所 对 应 的 参数 为 和 即 
| Br = 一， 这样 ，MM,(5,) 
的 切线 与 渐 伸 线 工 药 交点 六 前 
问 基 由 上 和 式 麻 知 应 为 
MN =p-r() = (TY 
所 以 


Tr 


(MN =Jp-yGol = [sl lr = IP 


[ 例 3 ] 试 证 -条 曲线 工 : +=?(') 的 两 条 渐 伸 钱 了 
L, 是 等 距 曲 线 ， 它 们 的 距离 等 于 志 ,， 工 :的 初始 点 My，MH, 的 弧 长 
[MM = 

( 解 ) 只 须 证 明 对 尾 意 点 MD， lp, 一 pi 是 常数 ， 旦 等 于 
二 初始 点 间 的 强 长 。 设 Li，L， 的 初始 点 汶 针 81) ， 玉 ,59,)， 则 
与 其 对 谱 的 两 条 渐 促 线 的 方程 为 

Lipi=r?(D + ts,— TC) 

Lp rt) + (5, — TO) 


bf 


所 以， pi P= Cts — 5) La 
— {#1 — 1) JIT x, 
因此 ， NN = lp -pi 
=| 5 |= MM 
现在 ， 我 们 研究 已 给 斯 线 " 
的 汤 硕 厂 . . 图 小 一 2 


0 


[定理 2 丁 车 已 纵 册 线 L7*= YY ， 山 它 的 新闻 线 上 的 广 
程 为 
p=r() + Rvy+ (Rtew)b 
其 中 ，$ 是 上 上 流动 点 的 向 径 ，R 是 上 L' 的 贴 率 半径 ，q 是 L' 的 
任意 法 线 疝 量 名 与 主 法 线 向 重 v 的 交角 (图 2 一 23) ， 
{征明 ) ”已 知 L' 的 浙 届 线 是 L' 的 法 线 族 的 包 络 曲线 工 ， 
因此 ， 工 上 点 必 都 在 二 的 法 线 族 上 ， 所 以 浙 届 线 工 的 方程 为 
Lp=r0) + A NY 和 P, 
(7. 4) % 
由 于 RR 为 上 的 单位 法 向 是， 
因此 必 和 与 x, 和 共 面 ， 所 以 
= vecoswp + Bsing 
(7. 5》 
其 中 史 是 % 与 Y 的 交角 。 将 
《7.5) 代入 《7.4) 得 图 2 一 23 
p=r0) tACY Cyeoswm + Bsing) -7.6) 
现在 我 们 确定 系数 4 人 (9 和 g 应 该 满足 的 条 件 ， 为 此 ， 我 们 就 
?微分 (7,6) 式 ， 由 于 wp 也 是 5 的 函数 ， 所 以 得 
p'=T+tA (veosgp + Bsiny) + Atv'cosyp + B'singy 


a d ,， 
十 ( vr cop+th sing) 


=T+Aycospmihsing) + AC— rTcoOsp + 
+ XBeosp -xysing+ A( ~ Vv sinpeg + Beoswgp') 
= (~ Arcosp}rT+i A (veosg + Bsing) 
tAtp' i XIC— vsinm + Beosop) | 7,7) 
根据 渐 届 线 的 定义 ， 工 的 法 线 就 是 荆 的 切线 ， 因 此 ， 必 有 p 与 
n= ycosp+ Bsing 共 线 ， 而 # 与 1 和 【《- vsitm+ 凶 cosop) 垂直 ， 
第 


所 避 《7.7) 式 中 的 第 一 和 第 三 项 必 为 零 ， 即 


1-Acosgpr= 0, p+x=0 (7. 8) 
出 〈7.8) 式 得 
a= .1 pr.l. (7. 9) 
KR COSg COSP 
P= — 弃 或 w= ~ dt (7. 10) 
其 中 ， 各 是 任意 常数 


(7.10) 式 告诉 我 们 ， 如 果 曲 线 工 的 法 线 族 有 包 络 曲线 工 ， 风 
它 的 法 商量 # 与 主 法 线 南 量 v 的 交角 9 的 导数 必须 等 于 二 在 该 所 
的 挠 率 Y 加 负 号 ， 即 一 X。 
将 (7.9) 式 代入 (7,6) 式 ， 得 渐 届 线 方程 
p=7() + Rr+ (Rigr} Bb. 
它 说 明 渐 闻 线 工 上 的 点 都 在 过 工 ' 的 曲率 中 心 昌 平行 于 上 上 对 
志 点 的 付 法 线 疝 量 了 B 的 直线 上 上 ， 该 虚 了 与 曲率 中 心 的 距离 为 
Rtge, 
[推论 1 如 果 空 间 曲 线 世 的 法 线 族 本 在 包 络 蝎 线 一 一 渐 
届 线 工 ， 则 将 L' 上 法 线 在 法 平面 上 转 一 个 定 角 后 的 法 线 族 仍 然 
存在 包 络 一 一 浙 周 线 ， 
(证 明 ) ”从 前 盏 的 法 线 族 构成 包 络 的 条 件 式 
w=- dst gy 
可 知 ， 对 每 一 个 ,的 值 都 确定 一 个 计数 Pp (7 ， 因 而 ， 就 确定 一 
个 法 线 旋 的 包 络 曲线 一 一 渐 届 线 ， 它 说 明 一 条 空间 曲线 上 具有 
一 个 单 和 参数 为 内 的 渐 届 线 族 ， 因 此 ， 恨 设 工 的 两 组 法 线 的 包 络 
各 为 地 ， 工 :， 则 它们 所 对 庶 的 函数 各 为 : 
p= ~]xd+pe 
P= jxds+ pe 


3 
因为 yp%， 是 两 个 证 数 ， 所 以 

pp" 一 w 三 常数 
因此 ， 可 知 上 ' 的 法 线 族 鞠 存 在 包 络 曲线 ， 则 把 二 "的 法 线 族 在 
各 自 的 法 平面 上 旋转 常数 角 所 得 到 的 新 法 线 族 ， 仍 存在 包 络 
线 ， 


可 题 
1T1. 等 出 下 列 曲面 的 盆 数 方程 ， 
《1) 柱 轩 村 面 -2 + 了 


hr 
主 
2 
《3) -次 锥 曾 - 允 -1 r= 
(4) 六 物品 


了 
(5) 双向 拖 物 面 ;~ -= = 25, 


3?， 试 求 下 列 各 参数 方程 (t+ 为 参数 ，c， B，< 为 正 实 数 ) 确定 何 
和 出 证 。 z 
C1} r= dcogeost, broswsinv, csint¥}y 


4 _ Vv 和 YE 内 
《2 FF- 1 一 tu lt cm) (T+ ps 


(C3) p= 2u0}, 


4 r={tachy, bshucosv, cshusiny}, 


3。 试 验 让 下 列 二 参数 方程 确定 同 ~-… 曲 面 ， 并 验 下 备 自 的 参数 购 
网 是 否 为 正 交 网 . 


Dr 
{2) r={achicosv, behw:inn, ceahy} 
4 斌 还 若 通 其 = {achyeosg,， achgsinv,， 0#} 的 参数 油 绥 网 构成 
下 交 网 ， 
5。 试 玉昌 而 X = 十 山下 = 本 0 在 点 主 (2 2 2) 处 
的 志 平 面 方 各 . 


6， 试 求 曲面 Y = {unosv，wninv，2v} 在 点 P《(]，1， 字 -) 处 的 殷 


平 而 方程， 

7。 试 证 曲面 (x yy,2) =0， 在 访 Ptxe， Ya， #0o) 处 的 扔 平面 方程 
沟 ， 《入 一 区 站 本 十 【1 一 6) 有 7 + (2— 2 FO. 

8。 试 证 湖面 x? t+ yn +82= an 在 点 (人 bo 处 的 切 平 醒 方 程 为 
wx! + yyon! 十 220n 一 1 = 

9， 试 在 曲面 xyz= 1 上 ， 求 平行 于 平面 *+ y+2--3= 必 的 女 平 面 
方程 


10， 试 证 曲面 驹 4 谋 | 于 噶 的 切 乎 醒 被 坐标 而 规 取 的 线段 的 
平方 和 是 一 常数 。 

11。 试 证 曲面 4= zf ( 兰 ) 的 所 有 切 平 面 都 通过 一 定点 ， 
”12。 试 求 蚜 旋 线 的 切线 构成 的 曲面 。 并 证 明 此 曲面 的 法 鲁 与 0 轴 奖 
成 定 角 ， 

13。 试 证 曲面 = wcoap， ?= taijintp 8= 妆 ft 的 法 组 方向 余 束 为 


和 三 sing ya ED -2 

wtp M7 + 2 v He pr 

14， 试 证 曲面 站 = {weosv，4sing，d9in22} 上 人 竹 一 点 的 女 平 图 与 此 
曲 址 的 交 线 之 一 为 本 图， 


SY! 


”15。 试 来 精 癌 面 族 az (- 备 -+ - 沧 -)+ -2 = 1 的 包 络 面 。 


Q* pb? 
foo 


9 证 行 卫 | 1 的 长 轴 的 弦 为 直径 芍 球 
多 = 昌 
面 旗 包 阁 。 
17。 试 求 柱 面 族 y+)? = (x+a)? 的 包 络 ， 
18。 试 求 媒 族 线 f={4cosf，dsinf，84} 的 从 切面 的 包 络 ， 
19。 试 证 贺 ?= 和 :yt 寺 2 一 2 (Dx~a:=0 是 球 曾 训 x*+ 
0 的 特征 钱 。 
20， 试 证 ， 以 通过 坐标 头 点 的 四周 w+Y 一 2x%=0，z= 作 的 驼 为 直 
径 的 建 面 旗 的 包 纤 为 
了 
21。 试 求 曲面 族 了 = {tw mm 一 wa? + va)} 的 包 络 。 
22。 试 求 平面 族 1 + a?%+0ytz=0 的 包 绍 面 的 背 钱 方程 。 
23。 试 求 平 隔 族 Ce 


24。 试 证 平面 识 一 一 一 a + .+ =] 的 包 儿 而 的 冰 二 方程 


I p+ 十 本 


为 
w= ta) y= b+) 二 
CE- 四 (ep 下 ” 地 一 全 全 一 全 
(其 中 ss 问 。 


25, 试 证 半径 为 定 伪 C 中 心 在 正则 则 贱 *= (3 上 的 妹 画 能 的 包 络 
面 的 崔 线 方程 为 


_ y “了 人 
p=r(s) + 二 二 VC:- (七 ) 和 其 中 # 为 曲率 ，》 


26。 试 证 平面 恋 Qa:%+ ay+ ?= 的 包 络 而 的 背 钱 退化 为 一 点 。 

27。 已 向 犯 物 面 六 程 为 “= 28tcoag，9 = 2businy, sg = 2K: (dcos?Y+ 
5sinsj， 试 在 此 曲面 上 求 一 条 则 线 便 沿 此 蔓 线 的 曲面 的 艺 尝 商 与 ozy 举 
标 面 构成 定 角 并 求 这 族 切 平面 的 包 络 的 背 线 ， 

， 型 。 试 证 平面 族 azw+ 2ay+ 2z= 2u 的 包 络 面 是 一 铁画 并 求 其 
包 姥 面 记 程 . 
29 试 求 井 线 ?+=*(5) 的 法 平面 族 的 包 绍 面 的 疹 线 方程 。 ，…: 


101 


304 ” 试 证 定 铸 肯 钱 的 法 平面 族 的 包 媒 盏 的 将 钱 仿 是 定 眉 项 线 ， 

31，。 试 证 曲 鲁 了 = taf， 大，c0 的 切 钱 划 面 基 四 次 代数 曲面 ， 

32。 试 证 明 曲 而 ?= {ur + 3 D03 十 HO, ut 2 | 二 可 改 曲 
面 ， 

33， 试 证 归 肯 而 了 = {ost = CW 十 3ind 316Y 【如 寺 D0) Coad, H+ 2u} 
基本 展 肯 策 ， 


34， 试 正在 二 咀 线 f 了 “404 及 { 》 “他 * 上 沸 动 直线 构成 的 可 属 
曲 贾 是 柱 面 。 
人 5， 证 明 双 曲 撑 物 而 ={atan+ 办 ， 户 引 一 力 ， 二 } 是 不 下属 晶 面 。 
36， 试 证 乒 率 Xe0 的 曲线 ”( 效 内 线 ) 的 主 法 线 和 竺 法 线 所 产生 的 
曲面 都 不 基 可 展 此 面 。 


37， 荐 可 展 遇 页 与 曲 而 = zy 沿 出 线 广 ， ，， 相 负 ， 试 求 此 可 
x =by 


晨 茧 面 的 消 约 ， 

38 。 试 求 昌 鲁 T={3f，3ft，211} 的 浙 仲 鲁 方程 ， 

39。 试 求 精 贺 的 浙 届 线 ‘只 求 相 圆 平面 上 一 条 } ， 

40， 试 求 回 桂 克 钱 的 浙 伸 钱 ， 并 证 明 这 些 渐 伸 线 都 是 平面 曲线 ， 入 
虽 它 们 所 在 的 平 而 都 委 直 于 圆柱 的 四 

41。 试 证 曲线 己 的 渐 促 线 上 任 一 点 的 切 龟 与 C 上 对 应 点 的 主 法 级 平 
行 。 

43， 试 证 曲线 C 的 浙 伸 线 的 曲率 为 


二 | (4) = +, 
i 


” 43。 试 证 肯 线 C 的 渐 伸 线 的 挠 率 为 
二 Kr- 
| 58 — $I: xe) " 


44。 试 还 空间 炯 然 C 的 浙 伸 钱 是 平面 蔓 线 的 齐 要 条 件 基 已 为 定 琐 曲 


45， 试 求 景 访 艇 了 = {acos si Bt 的 这 而 颖 方 杆 ， 


一 -一 一 一 -一 -一 - 一 


第 三 章 曲面 论 


本 章 主要 研究 曲面 的 性 质 ， 它 可 以 分 为 两 个 方面 ， 一 是 研 
究 与 曲面 形状 无 关 而 与 曲面 的 度量 有 关 的 性 质 ， 即 所 谓 有 曲 弄 的 
内 在 性 质 ， 一 是 研究 曲 了 在 正常 点 邻 城 形状 ， 妈 所 注册 机 的 外 
在 性 质 ， 


$1 曲面 的 度 景 性 质 


在 曲面 上 志 象 在 平面 上 一 样 ， 可 以 麻 量 两 点 间 移 距 麻 ， 两 
条 曲线 的 交角 ， 以 及 曲线 有 拟 转 成 的 区 域 的 面积 ， 但 里 在 曲面 上 
直入 度量 的 和 概念， 不 象 在 平面 上 那样 简单 。 首先 我 们 通过 曲 而 
切 向 量 内 积 引 进度 量 二 次 微分 形式 ， 通 过 它 给 出 长 度 、 角 度 和 
而 积 的 计算 公式 ， 


$1.1 曲面 的 第 一 基本 微分 形式 


为 了 研究 曲面 的 度量 性 质 ， 亲 侈 在册 于 上 引入 一 次 缠 分 天 
式 的 概念 ， 
设 给 定 明 面 雪线 上 现 皮 的 疝 径 为 > 与 r+ 7， 它 们 之 闫 为 
dr =r ,dn + Ydr . ‘1, 1) 
本 身 做 内 积 
dr = du td CP dR ad) 
= Fd + oP dd + Tr dr 
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ep ph ttt rm td nh 


他 


E= FT F =?7,?,, 


他 = 人 了 《1 .2} 
出 有 
dz = Idr| := Bds | 7 、 
+2oPFdsds +t Gdov: {1.3) 
E, HG 是 向 径 的 导数 构 - 成 0 
的 ， 所 以 是 微分 不 变量 , 区 3 一 1 


【定义 】 我们 称 (1. 3) 式 为 曲 而 的 第 一 基本 微分 形式 ， 
用 9p， 表示 。 系 数 ,FF,G， 称 为 第 一 基本 量 . 它 是 丫 么 微分 
的 肉 积 。 因 此 ， 它 们 是 航标 变换 的 短 分 不 变量 ， 
因为 Eeyt, GCG=r, 
所 以 E>t, G>0 
又 由 拉 烙 关上 日 (Lagrange) 恒等式 得 
(PXT = 
= EG- FF >0 
,根据 线性 代数 关于 二 次 形式 的 塞 里 维 斯 特 ‘(Sylvester) 定 
理 可 知 ， 第 一 基本 微分 形式 导 , 3 是 人 恒 正 的 ， 
[ 例 13 试 求 球面 f= {scosgpcost,，asinpcosp，asin0} 
的 第 一 基本 数 分 形式 gp( -了 了 <p 了，~ <b<mj。 
人) 先 将 ?对 它 的 参数 p，98 分 别 微分 得 ， 
?= {~ asingcosd, acospcosd, 0} 


P= -cosraing, -asingsind, sacost) 


出 已 一 和 = 4a, P= ,=0, (= = #0os 
因此 gq, = a (dO: + cos:ddop:). 
[ 例 23 试 求 空间 曲线 的 切线 曲面 p= 了 (7 +4T0) 的 第 


一 基本 微分 形式 (2oo<s +oo -Ac +o0), 
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( 解 ) 对 上 式 就 它 的 参数 9y，14 分 别 微分 ， 则 得 
站 = 了 Tt) + Arv (Cs) 
pi= Ts?) 
所 以 E=ps,=1+, FPF=p p=1i, G=p2 =1 
因此 p= (+t A) ds + dsrdd +t dA 
[ 例 3 3 试 求 正 螺 面 7 = iwcosv，wsinr，av} 的 第 一 基本 
微分 形式 gp， (0<Y< + oo 0So<23z) ， 
( 解 ) 将 上 面 方程 就 它 的 参数 #、s 分 别 微 分 得 
,= {cost, SInz 0)} 
Twing, #CDS8 4} 
所 以 E=r:=1, F=r7,=0, G=r,:=#!+a: 
因此 p= d+ CW) dp 
人 傅 4 ] 试 求 旋转 曲面 ?= {rcos8，rsin6，x = 了 f(r)} 的 
第 一 基本 被 分 形式 py (0<f<2rr 0<Sr< + oo) ， 
( 解 ) 将 上 面 方程 就 它 的 参数 +，8 分 别 微分 得 


,= cost, sing, f'0ry} 


r= {rsing, rcosd, 0) 
因此 FE=r=1+/ “(9r), F=rAr=00G=re=r: 


gq = +) dr + p20 
[ 例 53 在 yox 面 上 的 最 链 线 的 方程 为 + = ach~， 现 在 
以 ox 为 旋转 轴 ， 求 这 个 旋转 曲面 ( 晤 链 面 》 的 第 一 基本 微分 


形式 ， 
( 解 ) 因为 是 旋转 曲面 ， 所 以 可 按 开 而 例 4 的 方法 求 姑 ， 


已 知 += ach-， 它 相当 于 70)， 因 此 
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下 【六 一 _ 一 二 一 1 


和 
所 以 
1+f "(7r) =1+— - 1 = he 
sh:. sh?.% ch: “1 
a 4 a 
设 旋转 角 为 9， 因 此 


w= Ohi does+ateh < do: 
Fr 


$1.2 曲面 上 曲线 的 弧 长 


现在 通过 第 一 基本 微分 形式 ， 给 出 曲面 上 两 点 间 的 辣 长 的 
计算 公式 ， 
【定理 本 已 给 曲面 的 方程 为 
之 ， 和 工科 人， 押 ) 
和 连接 它 上 两 点 44= 向 ，BL= 晴 的 曲线 上 , #=#(D，?= 
(人 攻 。 则 从 妈 到 了 之 冶 前 弧 长 了 为 


?= | VE (+2F(2 (Jrc 人 (2 (2 4 
(证 明 ) 设 过 < 上 了 两 点 的 曲线 为 上 ,w=#(i)，v= 
(六 。 因 为 工 在 己 上 ， 所 以 满足 王 的 方程 。 因 此 ， 工 前 方程 为 
志和 人 (i. 4) 
因为 上 的 曲线 也 是 空间 曲线 ， 所 以 计算 空间 曲线 缴 长 谣 公 式 
后 斥 | dt 也 适用 于 计算 三 上 曲线 前 疡 长 ， 我 们 完 求 出 于 他 | 。 
海 此 ， 先 微分 入, 自 式 ， 得 
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(1 .6) 
层 此 曲面 上 弧 长 公式 
CE EE AE 
1.7) 


[ 例 63 考虑 单位 球面 
T= (costsinp) e+ (sindsin wm) es 二 COSDe， 


上 的 曲线 (如 图 3 一 2) 


下 
P=-t 


了 
0 < 


此 曲线 从 赤道 线 开 始 ， 螺 

旋 上 升 辆 北极 , 求 其 弧 长 . 
( 解 ) 对 方程 分 别 就 

8，wp 求 导 ， 和 担 


r= (~ sin08in gp) e, 图 3 一 2 


+ (Cosfsingp) e, 
”= (Costcosp) e+ (SinNdcosy) ee — Singe, 


因此 三 = 和 "=8inzsp PF=YoT =0,.G=7r,=1 


EL ptg (E+) 2sin (3 - 去 ) Cos ( 字 一 去) 
_ 1 
51n (3 一 1!) 
dp 


男 此 我 们 得 到 wp,， 即 
p= EB | 5 ) + Fd do ,Ge (PF) 


dt dt dt df 
site 
gin: Es 站 
所 以 弧 长 为 
[vo -| v7 d= 


1.3 曲面 上 二 曲线 的 交角 


现在 利用 第 一 甘 本 徽 分 形式 ， 再 给 岂 筑 面 上 二 虹 线 交角 的 
计算 公式 ， 
[ 定 头 】 如 果 二 曲线 相交 ， 划 它 信 在 交点 的 切线 的 类 角 称 
为 此 二 曲线 的 交角 ， . 
【定理 2 了 已 给 曲 弄 的 第 一 基本 微分 形式 
的 二 半生 
和 过 一 点 的 二 曲线 工 = 加 人 让， 三 抽 和 人 
Loe HW Wa), = V5,) 
它们 的 弧 长 参数 各 为 fy mr 则 一 遇 钱 的 交 戎 wm 的 杂 莎 为 
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— Edxdn rt TP(ds dv t+ dusdr) + Gdv dr 
Ed +2Fdady + Gavr rv Eduist SF dudv + Gavis 


COSP = 


证明》 因为 L,、 上 ,的 
方程 分 别 为 

Lir=rTCatny vv tr)y) 
和 LT eT (ms) V2)) 
所 以 它们 在 交点 的 切 疝 其 分 
列 为 


因为 切 沿 后 的 交角 就 是 曲线 的 交角 (图 3 一 3} ， 所 以 


_ dr dr 

049 一 ds dr, 
_ Ax do dg: 
= (r。 而 “7 P(r. dr" 9 ) 


Bawdwe +t Fdid pat Adiedy) + Gdv dr 
dds, dss 
因为 dr = vw Ednr taF dnadv CN 
d= VEdua taF dndv t+ Gav 
代入 上 式 ， 即 得 交角 w 的 余 强 公式 ， 
这 里 注意 ， 如 果 昌 线 L,， 工 : 是 有 问 的 ， 则 可 利用 


Edudwa + Fldx di + dv dur) + Gavdr: (| 8) 


“oS dress 
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反之 ， 若 所 给 晶 线 是 无 向 的 ， 则 公式 可 写成 


五 如 CU 二 


已 二 下 
OP iT 


(1.9) ， 
显然 根 式 的 正 负 号 央 示 ww 角 有 两 个 信 其 和 为 x。 
Edaadnws t+ Fldnadr + dAdo) + Gdrdra= 0 


(征明 ) 必要 性 如 果 上 要 丰 L， 则 p=， 所 以 
cosp= 0， 因 蕴 
Edgadss t+ Pdr dv: + Zhuds) t+Gdvadr,= 0 
充分 性 ， 者 
ds 二 下 (deidas 十 二 下 人 
而 分 母 不 为 零 。 即 yqrudr: 和 0 所 以 cosp=0 即 9% = 本， 因此 


LL;, 
[ 例 7J 斌 证 举 标 曲线 网 为 正 交 网 的 充分 必要 条 性 为 了 = 


(证 明 ) 设 二 是 曲线 ， 则 dz 三 人 ”LIL， 是 vv 曲线 ， 
则 dw;=0 把 它们 代入 交角 公式 (1.8) ”就 得 到 坐标 网 的 交角 
公式 


Fear ds, F 


CS 及 = — a {1 ,1 
' VEC 


如 果 # 曲 线 与 ?曲线 垂直 ， 草 cosg = 总 即 了 =0， 反 之， 若 
上 = 路 因 >0, CE 四 所 以 分 母 不 为 0 。 因此 ， Cosgp = "0, 


即 p=- 所， 所 以 坐标 曲线 一直 ， 也 就 是 坐标 网 是正 交 网 ， 
[本 83 求 圆 锥 曲面 = {elgp)cosai+ ksingyv 上 的 曲线 
li0 


Cv= -ep 与 坐标 曲线 p= 常数 的 交角 ， 
 《 解 ) 由 图 锥 盟 面 方程 可 得 第 一 基本 微分 绢 式 
P= (pooner) td op 
对 于 已 给 曲线 的 微分 dv = -4mwer dg = wrdgp， 设 举 标 曲 线 的 举 
标 为 o，oi， 上 曲线 5 的 直线 坐标 为 mm，9z， 即 
dy = Amemp dp = mv:d pe 
对 于 坐标 曲线 gp,= 常 数 dz:=0 
特 上 述 结果 代入 奕 角 公 式 中 ， 因 为 下 =0。dq,= 0 ， 所 以 
-at 
Cd) :+ (Cosa) ‘dp dv 
| 
Vm dopet ss CO ad pe 


cosp = 


Myrd pe 
pad po WH + CoSA 
mm Ld = 
m+-COé'a 常数 


战 曲线 z= A™r 与 坐标 曲线 多 = 常数 相交 成 定 角 ， 


$1e4 曲面 的 面积 


现在 给 出 曲线 所 围 成 的 曲面 的 面积 计算 公式 

【 定 关 】 将 已 师 曲 面 上 区 域 刀 ， 分 为 基干 部 分 区 域 Di D。 
Do 。 过 每 一 区 域 的 某 - 内 点 作 切 平面 ， 并 将 对 应 区 域 投影 
到 切 平面 上 。 设 由 区 域 D; 投影 面 得 到 的 平面 区 域 面积 为 45; 
作 所 有 面积 的 和 


Rm 一 Yy 25, 
一 


当 部 分 区 域 的 数目 无 限 增加 、: 部 分 区 城 随 之 缩小 面 每 一 区 域 赵 
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于 一 点 时 ， 泛 和 之 极限 称 为 临 面 区 域 立 的 面积 ， 
【定理 3 丁 已 结 曲 面 <:7 =T(4,z) 上 的 一 条 闭 曲 钱 上 ， 
了 晨 线 L 转 成 一 个 区 域 吕 ， 这 个 区 域 台 的 面积 3 为 


s= | | EE-F:ded, 
0D 


“证明 ) 将 区 域 卫 参数 化 ， 并 选择 部 分 区 域 的 边界 ， 使 与 
坐标 曲线 一 致 、 试 考虑 D; 区 域 之 一 ， 殷 定 其 边界 曲线 交 寺 四 
后 

2 tn, 1 , (二 的 
4 人 二 -好 的 (十 和 + 二 
将 其 四 点 投影 到 过 4 上饶 的 切 胖 面 上 《如 网 3 一 4 ，3 一 5)》 点 


丙 3 一 4 
A,，At，A， 与 4 的 向 径 各 
为 . 

季节] 
TRt+ pH) ,TH + 2, 
二 yf) 
蒜 中 性 8 计 V0。，Ay 守 0，{ 图 3 
一 6) ， 于 是 根据 泰 惑 公式 有 


-一 
A =r PD FR = Bk 
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-一 -全 
4 A= rs = + By 


其 中 8，a 各 路 Is->0、Av>0 而 趋 于 09， 


车 不 计 高 阶 无 穷 小 , 则 向 量 A 人 4 与 4,4, 在 切 平面 上 的 投 

影 可 取 为 
Yn 7r， 

区 域 了 在 4 点 切 平面 上 的 投影 而 积 近 似 于 以 癌 量 ye 与 
r,yo 为 其 邻 边 平行 四 边 形 面积 。 故 有 

= | 和 次 条 LVALA2 二 
注意 * 与 部 分 区 域 相 比 较 仍 为 高 阶 无 穷 小 ， 可 略 去 ， 由 此 
得 到 


?=Hmy yi=lim hr x Td da Lo 
ol TT 


曲面 上 区 域 了 的 面积 5， 自 数学 分 析 已 知 
5=|| | 和 


又 (人 xy ):= BO-F: 
于 是 
= 二 Fa gwdy (1.11) 
由 面积 公式 (1. 11) 看 出 ， 它 的 被 积 函 数 是 曲面 的 第 一 基 
本 微分 形式 的 判别 式 ， 因 为 BG - :>>0， 所 以 这 个 积分 是 有 
音义 的 . 
其 次 再 证 明 ?= || [rx ,| duds 与 参数 的 选择 无 关 . 


假定 在 由 而 上 引用 新 曲线 坐标 系 ， 它 的 曲线 雁 标 为 a, 记 ， 
而 它 与 原来 曲线 坐标 系 的 坐标 zx，s 之 冶 的 关系 为 
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rr er er 


a=at#y) A=A{,s) 
新 举 标 站 底 向 量 对 参数 的 导 函 数 ， 与 原 有 坐标 基底 向 量 的 消 数 
关系 为 


rr + r= 0 


* 38 "og 


ee 


dx 38 a8 ox 


(学 OF Dw 8 


用 新 坐标 计算 曲面 的 曾 积 ， 有 


[Ir xr dad = 1 |r, x rol ds dv _ On Ov dadp 
Dp b 


B78 3 dn 


但 由 积分 学 可 知 ， 多 重 积分 中 积分 变量 的 变换 ， 应 滋 以 变换 画 
数 的 雅 可 比 行列 式 ， 因 而 得 到 


j rx rol dad B = | xy | des。 


[ 例 9] 在 岂 := wo:+ :十 43) dy 为 种 一 基本 微分 形 
式 的 曲 珊 上 ， 求 由 三 条 曲线 &= 土 ao， 5 =1 所 围 成 的 曲 边 三 角 
形 的 面积 (图 3 一 ?7)， 

( 解 》 由 给 出 的 第 一 
基本 微分 形式 可 知 ,E = 1， 
PF=0， 如 = 十 4a*， 而 县 
知道 三 个 项 点 的 曲 级 坐标 
各 为 Atw=0, v= 小 、 
Bla=a, v=1) 和 c(t%= 
一 #4，V=1)， 因 此 面积 公 
式 的 被 积 罗 数 为 

VEG- Fi = V+tal 


il4 


所 以 人 4BC 的 面积 为 

3 rad) +t [ra ds). a 
或 者 将 # 代 以 一 *， 则 第 一 积分 变 为 第 二 个 ， 因 此 上 式 右边 等 
于 第 二 个 积分 的 二 伴 ， 即 

3= 2 FT dz 


= ?| 人 一 a + a: dw 
8 a 
n 3 一 ~  - 
-1 -之 (RF a) + A 十 栗 
3 


1 


+ arlntw+ wv H+ a. 2 ， 
= | 三 - YE iad rv 


$2 ”曲面 的 等 距 、 等 角 和 等 积 变换 


高 斯 (Gauss) 在 他 的 地 图 投影 中 ， 想 通过 地 图 测量 出 在 
地 球 表 面 上 对 应 的 曲线 部 长 ， 两 方向 之 间 的 交角 以 及 曲线 所 国 
成 的 区 域 的 面积 。 实 质 上 就 是 考虑 在 两 个 形状 不 同 的 曲面 上 ， 
能 谷 有 相同 度量 几何 的 问题 。 在 这 一 书 里， 将 给 出 当 二 曲面 清 
足 什 么 条 件 时 ， 它 们 对 应 弧 长 相同 ， 对 忘 方向 的 交角 要 等， 以 
及 对 应 曲线 所 围 成 的 面积 相等 ， 地 所谓 等 距 等 价 ， 等 第 等 价 以 
及 等 积 等 价 。 


$2.1 扭曲 与 贴 合 、 等 距 变 换 


为 考 坊 在 两 个 形状 不 同 欧 曲面 上 ， 能 谷 上 基 有 相同 的 度量 几 
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何 ， 先 通过 实 便 给 以 直观 地 说 明 ， 首 先 在 矩形 纸 片 < 上 《图 3 
一 8) ， 给 定 一 个 和 POR, 然后 将 纸 片 不 伸缩 ， 不 折 裂 地 连续 


心 


(a) ‘by 
沿 3 一 8 

变形 卷 成 柱 面 呈 , x 上 的 入 PQR 变 成 柱 曾 上 的 出 边 三 角形 
P'O'R'， 旺 热 PR = Po'，OR =0'R',PR =P'R'; 同 时 .<PQR = 
POR', LORP= .0'R'P, LRPO= <R'PO', 而 有 A 和 APOR 
的 面积 等 于 入 PQ'R 的 面积 。 我 们 知道 度量 几何 是 决定 于 长 
度 、 角 度 和 面积。 因此 ， 平 面 x 与 柱 面 荆 上 的 度量 几何 是 相同 
的 ， 却 果 我 们 把 曲面 不 伸缩 、 不 折 列 的 连续 变形 (如 把 平 而 抢 
形 片 卷 成 柱 而 ) 叫 知 扭曲 。 那 么 一 个 赐 面 了 ,经 过 扭 期 与田 一 
个 同 面 对; 完全 替 合 就 叫做 三 , 与 瑟 ; 贴 合 ， 旺 然 凡 经 过 插曲 
后 斌 贴 合 的 曲面 上 都 具有 相同 的 度量 几何 ， 但 不 是 任何 二 曲面 
通过 狠 曲 后 都 可 贴 合 。 例 如 球面 怎样 所 曲 也 不 能 与 平 而 贴 合 ， 
因此 ， 平 面 与 球面 不 具有 相同 的 度量 几何 。 这 样 就 迫使 我 们 把 
扭曲 ， 贴 合 应 用 至 各 种 曲面 上 ， 给 出 鉴别 它们 症 否 有 其 有 相同 的 
度量 刀 何 的 方法 ， 

得 是 扭曲 和 巾 合 的 娄 念 过 十 息 统 ， 很 难 做 为 数学 的 精确 概 
人 礼 ， 光 此， 我 们 给 出 二 曲面 了 ,、Z: 之 间 的 等 中 《等 前 、 等 
积 ) 变换 来 代 答 扭曲 和 贴 合 . 

长 定 六 站 已 给 二 直面 1 条 一 (3 了 
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它们 定义 域 各 为 了 和 靖 *。 在 这 两 个 曲面 的 定义 域 之 问 、 给 冒 
一 个 变换 gc: D~D*， 它 们 的 解析 表示 式 为 
| KW = We #0) 


世相 二 站 可 《 若 ，7 


(a) (hb) 
图 3 一 9 
面 且 5 满足 下 列 三 条 件 
(1) 画 数 畔 = x9) 、9= 3(9 人 ) 是 单 值 5 类， 


Gi) 雅 可 比 行列 式 | -全 2 | 冯 0. 

(ii 在 o 下 台 , 与 号 : 对 应 缴 长 2B= 五 Br， 则 称 这 个 变 
换 为 等 距 变换 。 如 果 二 曲面 三 , 与 全 : 之 间 存 在 等 距 变 换 o， 
则 称 曲 面 衬 , 与 立 ， 筹 距 等 价 ， 有 显然 满足 条 件 2D、(D)、 Gii) 
的 变换 o， 就 是 扭曲 的 数学 描述 ， 苏 等 距 等 价 无 非 是 贴 合 的 数 
学 描述 ， 

在 论证 一 些 问题 时 ， 为 计算 上 的 方便 ， 我 们 把 变换 做 如 
下 约定 

如 果 5 变换 作为 ?的 罗 数 的 并 ,vz 代入 曲面 艺 * 的 方程 
里 ， 就 得 到 参数 #,，v 表示 的 曲面 全 :的 方程 ， 而 在 了 ;和 :上 
具有 相同 的 参数 #,， ”的 点 做 为 对 应 点 。 这 时 候 ， 曲面 Zu 
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号 : 上 上 对 应 明 钱 就 有 相同 的 参数 方程 zx= xD 、s = 的， 在 对 
应 点 ， 有 相同 的 微分 dzy， dp。 . 

【定理 】 忆 绽 二 曲面 ?BY= 了 (nt 7*) 
如果 存在 变换 og，#* 二 #0 ，# 二 v9)， 合 瑟 当 工 : 等 
距 等 价 的 充分 必要 条 件 基 它们 的 第 一 基本 量 相 等 ， 即 ， 

E=B*, F=PF*, GG={ i* (2, 1) 
证明) 必要 和 性: 设 宇 | 与 Z: 在 变换 oO = 全; 双 )， 
小 = wy) 下 等 距 等 价 ， 即 对 应 的 弛 长 f= 5*， 
现在 糙 变 换 co 代 入 ,得 
=) 9) ) 
这 时 使 王 / 与 写 ; 在 9 下 的 对 应 点 县 有 =w，# =t* 《家 示 有 
相 品 的 戎 数值， 因而 上 = dn， 一 40 这 时 


A 


"ye 2 (E+ (0) 
9*， 即 
Ban:+ DFadudv + Gdv: = Brdau: + DP*dydy + GC*dy 
因为 上 式 对 任意 的 dx，dr 邦 成 了 立 ， 所 以 必 有 
E=E*, F=F*, G=G* | 
充分 性 ， 如 果 了 与 ;的 第 一 基本 莉 相 等 ， 即 
EB*, 下 =Fe G=G+ 
选取 适当 的 变换 G， 语 三 斌 ( 思 2)，t 二 娃 (w, 四 使 对 应 成 的 参 
数 相 等 ， 即 “= xs*、2= tr， 这 时 对应 曲线 的 方程 也 相同 。 设 
革 ,- 与 之 : 的 第 一 基本 微分 形式 各 为 
ds = Edy: +2oF dnde + Gdv! 
ds*? = Erdw +2P*rdndv t GC*dr™ 
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由 条 忻 可 知 必 有 ， 
dr = ds 
印 二 了 让 
因此 ， 二 与 之 : 等 耻 等 价 ， 
[人 鲍 1] 试 证 ， 柱 面 之: = {Laces#，zsin#， 介 与 平面 志 ， 
?= {x，J} 等 距 等 价 。 
《证明 ) 柱 面 的 第 一 基本 微分 形式 为 
开本 二 人 二 
平面 7 的 第 一 基本 微分 形式 为 
dr = dx + dy 
为 证 明之 与 x 等 距 等 价 ， 只 须 求 出 变换 和 使 := 二。 为 此 ， 通 
过 dr*= ds*， 求 出 变换 5， 
设 太公 十 本 一 dx td 
令 dx = ady:, dy’:= dr: 
出 得 dx=adx 即 w= an 
dy=dy 有 即 y=+ 
我 们 以 x = at y=v 为 变换 9， 把 它们 代入 ds: 则 得 
ds:=dx + dy = atdn tt dt' = dr*t 
即 存 在 变换 5 使 过 与 < 等 距 等 价 。 
[ 例 22 试 证 切线 曲面 之 p =?(r) +vT(s)，, 与 平面 等 此 
等 价 。 
“证 明 ) 因为 切线 曲 商 的 第 一 基本 微分 形式 为 
m= (+ nd drdy + dy 
从 这 个 式 子 看 到 ， 它 仅 与 消 线 工 ，r=r?(s) 的 曲率 上 有 有关， 而 
与 它 的 挠 论 x 无 关 。 因此， 可 以 取 浓 线 工 网 月 然 方程 为 
KK, X=AxC) 
作为 之 到 平面 < 的 变换 gc， 其 中 4 为 任意 实数 。 现 在 把 4 逐 汪 
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变 为 0 ， 出 硝 线 了 (1) 变 为 平面 = 上 的 平面 曲线 ， 这 时 切线 曲 
荆 之 也 将 随 4 的 变化 而 变化 。 当 4=0 和 桂 ， 则 三 变 为 平面 z 上 平 
曾 碍 线 的 切线 全 体 所 构成 的 切线 碍 面 。 由 主 二 的 第 一 基本 微分 
形式 与 搓 率 x 无 关 ， 因 此 ， 在 这 种 变形 下 mw 不 变 ， 所 以 过 与 
平 而 x (局 部 ) 等 距 等 价 ， 

E 例 31 试 证 正 螺 而 全! ?= {co zsihy， et] 


( Se) , 和 破 链 面 卫 :7 = {ach to0sb, ach- sing, t } 


(St™ 


0 之 9<3x ”)， 等 距 等 价 . 
(证 明 》 正 螺 面 的 第 一 基本 微分 形式 为 
入 | 一 A + (+a) a 
而 有 基 链 面 的 第 一 基本 微分 形式 为 
5 = Chi di + arch’ dg, z 
为 证 明 己 ,与 二 : 等 距 等 价 ， 内 须 找 到 ~ 个 变换 o 使 多 ,= 
VF， 为 此 ， 可 已 假设 %%= 吏 ， 则 
dy + (x + or) dv = ch: dt + 4ch’ a0 
我 们 令 
t+ at= dt ch 出 #= ash- 一 【~ oo te + cc) 
doz = il: 出 z=8 (007) 
现在 以 zx = ash-， 9 = 二 作为 变换 o， 则 
使 P= d+ C0: + a dr? 


= chtadr+ (arshit +4) do: 
本 


12 


一 chao efsh: 二 1) dg 
说 厢 

= ch d+ each dO = 而 
Ej 并 


即 正 晤 面 与 大 链 面 之 间 存 在 变换 《= ash 卫 ，+=0 使 pi= 丙 
所 以 心 ; 与 之 ， 等 距 等 价 ， 


图 3 一 10 “图 3 一 11 
这 说 明 整 个 正 螺 夯 和 基 链 闸 上 的 一 段 可 以 指 曲 站 合 加 图 
3—10, 3—11) ， 
“从 变换 公式 


i 
o, #=ash— 


v= 
看 出 ， 絮 链 线 对 应 于 正 螺 面 的 母线 ， 而 睦 链 面 上 的 平行 加 对 应 
于 正 螺 面 上 的 轿 柱 螺 线 ， 特 殊 情况 ， 悬 链 而 上 最 小 图 对 应 于 正 
螺 面 的 轴 。 若 将 正 螺 面 贴 在 悬 链 夯 上 ， 则 正 野 而 的 每 一 条 母线 
贴 在 悬 链 面 的 一 条 悬 链 线 上 ， 但 有 无 穷 多 条 母线 贴 在 同一 条 最 
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链 线 上 上 ， 而 正 螺 面 的 每 一 条 圆柱 螺 线 则 绕 在 基 链 面 的 一 个 平行 
圆 上 无 穷 多 周 ， 


$82.2 等 角 变 搞 


在 上 上 节 中 ,讨论 了 等 距 等 价 问 题 ， 在 本 节 中 将 给 出 二 项 兽 
的 等 角 等 价 的 判定 条 件 ， 
【 定 尽 ? 巴 给 二 更 请 号 ,站 = 季 (Gy 1 二 ?gy 
它们 的 定义 域 各 为 P 和 DP*。 在 这 两 个 曲面 之 闻 给 定 一 个 从 了 到 
D* 的 变换 cr: 
让 
y= py 
如 果 变 换 0 满足 
(1) 冰 数 123= Wayp)p+= bat 是 单 值 三 关 。 


(i) 雅 可 比 行列 式 | | 0 

在 这 种 变换 下 ， 九 对 应 曲线 的 交角 相等 。 称 这 种 变换 2 为 
等 角 变 换 . 如果 二 出 面 之 /与 二 ， 之 癌 存 在 等 角 变 换 ， 刚 称 这 
两 个 沿 而 为 等 角 等 价 . 

[定理 ] 已 给 二 曲面 立 ,: 衬 = 他 (8 的 疡 让 六 二 入 于 【各 省 于 放 9 
与 礼 ; 等 骨 等 价 的 充分 必 糯 条 性 是 存在 变换 5， 使 它们 的 
第 一 基本 量 E, ,GE*, 了 F*,G* 成 出 钢 ， 即 

E F 6 ~ 


一 一 
一 - 一 -一 


EE* 并 本 Go* (2, 2) 


{证 明 ) 设 之 上 二 曲线 的 路 长 参数 各 为 sp 它们 的 
变 角 为 8， 导 


cost, 一 卫 2 多 二 三 (4 t+ dv dm) tC dudt 


dd 
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而 2 与 了 ,之 间 的 变换 为 Gn 二 二 -站 下 
设 了 ,上 对 应 的 二 曲线 的 弛 长 参数 各 为 1* sa, 它们 的 交角 为 6， 
即 
Erdadws 十 下 《20 二 2 4 GP de 
dr dads, 
必要 性 ， 车 外 =9, 则 cosb = cosb 所 以 
ds dv {Badr dus Pdn dv tt dudr) + Gdv drs 
= ds drAbB*dnadn ti Pr(dr drt ddrt) tO*adr dr, 
即 ， 对 任意 的 ax .dz 都 使 
(Cds ds Bb 一 dr ds E*) dn dn, 
t (dr ds PF 一 dr dr F*)} (Cd dos — dd) 
+ (dr ditG — de dG dr dr =0 
成 立 ， 显 然 上 式 各 项 系数 必 同 时 为 0 ， 即 
人 
dt .dst PF— ds rdrF*o0 
| 
但 上 式 申 的 ds.*，ds*s， ds,，dss 都 是 弧 长 的 微分 ， 均 不 为 
堆 ， 所 以 


Cosd, = 


sv*{# py 局 


OO 


成 立 ， 设 它们 的 比值 为 实数 1/4， 如 果 ,上 二 曲线 的 交角 的 
余弦 为 
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reac 


Beda dr +r Pt(guidv + ddv,) tOG*dvdr 
dd 


Cs 用 = 一 


Gradgdas 十 P*(dgw dr t dndy) + G*dy, dr, 


| —. rn 一 一 一 一 一 一 


AR 十 Ordri Evds, +2E*dy dr, + G*dv,i 


< 一 


把 (3.3) 式 ， 代 入 上 式 ， 则 


cos 
AE ds# 1 i 十 AF (a, dy + du ds,) + AGdr dav, 
VE + AF dw du +t AG de tv AE du TH + AG doe: 


Edwdw + Fldwdv, + dndpy + Gdv dr, 


Ee 


VC 


= cos 


即 ， 如 果 在 在 变换 ce 使 (2 ， 8) 成 立 ， 则 曲面 全 与 局 等 
急 等 价 . 


[机 4 2 试 证 球面 ? :r= {scos8cosgp, acos9sing, asin 仿 与 
平面 x;? = {x， 分 等 角 等 价 ， 

证 明 )》 蕊 知 球面 的 第 一 基本 微分 形式 为 

P= Add: tacos0d oy 
而 平面 z 的 第 一 基本 微分 形式 为 
= dx + dy 
为 了 判定 球面 是否 与 平面 等 钊 等 价 ， 我 们 只 须 找 到 一 个 变换 
0， 使 7 与 在 0 变换 下 ， 对 应 的 第 一 基本 量 成 比例 。 因 此 ， 
我 们 令 gr=d9， 则 gr=dp， 即 x=y。 
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又 si- 4， 则 dy= 


LA 
cos'p Cos 有 


ee 


式 ] 
以 公 ， 
》= 各 teg( 卫 + 工 ) 
作为 变换 gc ， 把 它 伐 入 平面 的 第 一 基本 微分 形式 ， 则 得 在 
下， 的 第 一 基本 微分 形式 为 


"| to dt do’ 
p= dx td: = d+ Cosi 
它 的 第 一 基本 量 为 


而 球面 的 第 一 基本 量 为 
B=a:, FPF=0, G=a:cos 


因此 ， 在 变换 c 下 
E £ 
Er = cos = gCosd 
三 一 co = qrcosg 
F ot 
Fe 0? 


令 它 取 aacos 纪 的 值 
F 全 
则 5 与 5 在 0 变换 下 . 存在 Fe -EY 关 系 ， 好 球面 


与 平面 等 角 等 价 ， 如 图 3 一 12，3 一 13) 。 
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图 3 一 12 图 3 一 13 


又 从 变换 c，x= op y=1atg (所 + 开 )， 可 以 看 到 球面 上 


的 子午 线 g = 常数 与 {x;7) 平面 上 的 直线 x*= 和 常数 对 应 ; 平行 
圆 〈 纬 线 ) 8= 常数 与 直线 y= 常数 对 应 ， 
[ 例 52 生生 旋转 曲面 都 与 平面 等 久 等 价 ， 
(证 明 ) 到 旋转 轴 /为 坐标 系 的 % 轴 ， 子 午 线 ( 的 方程 为 
各 一 .上 (7 
* 是 曲线 C 上 的 点 关于 忆 所 在 
平面 PP 上 的 横 党 标 。 点 了 
在 xy 平面 上 的 投影 P 的 寝 
坐标 为 
X= ro0s0, 
y= rsing, 
“f(r) 
显然 r.8 可 以 看 成 曲面 上 点 了 
的 曲线 坐标 {图 3 一 14) 
对 上 式微 分 ，… 图 3 一 14 
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r= {cos0, sind, f(r}y 
rs={- ysind, cosd, 0} 
因此 旋转 曲面 的 第 一 基本 微分 形式 为 
= +r dr rd 
没 dz=v1l+/ "(rdr 
因为 5 是 ?的 隙 数 ， 于 是 当 + 鸭 常 数 时 ， 则 3 也 为 第 数 ， 所 以 
曲线 到 = 涡 数 也 是 曲面 上 的 平行 一。 这 时 出 面 的 第 一 基本 和 被 分 
形式 为 
,= d+ rd 


如 采 将 上 式 化 为 
sr 
人 A 
0=0, «= | 


删 有 =r dart Aw’) 

旋转 曲面 的 第 一 基本 微分 形式 与 平面 在 直角 坐标 系 中 的 第 
一 基本 微分 形式 相 上 比较， 仪 六 一 个 因子 ， 

击 上 而 可 知 ， 任 一 旋转 曲面 都 与 平面 等 角 等 价 ， 

[ 例 6] 任意 二 曲面 之 ,， 过 : 都 等 角 等 价 ， 

(证 明 ) 任何 解析 曲面 二 的 第 一 基本 微分 形式 都 可 以 写 为 
4d d+ dv ， 这 时 参数 #，,， sv 叫 驴 的 等 漂 参 数 。 具 
体 做 法 如 下 ， 先 将 

Eadx: -oadnds + (rd:=0 
分 解 ， 得 
w Eda+ F+v -Bey, = 们 
wt . 
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科 /Eds+F-vF-EGy,.0 
ww/ 
设 凡是 这 两 个 一 阶 微分 方程 的 积分 因子 ， 则 有 
av Eads+ ErYVE -BCg,) = do, 
VE 
KX(VE de+ FV- Bea,) =d6 
-7 再 
因 上 二 式 是 划 斩 的 ， 所 以 积分 因子 4， 和 以 及 积分 @, 瑟 也 号 


兴 绝 的 函数 ， 令 外 一下-， 四 = 站 十 河 ， 权 = 着 一 


于 古 上 二 式 相 科 ， 则 得 


d= (Ea + E+ -Eeg,) 
FEF 
(VE + PV EBE,) 
“了 
= (dd) = HW CA + 


即 尾 意 曲 刹 之 当 了 到 等 温和 参数 时 都 有 d= 十 #4 玉 )。 队 而 可 
庆 任 意 曲 押 都 与 平面 等 角 等 价 ， 因 此 曲面 >,， 全 ， 都 与 平面 等 
角 等 价 ， 因 此 马 | 与 了 ; 也 等 角 等 价 。 


§2.3 等 积 变换 

[定义 ]】 已 给 二 曲面 B= 让， 人 = 4)， 
它们 的 定 头 域 各 为 了 和 D*， 在 这 两 个 曲 曾 之 间 ， 营 存在 一 个 
变换 c， 
和 和 一 和 本 (2 

区 率 一 p(w, 1) 

日 满 是 (3 = 二 为 单 从 C 类 国 数 ， 
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一 -一 一 一 一 一 -一 一 一 一 上 2 me rr 


(ii) 雅 可 比 行列 式 | 久生 1 | 主人 


(i) 在 0 变换 下 ，D,，D; 的 面积 $= Js 
则 称 2 与 之 ; 等 积 等 价 ， 
下 面 我们 研究 二 有 曲 曾 等 积 等 价 问 题 ， 以 及 等 距 等 价 、 等 角 
等 价 及 等 积 等 价 之 间 的 关系 ， 
【定理 3$3 了 已 知 二 曲面 之 和 = 人 人， 
应 1 入 一 和 (本 本) 
求证 它们 等 积 等 价 的 充分 必要 条 件 是 : 存在 变换 c， 使 
EG ~ Ft= EB*G*— FF* (2.3) 
(证 明 》 设 /与 之 ; 之 间 存 在 变换 0，#*=#*t#， 人 )， 
小 = vy*(#, 0) 。 宪 变换 5 下 的 对 应 区 域 D， 和 PD:， 它 们 对 应 的 
面积 分 别 为 


= |jv 到 一 下 上: ddr 
D1 
了 = ||v ED*-F Fw dydy 
pr: 


必要 性 : 如 果 存 在 变换 TO WP HN Ys LH = py 2) , 
使 D,- etD) 商 且 $=5， 则 有 
Jjva6-F F: dudv = || /BiG Fs dudy 


pi) 


显然 被 积 肖 数 相等 ， 因 此 得 
EG — F:= B*G*. Fw 
充分 性 ， 如 果 忆 与 忌 : 之 间 存 在 恋 换 og 使 
FG -~ F:= ErG*. Fs* 
入 成 立 " 具 对 应 区 域 D' 与 D, 的 面积 元 素 dasdz = daxsdow 所 以 
了 Jjvas Fi dudv 外 Gr FY durdor es 
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定理 得 证 ， 

[ 例 73 任意 二 曲面 瑟 ，2， 总 可 以 在 适当 范围 内 使 此 等 
积 等 价 . 

(证 明 ) 设 上 ,的 参数 方程 为 ?= 了 (zw,?)，(#, +) CR 而 于 
面 的 参数 方程 为 了 = Ts (55) = (4D) 7 y C45) 


| Ox*, y*) |! 
' D#= fp 本 | .- 
所 以 WTA 


只 村 选取 适当 的 x* (4y 拉 ，y* (4) 可 使 
-| _ a0, yD | - 
， 人 {#4} ， 
D, 是 二 的 第 一 基本 微分 形式 的 判别 式 ， 同 地 可 得 
D* = D, 
则 = D; 
即 2 与 二 : 等 积 ， 
[ 例 8] 球 闸 与 平面 等 积 等 价 . 
《证 阴 ) 因为 球面 的 第 一 基本 微分 形 去 为 
=e (a + costay’) | 


= arCoOsH (A 二 dp’) 


则 P= Cos (dr t+ dp) 
而 平 而 = dx tay 
由 w， 各 ， 根 据 等 积 的 充分 必要 共 件 ， 容 易 证 得 球面 与 平面 
是 等 积 等 价 ， 

[ 淮 论 】 二 则 而 二 与 之 ; 等 距 等 价 的 充分 必要 条 件 是 : 
它们 等 角 等 价 同时 也 等 积 等 价 ， 

(证 明 ) 设 与 之 :的 第 一 基本 基 为 已 .工科 和 EE*、 
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F*.G*, 
必要 性 ;如 果 忆 与 之 :等 距 等 价 、 风 有 
B=E*, F=F*, G=G* 
E FF 6 


Er FF G* 
EG ~ Fi= E*G*— F# 


从 而 己 与 2: 必 等 角 等 价 朋 等 积 等 价 。 
充分 性 ， 如 果 之 /上 与 之 ， 等 前 等 价 且 等 积 等 价 ， 则 有 
E 下 全 


FE# 一 FF* 全 本 


EG - F:= BtG*— F*? 


成 立 ， 不 妨 设 比值 为 4， 刚 得 
EF=AF*, Fo=AF*, GCG=AG* (2.4) 


把 它 代 入 的 EG 一 启 中 则 得 
FG- Fi= M(B*G* ~ FP*) 


又 从 等 积 等 价 的 条 件 可 知 全 =1。 又 因为 EG ~ 了 之 0， E*C* 
_ F*:~>0， 所 以 X=1， 从 (2:4) 式 可 得 
E=E*, 'F=F*, G=G+* 


即 之 ,与 之 :等 距 等 价 ， 


85 ”曲面 的 第 二 基本 微分 形式 


本 节 主 要 讨论 曲面 的 曲率 、 曲 面 的 第 二 基本 微分 形式 以 及 
曲面 在 正常 点 邻 域 的 结构 ， 
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$3*1 曲 罚 上 曲线 的 法 曲率 


下 睹 线 论 中 ， 我 们 通过 它 的 曲率 研究 了 此 线 对 于 切线 的 查 
曲 状 态 。 类 似 地 在 曲面 论 中 也 可 以 求 出 在 正常 点 分 域 中 ， 曲 面 
对 于 切 平面 的 要 曲 状态。 但 是 ， 我 们 必须 通过 昌 而 上 曲线 的 弯 
晤 状态 借以 措 述 曲面 的 弯曲 状态 。 为 此 ， 我 们 先 研究 废 划 肢 面 
上 阳线 弯 腊 状态 的 量 一 一 法 曲率 。 MM 

定义】 曲面 上 曲线 忆 在 点 了 的 晶 府 向量 ?” 在 曲面 上 点 
了 上 的 单位 法 疝 量 % 上 的 正 投影 值 

ka= Pnr =r (ln| =1) 

称 为 曲面 上 曲线 在 点 了 的 法 上 晶 率 ， 

【定理 1] 已 知 曲 面 之 : ?=*?(z,?) 上 曲线 C， (w=#(7)， 
= 人)， 它 三 点 了 的 法 时 率 值 为 


_ Lads +2Mandv + Nadav 
” Ed +2Fdydvt Gds: 1 


(证 明 ) 已 知 出 线 刀 的 
方程 为 #=#()，V=#(7)， 
因为 它 在 晶 和 而 上 ， 所 以 又 可 
以 写作 

第 二 第 (人 和， v1) 
它 在 点 了 的 曲率 向 量 为 


他 = 了 ) 图 3 一 19 
ta BH) (EF) 


+ 
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取 之 在 点 了 的 单位 法 向 量 


+2n.r,, (PE) (FE) + + (4) 


令 Lon TXT) Ty 
™ YEG-F: 


(Fr x?) 
MB * 
” VEG-F’ | 全 


N=N7,, = XT) Ye 
EG- FF: 
L， 计 ，N 是 由 向 径 的 导 沙 数 及 法 同 量 药 的 内 积 构成 的 。 把 它 
们 代入 上 式 ， 则 得 


_Ladw +2Madrdy t+ Nar: 


"” Eg: Fadxdv Ga (3°2) 


因 点 P 已 知 ， 则 E，Ff，G; L， 则 ，N 在 点 了 是 确定 值 。 如 
巢 给 定 过 点 了 的 曲线 CC， 出 CC 在 点 了 的 切 向 量 的 分 量 zz，2 
的 值 是 确定 的 ， 这 样 (3.2) 式 的 飞 , 值 是 确定 的 ， 它 就 是 过 
上 曲线 己 在 成 了 的 法 向 率 ， 

I 定义] 我 们 把 关于 dn，dv 的 二 次 微分 形式 

w= Ld + 2Mands +t Nadv: 

中 做 曲面 的 第 二 要 本 粕 分 形式 ， 它 的 系数 LL、 六 、N 叫做 第 二 
基本 量 。 可 按 〈3.1) 式 计 算 它 的 值 ， 

[人 情 1 3] 为 了 今后 证 曲 问 题 与 计算 问题 的 方便 ， 我 们 还 可 


133 


淮 得 第 二 基本 微分 形式 和 第 二 基本 基 田 外 一 些 表 达 式 ， 
对 要，?,，?.， 显 然 有 
Tr, =0, Rr,= 人 0 
对 关系 式 取 偏 导数， 得 
HF, hr = Fr + R= 
NT 十 提亲 下， 天 二 和 一 


故 由 《3.1)》 式 可 得 


L= -RY, 
M= -N= -Hr, (3:3) 
N= -Nr, 


因而 二 1 
= ~ {Fd Td Cd de) 
网 斋 二 上 基本 微分 形式 为 
外 二 — drdn {3.4) 
. 下 面 我 们 讨论 曲面 上 上 则 线 在 一 点 移 晶 率 和 法 曲率 之 间 的 关 
系 ， 
I 定理 2]】 在 出 面 汪 上 上 /是 有 共 则 点 卫 利 共 加 切线 的 所 有 
电线 在 点 了 县 有 相同 的 法 曲率 ， 
《证 明 ) 从 法 曲率 的 计算 公式 《3.2 可 以 看 出 ， 第 一 利 
第 二 基本 微分 形式 的 系数 E，Ff，G; 工 ， 间 ，NN 孝 是 点 的 位 
置 熏 数 ， 如 果 给 定点 了 ， 则 在 点 了 处 E，F，G; 工 ,4 N 值 
确定 ， 另 一 方面 dz : dw 确定 由 线 的 切 向 量 欧 方向 , 如 果 在 了 
点 切 问 量 确定 ,网 dv ; dx 的 值 也 随 之 确定 ， 记 以 对 三 上 凡是 
兴 有 共同 点 和 共同 切 向 量 的 所 有 了 旧 线 ， 它 们 在 点 了 的 法 曲率 
:的 值 基 相等 的 ， 
【推论 1] 在 时 而 之 上 ， 筷 具有 共 则 点 了 ， 共 同 团 同 量 
T， 甘 司 主 法 钱 癌 电 2 的 所 有 曲线 ， 在 点 了 的 则 素 6 的 什 部 和 
134 


等 ， 

(证 明 ) 根据 法 曲率 的 定义 可 知 

天 = RT = RY = YY = KCoOsp 
(这 里 的 是 其 线 在 点 了 的 主 法 线 疝 量 v 与 明 面 了 在 点 了 的 法 
向 量 3 的 夹 角 ) 。 从 上 式 可 得 法 出 率 与 出 举 之 间 的 关系 式 
起 
从 上 起 还 可 以 看 出， 如果 呈 上 曲线 C 在 点 的 切身 量 确定 ， 刚 
《 在 点 P 的 法 曲率 & 的 值 随 之 确定 。 如 果 再 知 5C 在 ?点 的 主 
法 线 向 量 v， 则 v 与 芝 在 点 了 的 法 向 基 的 夹 角 gp 也 确定 ， 因 
此 cosp 的 值 确定 ， 则 由 公式 〈3.5) 可 络 恶 线 《在 点 P 的 曲 
率 上 & 隧 之 袜 定 ， 
根据 上 面 推论 ， 如 果 已 知 在 曲面 的 任何 曲线 CC 上 一 点 峙 ， 

做 曲线 上 在 点 并 的 切线 与 主 法 钱 所 确定 的 平面 〈 即 册 线 的 密切 
平面 ; ， 删 这 个 平面 与 骨 面 的 截 线 《C: 与 曲线 C 。 显 然 具 有 相 
同 药 切线 与 主 法 线 ， 所 以 在 蕊 于 的 有 曲率 也 必 相 同 。 这样 ， 对 于 
帅 面 上 划 线 则 率 的 计算 可 以 归结 为 对 于 这 个 其 面 上 一 条 平面 稚 
线 的 曲 府 的 计算 .根据 上 边 分 析 ， 我 们 引入 划 菌 上 特殊 的 平面 
截 钱 -法 裤 线 的 概念 ， 

【定义 ] 设 ## 为 归 面 在 节点 的 法 问 量 ， 则 dw:dz 和 所 
确定 的 平面 称 为 蔓 面 在 蕾 点 沿 方 回 dw : dv 的 法 截面 。 法 截面 
和 曲面 的 交 线 称 为 曲面 在 M 点 的 沿 方 向 ds/dv 的 法 堆 线 ， 

【推论 2 ] 法 截 线 在 点 了 的 法 曲率 & 的 绝对 值 等 于 曲线 
《 在 该 点 的 曲率 “， 即 

i 一 元 
(证 明 ) 从 公式 (3"5) 可 知 


Es = KCOSP 


六 二 


{3.5) 
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+ 


加 桌 曲 线 C 是 法 截 线 ， 则 忆 让 点 了 的 主 法 线 向 熙 2 必 号 三 在 及 
?的 法 癌 量 nn 共 线 ， 

(1 》 如果 法 截 线 和 四 问 R&R， 因 为 2 总 指 加 5 的 问 伍 ， 
这 时 名 与 YY 必 指 四 相同 ， 斯 以 p= 名 网 sosp=1， 这 时 

Er 

(2 ) 如 果 法 截 线 忆 四 向 的 反方 铅 ， 这 时 8 与 2 必 指 
向 朝 反 ， 所 以 ， w=180” 则 cosp= 一 1， 
这 时 二 = 一 区 
从 而 可 以 看 出 | 证 | = 

【定义 ] 在 曲 而 之 上 人 司 上 =0 的 方 同 叫 潮 近 方向 ， 

【推论 3 了 试 证 之 上 的 曲线 上 的 切线 方 问 总 是 之 的 靳 近 方 
向 的 曲线 是 直线 ， 或 者 C 的 密切 平面 是 筷 灌 曲线 C 的 切 平 面 ， 

证明) 从 公式 (3:5) 可 知 

,= KCOSH 

如 果 上 曲线 妃 的 切线 方向 是 新 近 方 向 ， 则 必 , 三 9， 从 上 式 可 得 ， 
使 者 ,三 9 的 必 有 ED 或 cosp 三 由 

如 果 xs 由 则 曲线 C 是 直线 。 

如 果 cosg 二 0， 则 wp=902， 即 3 Lv， 这 时 上 的 密切 平 
面 号 之 的 切 平面 重合 ， 

[ 恒 23 车 二 曲面 之 , 与 
之 : 沿 曲 线 C 帮 切 ， 鞍 当 调 鳖 
2 和 之 : 沿 曲 线 CC 的 法 癌 量 
14, Ke 使 其 指 癌 相 辐 。 试 证 上 曲 
线 C 上 各 点 在 2 2z 上 的 法 
曲率 值 相 等 . 

《证 明 ) 已 知 曲 线 C 以 及 图 3 一 16 
其 上 各 点 了 的 主 法 线装 量 Y 和 
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曲率 x， 妈 三; 与 写 : 灌 有 则 线 相 切 ， 因 此 ， 滞 曲线 C ， 必 | 与 之 : 
的 法 千 量 RR 与 Rn 必 共 钱 。 经 过 调整 使 %， 与 #: 指名 相同。 
由 公式 

,= KCOSP 
可 知 ， 《在 3 与 之 上 任意 点 P,* 与 8 的 值 相等 所 以 法 邮 
率 值 有。 是 相等 ，《 图 3 一 16) ， 

【定理 3 ]〗 曲面 之 上 鹏 线 5 在 给 定点 并 的 曲率 中 心 ， 是 与 
曲线 C 具有 共同 切线 的 法 截 线 C， 在 同一 点 革 的 曲率 中 心 在 曲 
线 上 的 密切 平面 上 的 投影 

{证 明 》 已 知之 上 曲线 的 各 个 点 的 法 曲率 ,与 曲率 x 
之 间 的 关系 为 

,= KCOSO 


令 R = 十，R。= 起 ， 则 上 式 变 为 


R= Rcosg {3.6) 

这 里 的 KR，R, 是 在 妆 点 ， 央 线 忆 的 曲率 半径 与 法 曲率 半径 。 而 
Y 是 三 在 点 放 的 法 线 问 量 4 与 C 在 该 点 的 主 法 线 向 量 v 的 夹 角 
《图 3 一 47) 。 

从 面 〈3.6) 式 给 出 《上 
一 点 的 戎 率 半 径 与 法 曲率 半径 
之 间 的 关系 ， 

[ 例 3 2 已 给 球面 上 一 点 
P 和 在 该 点 的 某 切线 L， 试 证 
过 点 卫 和 工 的 所 有 平面 的 截 线 
C 的 进 率 中 心 在 一 个 圆周 上 上， 

[证明 ) 世间 R= Rcosg, {如 3 一 17 
因为 球面 的 法 截 线 是 大 圆 ， 所 以 Rs, 是 常数 〈 球 的 半径 ) 。 由 
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上 式 知 在 点 正切 于 工 的 所 有 裤 钥 上 的 由 率 半径 及 必 为 以 RR, 为 
斜 边 ， 以 gp 为 来 角 的 直角 三 角形 药 站 有 角 边 之 一 。 所 以 六 的 端 
凡 t 的 曲 举 中 心 】》 放 在 以 及 为 直径 ， 以 RR, 的 中 点 为 中 心 
的 加 有 周 1.。 显 然 它 在 过 点 了 上 且 生 宜 上 的 平面 上 ， 


$43.2 主 曲 率 与 主 方向 


从 $3-1 节 已 经 讨论 过 的 法 裁 线 的 法 曲率 有 与 图 率 对 的 天 
芭 ， [| =# 可 以 看 出 ， 法 鹤 线 C 在 点 了 的 弯曲 状态 ， 根 据 它 
的 正 负 导 又 可 以 看 出 它 在 点 了 对 % 而 言 的 外间 、 这 时 对 于 我 们 
研究 此 面 之 在 点 呈 的 邻 域 的 状态 具有 很 重要 的 作用 ， 但 是 我 们 
不 可 能 把 邓 在 点 ?了 的 所 有 法 截 线 一 一 作出 而 考察 它们 的 弯 册 状 
态 和 节 向 。 关 此 ， 我 们 有 必要 考虑 三 在 点 中 的 所 有 法 截 角 的 法 
曲率 &。 的 取 值 范围 ， 于 ,的 极 值 问题 ， 

【定理 41 则 而 瑟 :7=7tx oo) 在 正常 点 了 的 法 截 线 上 的 
法 符 率 &。 的 极 什 ， 为 方程 

(EG FYB (BN -9PM+LO) BT OLN 一 有 = 站 
的 二 实 根 ， 
‘证明 》 已 知 曲 而 三 上 蛆 角 和 在 某 点 已 的 法 曲率 汶 


E£ 、 Lax:+ 2Mdnds 十 Ne _ 
”Ed# + 2Fandy + Gdr 


“为 计算 方 使 ， 我 们 设 x= -9 ， 把 它 代入 上 式 得 


有 Lr2Mit Ne 


~ E+2Fut Ge (3.7) 


因为 在 之 土 定点 了 妊 工 、 4，N EF，F，G 都 是 常数 ， 这 时 
(3 7) 下 中 的 &, 只 是 切线 方向 & 的 函数 ， 加 果 &。 生存 执 
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值 ， 则 必 人 > = 0 即 


(E +2Fp + GEO CM +N - (Lo+3Miet ND (FT +Gu =0 
(3.8) 
及 因为 
E+sFutGw= (B+Fn) +u(F+GrDy 1 
Lr2oMat Ne = (Lt Me Hat(M+NA) * 
把 它们 代入 (3.7) 式 ， 简 化 后 得 
(E+FH) COMIND - (L+My PF + = 0 (3.9) 
利用 (3.8) ， 《3:9) 简化 (3.7) 式 ， 得 
RN _ LIL+My 


Le 


F+Ga E+Fx 


从 上 式 可 得 4。 极 值 所 应 满足 的 方程 组 
LAB 二 (FJ 人 
(M- EF) + (N- kp) A= 0 
从 G3.10) 式 消 去 pp， 得 
(EG_FD)AI_-(EN_3FM+LGA+(LN- AM =0 
(3.11) 


(3:10) 


(3:11) 式 就 是 法 曲率 不。 的 极 什 所 应 满足 的 方程 。 
现在 再 来 证 明 (3*11》 的 二 根 是 实 根 ， 为 此 我 们 只 须 计 算 
它 的 判别 式 就 可 以 了 了， 
它 的 判别 式 


=(EN-2FM+LG)— 4(BG- FY {LN - MY 


LEN-GL) -2 (EM- FL)Y 


+ BM FL)'>0 


过 
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所 以 方程 〈(3,11) 具有 相 异 的 二 实 根 ， 

这 里 需要 注意 ， 当 EN -GL=E 放 -FL= 人 0 时， 判别 式 为 

堆 ， 但 由 于 E 夺 0，G 夺 0， 所 以 此 式 可 以 写成 
E:L=F:M=G:N 

这 种 点 叫 三 的 脐 点 。 在 这 个 点 主 方向 不 定 。 实 际 上 ， 这 种 点 相 

当 于 球面 上 或 平面 上 的 点 ， 对 它 我 们 不 作 详 细 讨 论 . 

[定义 】 在 曲 曾 之 上 每 个 正常 点 的 法 截 线 的 法 曲 涂 名 都 
具有 一 个 极 大 信和 一 个 极 小 信 ， 我 们 把 这 两 个 级 值 都 叫做 曲 放 
之 在 版 了 的 主 曲率 ， 

以 主 曲率 为 法 曲率 的 法 截 线 和 在 点 己 的 切线 方 回 叫 作 临 面 
三 在 点 了 的 主 方 向 ， 因 为 一 般 她 ， 之 在 点 了 有 两 个 主 临床 。 因 
浊 也 对 应 网 在 点 了 有 了 两 个 主 方 阿 。 

【定理 5】 在 曲面 三 :7 =Y(o 人 上 正常 点 了 有 两 个 主 方 
疝 de/dx， 它 们 满足 方程 

(EM- FIydn + (EN~- GL)dudr + (FN- GM)dr=0 
面 县 二 主 方 向 互相 自 直 . 

(证 明 ) 根据 极 值 条 件 式 (3.8) ， 边 & 的 升力 整理 后 ， 
得 

(ENM- FI) + {EBN-GDa+t+ (FN- GADE=0 (3:12) 
根据 主 方向 的 定义 可 知 (3.12) 式 中 的 4 就 是 主 方向 ， 所 以 主 方 


向 -全 -= 必 适 合式 (3.12)， 殷 4= dz/ds 代入 上 式 即 得 


(EM- FLYyds+ (NE~ GL)Ydrdy + (FN -GMdr =0 
C3:13) 
因此 ， 从 方程 (3.13) 解 得 的 dv/dn 就 是 主 方向 。 
现在 证 明 ， (3.13) 式 所 确定 二 主 方向 扫 枚 重 吝 ， 
设 马 在 点 了 的 了 两 个 主 方向 为 geg， dvs/ ds， 破 据 韦 达 
i40 


定理 ， 从 ‘(3.13) 式 可 得 


pi , ds _EM-FL 
dl ds FN-GM 


dr, ,drs _GL-EN (3:14) 
dl dhs FN-GM 


将 (3:14) 式 代 入 曲线 交角 公式 ， 则 得 


Edwdn t+ Fldw dv dred) + Gdu dr 
d sd se 


SOS = 
1 GL-NE EM-FL 
~ Ad (E +FEN-GAH CEN EH) dtd 


1 /EC(FN-GM +rF(GL~EN)+G(IEM- FL 
drids EN -CN 


jaadm 


= 


由 此 ， 得 p= 90*， 即 二 主 方向 互相 泪 直 . 

为 以 后 讨论 问题 方便 ， 我 们 建立 一 个 特殊 的 曲线 网 。 

【定义 】 曲面 了 上 曲线 C 的 切线 方向 都 是 曲面 的 主 方向 
时 ， 则 这 种 曲线 C 叫 作 驴 的 曲率 线 ， 在 上 用 曲率 线 作 些 标 且 
线 所 构成 的 网 韦 作 曲率 线 网 。 由 二 主 方向 相互 垂直 可 知 曲率 线 
网 是 正 交 网 ， 

[定理 6] 上 的 举 标 网 是 曲率 线 网 的 充分 必要 条件 为 
F=M=0. 

(证 明 ) 必要 性 ， 设 曲线 C 是 曲率 线 ， 则 它 在 各 点 的 切线 
方向 dv/ du 几 为 主 方向 ， 所 以 必 满 足 主 方向 的 方程 (3,13) 
式 ， 即 

(EM- Fartt (EN- GL}ydwdvt EN -GMYyadr = 0 

(3:15) 
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肪 是 曲率 线 的 岗 分 方程 。 为 了 使 于 记忆 ， 又 可 以 写成 行列 式 形 
式 : 


可 由 一 有 | 
上 F 全 二 活 
二 MM N 


从 前 而 定理 已 知 ， 在 了 上 的 正常 点 了 必 有 两 个 互相 垂直 的 
主 方 交 。 因 此 ， 过 C 上 点 了 必 存 在 另 一 条 由 率 线 重 直 于 C， 所 
以 三 上 曲率 线 两 是 一 个 正 交 网 ， 困 此 ， 在 曲率 线 网 中 必 有 

F=0 
这 时 ， 曲 率 线 的 微分 方程 (3"15) 变 为 
EMadx: + (EN -GLYdvdv -GMdr = 0 (3°:18) 
又 因为 以 曲率 线 作为 坐标 曲线 ， 胡 4 曲线 (d# 千 0，dr = 0) 或 
”此 线 (dv 半 0，d#= 们 是 旧 率 线 ， 这 时 〈3.16) 式 变 为 
EMdw =0 {或 MGdv: = 人 0 
天 为 E 寺 0 (或 G6 肆 从， 所 以 
, M=0, 
从 而 ， 在 草率 组 网 中 ， 了 上 = 时 = 0。 

” 亮 分 性 ， 将 条 件 丰 = 间 =0 钱 入 (3.15) 式 苘 得 曲率 线 方 
程 为 (EN GLdsds = 0, 园 EN-GLX0 ( 若 EN -GL=0 
是 3 上 的 脐 点 ， 不 作 讨 论 ) ， 所 以 必 有 

sady= 0 
即 duse0，dv=0 或 dn=0，dv 世 0， 它们 是 曲率 线 的 方程 
即 坐 标 昌 线 妈 2 是 划 球 钱 ， 肖 标 网 为 人 上 案 线 网 ， 

及 然 ， 著 取 山 率 线 为 坐标 由 线 ， 在 这 个 网 中 则 第 一 ， 第 二 
基本 微分 形式 可 简化 为 

m= Badn + Gdv 
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加: 一 了 3 二 NT 
这 对 于 讨论 阿 题 是 比较 方便 的 . 
C 例 43 求 旗 转 曲 疝 土 的 曲率 线 的 比分 方程 。 
( 解 ) 设 旋转 曲面 的 方程 为 
Tig = {f(r co fv)sin#, ECr)} 
容易 求 得 E=f*,，F=0, G=f +8 


由 (3.15》 式 可 得 曲率 线 的 微分 方程 为 
[CD tI Cf ta I dud 
下 面 我 们 将 在 这 个 曲率 线 网 中 研究 在 正常 点 的 法 鹤 钱 的 法 
曲率 &。 与 主 曲 率 有 ,有 之 间 的 关系 ， 
【定理 了] 《了 欧 拉 (Eular) 公式 ) 如 果 已 知 曲面 之 上 正常 
点 了 的 二 主 曲率 为 贞 ， 心 ， 在 点 了 的 任意 法 被 线 C 的 切线 方 回 
@ 与 主 方向 之 一 的 夹 前 为 9， 则 这 个 法 截 线 C 的 法 曲率 6, 与 
该 点 了 的 二 主 曲 率 避 ， 卡 . 之 闻 的 关系 为 
E,= Ecosp + ,sin’y 
(证 表 》 为 证 明 方便 ， 我 们 在 之 上 取 油 率 线 网 为 坐标 曲线 
网 。 在 这 个 网 中 ， 第 一 ， 第 二 基本 微分 形式 分 别 为 ， 
y= Bio Gdy’ 
p= Ldn + Ndr: 
因此 ， 在 点 了 处， 法 曲率 公式 可 以 写作 


£ -Las tNadv Laa: i N av: 
”GE Ednx+Godr: Paw +G dv 


‘3. 17) 
但 滞 任 意 曲 线 C 的 单位 切 沿 量 4 与 主 方向 向 量 ?s/w EB 的 交角 
» | 
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rdy t Pdy) Fe) 
Eds: 


Te, : 2 
人 = 一 迷人 = 
( VE ) 人 


Fadw: 


= pj Ci (3.18) 
出 
sinip= 工 - Gostp = 工 - BT 
= (3.19) 


网 浆 有， 趟 ， 为 二 主 方 同 所 对 应 的 主 曲 率 ， 由 于 坐标 网 是 则 率 
线 网 ， 坐 标 曲线 wn， +z 都 是 曲率 线 ， 因 此 把 # 上 曲线 ，d# 半 0， 
dy=0 和 st 曲线 ，dx= 0 如 所 0 的 条 件 代 入 0G3:17) 式 ， 骨 
得 


二 = 刘 Fy = {3.20 


由 《3:18》 ， (3:19) 各 (3.'20) 式 得 
五 可 Law: 


L 
2 ee 
CO EE "Enric Br 


oN Gd Ndv 
hsinp -EI TOR El + 


把 上 二 式 代 入 (3.17) 式 ， 则 得 
Es= ECOSo Tt osin:y {3.21) 

上 中 (3:21) 式 可 以 看 出 ， 它 给 出 在 曲面 之 上 某 正常 点 卫 灌 
任意 方 癌 的 曲线 C 的 法 曲率 有 与 该 包 主 方 闸 以 及 主 隅 率 让 ,起 之 
间 揭 关系 ， 显 然 ， 当 了 上 点 已 经 给 定时 ， 则 主 曲 率 和 主 方 问 随 之 
确定 ， 这 时 沿 任意 方向 9 的 法 截 线 的 法 曲率 名 仅 为 方向 《与 


主 方向 Ps/ 五 的 夹 角 站 的 函数 ， 当 gp 改变 时 ， 则 对 应 的 法 
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截 绥 己 在 点 了 的 法 曲率 值 将 按 公 式 《3.31》 而 点 化 ， 这 个 公式 
荐 欧 拉 提 出 的 ， 所 以 了 世间 欧 拉 公 式 ， 
[ 例 53 试 证 在 得 面 之 上 某 一 正常 点 也 处 ， 二 生 相 垂直 方 
问 的 法 曲率 之 和 是 一 个 常数 ， 
(证 明 ) 设 在 上 点 了 与 主 方 同 成 任意 角 9 的 法 截 线 避 的 
法 曲率 为 
下 一 BCoOS:p 十 ,Sling 


而 在 点 了 与 C， 敢 直 的 法 鹤 线 C， 的 法 曲率 沪 


k= hcos (p+ 也 ) + Sin: (9 + 
一 Sling + ECO 
作 上 面 二 式 之 和 ， 则 得 
十 此 ,二 上 十 下 一 常数 
为 了 对 曲面 上 的 点 进行 分 类 , 我 们 提出 杜 班 (Dupin) 标 形 ， 
【定义 】 在 曲 而 之 上 正常 点 了 的 切 平 面 上 ， 沿 任意 方 问 都 


截取 长 并 为 p= w17 || 的 线段 了 六 把 帮 虚 的 轨迹 叫做 曲面 
3 在 点 了 的 杜 班 标 形 , 
[推论 4 在 曲面 了 上 正常 点 0 的 切 平面 上 ， 以 二 主 方向 
作为 x，oy 辅 的 坐标 系 中 ， 杜 班 标 形 的 方程 为 
Rk CX) t+ ,YY =+1 {3:22) 
(其 中 点 ， 有 :为 了 上 0 点 的 主 曲率 ) 
(证 明 ) 在 项 面 上 正常 点 0 的 欧 拉 公式 为 
6 = COSD + ,sin 
其 中 此 ,为 癌 与 主 方向 之 一 的 夹 角 为 gp 的 方向 所 对 应 的 法 项 
率 。 下 ， 上 : 为 在 点 0 的 两 个 主 有 曲率。 现在 ， 在 每 个 方向 gp 的 


射线 .上 截取 线段 O0MH， 使 
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OM = 局 一 V 一 1  .. 
|B] Ov BeOS p+ Sin og 


则 在 QO 点 ， 三 的 切 平面 二， 设 0 端点 再 在 oxy 直角 举 祭 条 
的 坐标 为 (X,Y)。 于 是 有 


mo vw | COS:p+ esin’g | 
si (3:23) 
vw [COSgp + ,Sin ep | 


Y = psingp= 


将 上 式 的 cosg，siny 代入 欧 拉 公式 ， 得 
Xrt kT t+1 


它 表 示 以 口 为 忠心 的 二 次 则 线 ， 

这 样 可 以 根 据 杜 班 标 形 的 三 程 的 判别 式 ， 
二 = 上 "上,， 对 曲面 上 的 点 进行 分 类 ， 

[定义 】 

(1) 如果 :不 >0 这 时 标 形 蚌 一 补 圆 ， 则 称 0 点 为 昌 ， 
面 的 椭圆 点 ， 

(2) 如 果 起 "不 ,<0， 这 时 标 形 是 双 上 曲线 ， 则 萄 点 0 为 曲 
耐 的 双 昌 点 。 . 

《3 ) 如 果 友 * 下 ,= 0， 这 时 标 形 是 一 对 平行 线 ， 即 变态 扫 
物 线 ， 则 称 点 0 为 曲面 的 抛物 点 ， 


$3.3 曲面 在 正常 点 邻 域 的 结构 


我 们 为 了 研究 曲面 在 正常 点 邻 域 的 形状 ， 前 节 用 杜 班 标 开 

把 曲 商 上 点 进行 了 分 类 。 在 每 一 类 中 取出 一 个 作为 代表 ， 如 果 

我 们 探讨 请 楚 在 这 个 代表 点 的 邻 域 申 曲面 的 形状 ， 当 热 允 该 类 

任何 一 个 点 的 叙 域 中 则 面 的 形状 也 就 都 有 了 明确 的 认识 .但 是 
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我 们 必须 用 曲面 的 微分 不 变量 来 作 点 的 分 类 表示 。 因 此 ， 还 要 
验证 杜 班 标 形 的 判别 式 是 微分 不 变量 ， 
【定理 8 ] 已 知之 上 点 了 的 二 主 曲 率 名 、， 则 有 


N — AM’ 


EN- 2FM+LG 
2(EG- FD) 
其 中 关 叫 敌 曲 而 在 了 点 的 高 斯 曲率 ， 玉 叫做 出 而 在 P 点 的 平均 
曲率 ， 

证明》 设 曲 面 之 在 正常 点 了 的 两 个 永昌 率 为 上， 上 ,由 
杜 班 标 形 (3.22) 可 知 ， 它 是 该 标 形 的 二 次 项 系数 ， 又 从 欧 拉 
公式 (3. 21) 知 ， 它 是 曲 而 在 正常 点 的 二 主 由 率 ， 因 此 ， 它 们 
应 当 满 足 公式 (3.11) ， 邯 

(BG ~ FYE (EN -2FM+ LO ks + (LN — MS) =0, 
由 索 达 定理 ， 可 得 

K = 霹 , 


H = 区 (+) = 


_LN-M? 


:7 PEF (3240) 


EN-— 2FM+LG 


2 (EG ~F’) ‘3°2%) 


再 = 到 ( 让 十 矶 ) = 
从 上 式 可 以 看 到 ， 不 论 是 高 斯 曲率 天 ， 或 平均 曲率 互 都 是 第 
一 第 二 基本 莉 FE, 工 、 (ry L, MM， NN 的 尝 达 式 、 第 一 基本 量 
是 与 坐标 系 选 取 无 关 的 微分 椒 变 量 ， 可 以 证 明 ， 玉 是 微分 不 变 
基 。 
现在 以 高 斯 曲率 类 为 标准 ， 作 则 而 上 点 的 分 类 ， 
【推论 5】 如 果 在 三 上 点 了 的 高 斯 曲率 大 > 小 邯 工 N-- 
对 > 人， 由 杜 班 标 形 可 知 ， 这 个 点 是 纤 图 点 。 在 该 点 邻 域 中 无 
渐 近 方向 ， 而 且 所 有 法 截 线 都 止 向 # 的 同 山 ‘图 3 一 18) ， 
Tar 


(证 明 ) 因为 天 = 有 RD0 ， 则 点 卫 是 酉 圆 点 ， 我 们 不 妨 
设 总 > 四 起 > 的 旦 站 > 和 ， 于 是 由 欧 拉 公式 
天 BCOS:P+ ,sin gy 
可 以 看 出 ， 在 点 了 灌 任 何方 向 的 法 截 线 的 法 出 率 部 是 太 于 
的 数 ， 所 以 法 截 线 必 站 向 的 正方 向 ， 努 曲面 都 在 了 点 切 平 
面 的 同人 删 ， 又 因为 无 使 名 = 0 的 方向 ， 所 以 在 椭 加 点 了 的 邻 
域 无 渐 近 方向 ， 义 从 法 截 线 的 法 出 率 的 关系 式 1 土 6 = K， 本 


知 当 欧 拉 公 式 的 从 0 变 为 可 时 ， 法 截 弘 的 此 率 值 内 名 减少 


为 上,， 当 p 从 本 迹 为 zx 时 ， 


曲率 由 扎 增 如 为 有 因此， 
伴 磋 厅 点 邻 域 ， 册 面 呈 烩 图 


| 
[ 例 6 3 试 证 实 圆 面 上 一 了 
点 都 是 椭圆 点 . i 
( 解 ) 设 攻 图 面 的 方程 
为 图 3 一 18 


T= {COSNCOSV, dCOSHSINLY, cSin#Y 
Te ={ -asingcoss, ~ sing#sint, ccosw) 
,={— 400sn8inv, Scos#cosv, 0D} 


_ XP 
[roxr, | 


= {CONCOSY, — cACOS MSINy, ~ qtsinacosn} 
Ir x ,| 


所 其 L = 天 .on = Tr "Ta = ecosa |T, < F, | 
上 时 
M0 
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TX 


| re aprcosn/ ~ 入 | 
由 和 


因此 LN — Mi= CDS4 > 站 
EG- Pi= 人 


_M? 
所 以 天 = 全 让 > 


妈 棋 轩 面 上 的 点 都 是 构 圆 点 ， 

【推论 6】 如 果 在 六 上 点 了 的 高 斯 曲率 天 = 友 有 <0， 即 
LEN- 对 :<0 由 前 边 定义 可 知 这 个 点 为 双 曲 点 。 在 这 个 点 的 
邻 域 中 ， 久 有 两 个 相 异 的 渐 近 方向 。 曲 面 之 以 这 两 个 渐 近 方 阿 
为 界 ， 在 其 间 的 一 个 部 分 中 的 法 截 线 四 向 该 点 法 线 ?的 正 辣 ， 
则 在 另 一 个 部 分 中 的 法 截 线 凹 向 读 点 法 线 ?的 反方 向 ， 

(证 明 ) :由 于 天 = 有 <0 点 了 是 双 曲 点， 所 以 不 妨 设 
E>0， 友 < 之 0。 根 据 欧 拉 公 式 


此 
图 3 一 19 图 3 一 20 
,= Rcosgp+ esinip= Ecos:g— {— 2) sin:g 


(3.26) 
可 以 看 出 ， 在 点 存在 使 = 0 的 情形 (图 3 一 19，3 一 20)， 
现在 我 们 先 求 使 =0 的 方向 ,为 此 ， 设 
,= cosp— (— AR) sinp=0 
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所 以 得 


tg = + - k 


这 个 式 子 确定 之 在 点 了 的 两 个 浙 近 方向 。 另 一 方面 在 p= 0 时 ， 
让: = 直人 0 这 轩辕 | = 是 极 大 慎 ， 法 截 线 凹 四 nn 的 正 阿 ， 
随 p 的 逐渐 增加 ， 从 (3. 36) 式 可 以 看 出 1 土 | =x 随 之 减 小 ， 


法 截 线 随 之 逐渐 平坦 ， 当 tgg = 上 +w 一 /6 时 ， 则 法 截 线 的 
法 曲率 | =w = 省 这 时 法 截 线 变 为 直线 ， 当 ?变化 到 /2 
时 ， 则 法 截 线 的 法 曲率 上 <0 而 达到 极 小 值 志 ， 这 时 法 截 线 
凸 向 %# 的 反方 向 ， 它 的 曲率 x= 1- 上 如 。 因 此 ， 在 双 曲 线 点 了 
的 邻 域 ， 曲 面 在 该 点 了 的 切 平 面 的 两 侧 ， 近 似 王 马鞍 形 曲 
面 ， 
[ 俩 7 试 证 双 曲 抛物 面 上 的 点 都 是 又 则 后 ， 
( 解 ) 设 双 莫 抛 物 面 的 方程 为 
T={a(txto), du 0) wy) 
愉 须 证 明 它 的 第 二 基本 微分 形式 的 判别 式 
LM—- Mi:<0 
即 可 ， 为 此 求 ， 
Fr = {a 6, 
rT,= {a —8, x} 


TT 1 ， _ | 
| Ir xr, | (rx ,| (8 (x + 0), 好 一下) 48} 


i 一 人 7 了 pa 三 
可 算得 人 xr 


Mf 《和 _oal 
Ir, <?, | . 
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TXT ry 


二 吉 
lr Xr | 


部 LN Mi= (CC— Bat) := ~ da'b: el 
WK = eR 
即 双 曲 镍 物 区 上 的 点 都 基 双 网 点 . 

【推论 7 〗】 如果 在 之 上 点 了 的 高 斯 则 率 K=0,， 好 LN- 
计 = 妨 这 个 点 显然 为 抛物 点 。 在 该 点 了 的 邻 域 中 只 有 一 个 渐 
近 方 呵 ， 耐 且 耻 此 以 外 所 有 法 裁 线 都 止 疝 法 线 ?的 问 侧 ， 

(证 明 ) 已 类 下 = 在 : 志 =0 点 了 是 抛物 点 ， 因 此 六 有 一 
个 主 曲 率 汶 和 ， 不 妨 假 定 去 =0， 亏 半 0， 显 然 与 起 = 0 对 应 的 
法 鹤 线 方向 就 是 涤 近 方向 。 (使 扎 = 扎 =0 的 点 叫 平 点 ， 我 们 
把 它 排除 掉 ) 。 在 这 种 情形 下 ， 欧 拉 公 式 变 为 

,= CO 


从 上 式 不 难看 贝 ， 只 当 p= 于 时 《es= 0)， 是 猴 物 点 邻 域 中 的 


渐进 方 隔 。 这 条 法 戴 线 可 能 是 直线 或 者 是 与 切 平 面 至 少 具 有 二 
院 疏 上 切 触 的 曲线 。 而 其 它 方 向 的 法 裁 线 的 法 曲率 &>0， 即 
法 专线 都 四 向 该 点 法 向 量 2 的 同 侧 ， 它 在 该 成 号 切 于 面相 对 守 
曲 状 态 由 | 土 砷 =* 来 确定 (图 3 一 21) 。 
CL 人情 8 2 试 证 加 柱 面 上 点 都 是 抛物 点 ， 
〈 解 ) 设 图 柱 面 的 方程 为 
= 《2COSU LSI 了] 
具 希 证 得 第 一 基本 微分 形式 的 判别 式 
LN- M:=0 
就 可 以 (图 3 一 22) 。 
为 此 计算 
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图 3 一 21 图 3 一 22 


Y={— asing, acoss, 0 


,= 《0， 0， 1} 
FP . 
扩 二 xr {acOs#, asinag, 0}/ |r, X 人 | 


L = roxyayar- so M=0, N=0 
| Yr, | 


所 以 LN- Mi:=0 即 久 =0， 即 图 柱 面 上 点 都 是 抛物 点 ， 
[ 例 9 ] 在 yoz 而 上 已 给 曲线 cx=f(y)， 车 以 os 为 
轴 。 旋转 后 生成 旋转 曲面 为 卫 ， 试 证 ， 


(i) 曲线 C 四 向 施 转 轴 的 弧 2B 所 生成 的 浊 面 片 了 ,上 的 
点 都 是 椭圆 点 ， 


(ii) 出 线 C 凸 向 旋转 轴 的 弧 了 所 生成 的 曲面 片 羡 ,上 点 者 
是 双 明 点 ， 
QD) 曲 级 CC 上 切线 生 直 于 旋转 轴 约 切 点 以 及 切线 平行 于 训 
转轴 的 拐点 了 、B 、C 所 生成 的 圆周 上 点 都 是 抛物 点 . 
(证明 ) 已 知 曲 线 c，z = ， 线 vx 轴 旋 转 ， 取 旋转 
利和 ?的 坐标 为 二 独立 参数 旭 ,sz， 风 旋转 曲面 的 方程 为 
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r= {tcOS#, tSing, fF{r)yy (OE 
为 求 得 高 斯 曲率 KK， 计 算 第 一 、 第 二 基本 熙 B，F， G1 工 ， 
于 ，N， 尘 计算 
T= {— viing, vcos#, 0) 
?,= {cosg, sing, f' {9)} 
N=7, Xr?,= {vos f'vsin#, — ys) 
n={—f'vsing, fivcos#, 0) 


HB,= {fF 'cosutf co /Sing+/ vsing, —1} 


所 以 
E=ry, F=0, G=1+f/" 
LL= —f vy, MM=0, N= 一 了 1 
因此 
fF! 1 
天 = 上 ,= ee 站 < 


G) 在 8 上， 内 为 48 四 向 旋转 轴 ， 记 以 f' 与 /" 同 


号 ， 划 天 >0。 所 以 由 4B 旋转 所 生成 的 曲面 片上 的 点 都 是 
梢 图 点 ( 除 掉 4.3 两 点 生成 的 圆 ) ， 


( 在 BC 上 ， 因 为 降生 向 旅 转轴 ， 所 以 /与 /, 反 
号 ， 即 K<0。 所 以 由 BC 旋转 所 生成 的 曲面 片 卫 上 的 点 都 是 
双 曲 点 ， 

GD 在 点 4、C， 了 曲线 的 切 向 量 重 表 于 旋转 轴 ， 在 该 点 的 
户 = 0。 而 在 点 了 ， 有 曲线 的 切 向 量 平行 于 旋转 轴 ， 而 且 因 为 点 
B 是 曲线 的 拐点 ， 所 以 J" = 0， 这 两 种 情形 都 使 《= 0， 所 以 
由 这 种 点 旋转 成 曲面 卫 上 的 圆 ， 它 上 的 点 都 是 卫 的 抛物 点 ， 

[ 例 103 一 个 加 以 和 它 共 面 的 直线 旋转 则 生成 环 面 ， 试 确 
定 环 闪 上 椭圆 点 ， 双 曲 点 和 抛物 点 的 区 域 ， 


Ta 


( 解 ) 如 图 3 一 23， 
G) ABC 问 向 施 转 轴 ， 除 


点 4,C 外 由 ABC 弧 绕 ox 轴 
旋转 所 生成 的 曲面 片上 的 点 都 
是 使 >0 的 点 ， 因 此 它们 都 
是 王 上 的 本 图 点 . 


(iiy DC 本 向 旋转 畏 ， 除 ， 图 3 一 23 


点 4、.C 外 ， 由 4DC 弧 绕 oz 轴 旋 转 所 生成 的 幅面 片上 的 点 都 
是 使 K<0 的 点 ， 因 此 它们 都 是 三 二 的 双 曲 点 ， 

《iii 在 点 4.C 的 切 向 看 垂直 于 so% 轴 ， 册 点 有 .CC 所 
旋转 成 的 圆周 上 点 的 “K = 0， 是 抛物 点 .而 在 B. D 两 点 的 主 


曲率 分 别 为 右 = Br， 如 =- 于 7， 和 和 “D5r， 和 =-0" 所 


以 在 由 B,D 两 点 旋转 形成 的 圆 局 上 ， 天 >0 和 天 坟 0。 即 虽 
然 切线 平行 于 旋转 轴 ， 但 它们 不 是 检点 ， 所 以 也 不 是 的 牺 辟 。 

从 上 而 的 两 个 例子 可 以 看 到 ， 从 袖 贺 点 (二 0 的 区 域 过 
渡 到 双 曲 点 《天 < 人 的 区 域 ， 中 间 一 定 要 通过 它 的 界 ， 即 抛物 
点 (K= 作 的 区 域 ， 


8$3.4 曲面 的 渐 近 方向 与 渐 近 网 、 共 辑 方 辐 与 共 
斩 网 


我 们 知道 ， 当 在 曲面 上 引进 适当 的 举 标 网 时 ， 往 往 使 所 讨 
论 的 问题 的 计算 大 为 简化 ， 为 此 在 本 节 中 ， 讨 论 丙 个 重要 的 坐 
标 上 曲线 网 ， 
(1) 渐 近 方向 与 渐 近 网 ， 
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在 3:1 节 中 己 经 给 出 ， 如 果 点 则 的 法 曙 率 = 0， 则 对 说 的 
方向 dsjdy 称 为 曲面 在 并 点 的 渐 近 方向 的 定义 ， 

曲面 上 的 曲线 ， 如 果 它 上 面 每 一 点 的 切线 方 重 都 是 浙 近 方 
向 ， 此 曲线 称 为 渐 近 曲线 。 渐 近 曲 线 的 币 分 方 : 程 ， 由 3 民 池 
(3"2) 式 可 知 为 

~ Ldn +2Mdadv+ Ndy = 

[ 例 11] 如 果 明 面 上 有 直线 ， 则 它 一 定 是 曲面 上 的 浙 近 曲 


线 , 
(证 明 》 内 为 是 直线 ， 则 曲率 rr 二 0， 出 法 曲率 公式 ，: 
EE Ld + oMadwdry + Ndr 
”Edw tr2Fdwdv +Gdv 
可 知 ， 因 为 


d= Fdg + oF dvdy + GadrA0 
所 以 由 有 = Ecosft 可 知 外 =0 即 短 
Ldw +2oMadwdr + Nav:= 0 
按 定义 ， 直 线 是 曲面 上 的 渐 近 曲线 ， 
[ 例 12] 曲面 在 渐 近 曲线 上 的 一 点 的 切 平面 ， 一 定 是 新 过 
曲线 的 密切 平面 . 
(证明) 因为 曲线 是 渐 近 曲线 ， 由 定义 知 
下 。 一 CDal = 人 0 
K=0 或 cosg=0。 当 “=0 渐 近 曲 线 荐 直线， 这 时 图 曾 的 切 平 
而 通过 直线 。 因 此 它 是 直线 的 密切 平面 ， 另 一 方面 若 ks 而 
cos =?v= 0， 则 曲面 的 法 疝 量 # 愤 直 于 渐 近 曲线 的 主 法 线 
向 量 v。 因 此 ， 曲 而 的 切 平面 道 过 渐 近 曲线 的 主 法 线 向 量 ， 所 
以 它 是 汪 近 曲线 的 密切 平面 。 
了 定义 了 车 曲面 三 以 渐 近 曲线 为 学 标 曲线 时 ， 这 个 坐标 网 
叫做 渐 近 曲 鳅 网。 但 不 是 所 有 的 曲面 都 存在 这 种 渐 近 曲线 网 ， 
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如 果 曲 面 上 的 扣 才 是 双 旬 点 ， 则 在 曲面 上 存在 两 族 渐 近 得 
线 ， 这 两 旗 渐 近 则 线 宰 成 曲面 上 渐 近 此 线 网 ， 但 补 略 点 的 分 域 
不 存在 渐 近 由 线 ， 因 此 也 就 不 存在 渐 近 曲线 网 。 
【定理 9】 曲面 的 坐标 网 是 渐 近 曲线 网 的 充分 必要 条 件 是 
L=N=¢ 
‘证明 } 必要 性 ， 由 淘 近 曲线 的 定义 琴 知 ， 渐 近 曲 线 的 方 
程 为 
Law' + 2Mdndv + Ndr = 0 
因为 坐标 曲线 的 微分 方程 为 4#=0 或 r=0, 因 此， 着 
4 曲线 是 渐 近 曲线 ， 即 da 拓 0，dz = 0 必 满 足 渐 近 曲线 的 微分 
方程 ， 把 它 代 入 上 式 ， 得 工 d 甜 = 0， 因 4d8 冯 0， 所 以 
L=0 
同 理 ， 当 :向 线 ， 即 dx = ,dz 志 0 是 渐 近 得 线 时 ， 可 得 N = 0. 
充分 性， 若 在 明 面 忆 的 坐标 网 中 上 = N =0, 则 渐 近 曲线 方 
程 变 为 Midxay = 0， 其 所 0 (否则 第 二 基本 微分 形式 不 存在 )， 
所 区 有 sd#dz = 0， 因此 ， 当 dx 志 0，4ds = 0 时 ，# 物 线 是 浙 近 
曲线 ， 当 dw=0，dv 六 0 时 ，v 曲线 是 渐 近 葛 线 。， 即 
L=N=0# 
是 < 上 坐标 烛 线 网 为 渐 近 曲线 了 网 的 充分 必要 条 件 。 
《2 ) 共 孝 方向 与 共 元 网 
【定义 】 沿 曲面 仿 上 一 条 曲线 c,?=7(?) 的 单 参 切 平面 族 
的 特征 线 方 疝 好 =《ew 6v) 与 曲线 c 的 切线 方向 d7 = (dn, adv) 
之 间 满 足 条 件 
Ladnds + MOGe tt dron) + Nadvdy= 0 
时 ， 则 称 or 与 d? 共 罗 ， 
[ 引 理 】 揭 奋 上 任意 点 的 三 切线 方向 47,, dr 夫 轿 的 充分 
必要 条 件 为 dl =0， 或 dd = 10， 
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(证 明 ) 必要 性: 设 4 = dd})， dr = dnoy dva } 共 
轿 ， 则 疹 
Ldnadw t+ Midndv t+ dvdv) +t Nadvadv= 0 
即 r dmdn tr th, (dd 十 二 证 人 0) 十 卫生 
= (FAR td) Cd + do) 
= fy 
充分 性 ， 在 三 上 沿 好 ,为 切线 作曲 线 CiY=Y(CD 。 沿 避 作 之 
的 单 参 切 平 面 族 n(D) : (8 一 ?7(5)) = 由 再 作 这 个 族 的 特征 钱 ， 即 
微分 上 式 得 (D9 下 一 OD) 一 隆信 二 (全 一 了 人) = 
令 特 征 线 方向 为 dz， 则 得 
drdn= 人 0 
和 巷 令 dr=T duit dy 
dn = Wd 十 hd? 
代入 上 式 ， 则 得 
dF-dn = {rd 二 
= ?MA dt TN dnd + Vd #2) 
+ Fd ds 
= Ladmdn t+ Mawadve t dv adn) + Nadvidte 
= 1 
即 曲线 C 的 切线 方向 dz/4w 与 特征 线 的 方向 dvs/dw 共 辆 , 
[定义 本 给 出 曲面 上 两 旗 曲 钱 ， 如 昌 过 曲直 上 每 一 所 的 两 
族 坐 标 曲 线 的 切线 方 渣 都 是 共 罗 方 向 时 ， 则 这 丙 族 坐标 昌 线 冉 
确定 的 坐标 网 称 为 曲面 上 的 共 先 网 ， 
- 工 定理 10] 曲面 的 曲线 坐标 网 构成 共 思 网 的 充分 必要 条 尼 
MM=0 
(证 明 ) 必要 人 竹 ， 设 给 定 二 族 曲 线 的 方向 分 别 为 dx/dv 和 各 
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du1bo， 若 二 方向 共 力 则 应 满足 共 斩 条 件 ， 
TAG-dtpony + Ndrdv=0 
洪 给 出 共 辐 有 曲线 族 中 的 一 族 曲 线 的 微分 方 午 
Adu+ Bdv=0 (2) 
我 们 能 够 求 得 与 它 共 三 的 曲线 族 葛 微分 方程 ， 这 只 要 从 上 上 二 式 
中 ， 消 去 dx，dv， 即 得 到 
(BL ~ AMyYGr+ (BM— AN)br=0 {by 
上 式 确 定 与 (2) 共 轿 的 曲线 族 (b)， 
在 特殊 情况 下 ， 如 果 曲 线 是 举 标 曲线 # 即 dx 了 ， 如 = 让 
则 它 的 共 朱 昌 线 谈 是 
Lex + Mdr=0 
要 使 这 族 曲 线 是 z 一 且 线 〉， 即 (65#= 00， 如 天 外， 则 上 式 变 为 
Méy=0 可 知 计 =0， 
充分 性 ， 荐 总 = 人 ， 则 共 放 条 性 变 为 
Landa t+t Ndvdv=0 
当 dx 关 0，dv = 0 时 ， 从 上 式 得 Ladx6w =0 导出 2 关 0 6# = 0. 
即 上 坐标 曲线 “与 * 共 罗 ， 即 坐标 时 线 网 为 共 施 两， 
【推论 8 了 曲面 上， 自 共 孝 方向 是 海 近 方向 ， 
《证明 ) 设 曲 面 上 二 共 郝 方向 为 d#:dv 和 :0s。 因 为 
它们 共 轻 ， 所 以 必 满 足 共 轿 条 你 
Ldwxon+ Midwdy + dvéw) + Ndrvdr = 0 
党 因为 它们 自 共 轻 ， 即 
Ldw +2Madndr t+ Ndy*=0 
满足 上 式 的 方向 ds:ds 是 渐 近 方向 。 因 此 ， 曲 面 二 上 自 共 圈 
的 方向 必 为 浙 近 方向 。 
[推论 9] 曲面 上 上 正 交 共 轿 网 是 曲率 线 网 ， 
《证 明 》 我 们 根据 本 章 驻 .3 的 例题 可 知 ， 曲 面 之 上 的 网 为 
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正 交 网 的 充分 必要 条 件 为 了 = 40， 又 由 末节 前 面 定 理 10 可 知 遇 
线 网 为 共 气 网 的 充分 必要 条 件 是 放 = 0。 因 此 ， 必 上 曲线 网 为 
正 交 共 据 网 的 充分 必要 条 忻 为 f= MM=0. 

又 由 本 章 83'2 的 定理 6 放 知 ， 坐 标 册 为 由 率 线 网 的 充分 必 
要 条 件 为 上 = 而 =0。 因此 ， 焉 交 且 共和 的 曲线 网 几 为 曲率 线 
网 ， 


$3.5 极 小 曲面 


在 微分 方程 的 研究 中 贝克 兰 (Backiund) 变换 很 重要 ，。 它 
与 极 小 曲面 或 负 昌 率 曲面 有 密切 关系 ， 下 而 我 们 介绍 极 小 曲 
而 ， 


【定义 〗】 曲 面 写 上 各 点 的 平 沟 曲率 百 = 却 ( 友 + 二 三 (时 ， 


则 称 曲 面 为 极 小 曲面 , 

【定理 111] 有 曲面 之 上 由 一 从 闭 曲线 CC 所 图 成 的 面积 3 为 极 
小 时 ， 则 三 是 极 小 曲面 ， 

{证明 〉》 对 已 给 曲面 之 ， 
T= 9) 合 币 小 变动 《图 3 
一 24)》 ， 即 

| 二 天 十 必 隆 Ca) 

其 中 六 7 分 别 是 变动 前 后 ， 
对 应 点 对， 站， 的 周 径 。 ?4 其 
昨 商 己 的 法 向 量 。e 是 枉 意 小 网 3 一 24 
的 正 获 ， 它 与 了 7,，R 一 样 都 是 点 的 伐 置 (x, 1 的 阔 数 ， 枉 
(3) 式 欧 微分 ， 得 


= eR, — EN 


Oh, + ee Cb) 
Oy . 

并 出 王 动 后 的 曲面 之 | 的 第 一 基本 量 ， 团 去 。 的 高 阶 无 穷 小 
项 ， 则 得 

BE=B~-2L, FI=F-2eM, GG-2eN {0) 
把 它们 代入 公式 ， 则 有 

BOG, -Pi= (BG- FY — 9e(BN -oFM+ON) 

= {EG -- FY (1 -del) 

它 王 简单 闭 曲 线 忆 所 围 区 域 上 的 积分 ， 即 忆 所 围 的 商 积 为 

(jvEas TF dudy = ||vE EF: dudy 

一 4| [envES — Ftdwds 
所 以 面积 的 变 分 为 
6 = 一 4| elds 

车 使 鼠 所 围 面积 最 小 ， 则 5 = 0， 即 禧 均 晶 率 蝇 =0， 只 定义 
可 知 该 曲面 瑟 鸭 极 小 湖面 ， 


从 平均 曲率 定妆 
_ EN-2FM+GL 
2H = EG~ F: 
可 知 ， 若 曲面 仿 为 极 小 曲面 ， 则 第 一 、 第 二 基本 量 满足 条 件 ; 
EN SFM+rGL=0 {3.27) 
【推论 10] 在 表 小 出 面 之 上 ， 浙 近 出 线 网 是 正 交 曲线 奉 标 
网 ， 
{证明 》 已 知 曲面 写 的 曲线 坐标 网 汐 源 近 曲 线 坐 标 网 的 充 
分 必要 条 性 为 L=N=0 (a) 
艾 知 该 邮 面 为 极 小 曲面 ， 即 
EN- FM+GL=0 (Cb) 
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将 条 件 (2) 代入 条 件 〈b)，, 则 得 
FM=0 
因为 M 关 0 (否则 第 二 基本 量 同 时 为 零 ) ， 所 以 F= 人) 而 F=0 
是 曲线 坐标 网 是 正 交 网 的 充分 必要 条 件 ， 因 此 ， 极 小 曲面 土 的 
渐 近 出线 网 是 正 交 出 线 网 . 
【推论 11] 援 小 曲面 二 是 负 曲 率 曲 面 ， 
(证 明 ) 从 极 小 曲面 的 定义 可 扼 
H= 二 hth) = 
所 以 ， 在 极 小 曲面 于 各 点 前 二 主 曲 率 名 、 丰 的 绝对 值 相 等 而 符 
号 相反 ， 因 此 在 该 点 药 高 斯 曲率 
K=k.6<0 
所 以 极 小 曲面 是 负 曲 率 曲 面 。 
[推论 12》 在 不 是 平面 的 极 小 曲 酒 卫 上 ， 渐 近 曲 线 网 ， 曲 
率 鲁 网 殉 是 畦 温 网 ， 
(证 明 ) 首先 证 天 在 极 小 曲面 三 了 曲率 钱 网 是 等 温 网 ， 面 
为 牵 上 的 网 是 得 率 线 了 网 ， 因 此 在 这 个 网 中 ， 达 的 第 一 、 第 二 基 
本 微分 形式 为 
= Eadw+tdar 
= Ladw + Nar 
又 因为 曲面 卫 是 极 小 曲面 ， 它 的 第 一 、 第 二 基本 苹 应 满足 满足 
条 件 
H=EN+GL-0 
又 根据 柯达 奇 (Codazzi) 方程 *， 可 知 


I A 
* Uodanzi 方程 是 当面 第 一 ， 二 稚 本 量 必 全 消 足 的 方 再。【 过 于) 《一 天 


EY, CE。 _ 卫 ),- -Te 可 
§ 4.3 冰 的 (4.28) 式 ， | 
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L,=N,=0 
即 工 = 上 (WD，N = NN(v)。 因 为 E>0，G>0， 所 以 由 (EN+ 
GL=0 可 知 工 .N 或 均 为 0 ， 或 异 号 ， 因 为 已 假定 2 不 是 平 
面 ， 所 以 上 , 六 只 是 异 导 。 现 在 设 引 进 新 参数 为 区 玉 使 了 上 小 
N<0， 且 

dH = Ldy dd=w -Ndy 
在 这 个 坐标 网 中 ， 的 第 一 基本 微分 形式 为 

qr= dR + = (Lear + Nav) 
于 是 这 时 ， 由 昌 = EN + GL=0 的 条 御 可 知 ， 之 的 第 一 基本 铀 
分 形式 为 

P= 0d + dD) 
其 中 o= oi 四。 所 以 曲率 强 网 是 之 的 等 温 网 ， 

其 次 证 明 三 的 新近 曲线 网 也 是 等 温 网 ， 
现在 在 写 上 取 4 六 = A284d， 人 二 dd 一 汶 可 标 曲线 网 的 

参数 。 若 它 是 认 近 曲线 网 ， 则 工 = 和 = 小 所 以 在 这 个 网 中 ， 和 
二 基本 微分 形式 为 

gz = dla 
叉 因 为 在 这 个 网 中 ， 极 小 曲面 的 第 一 、 第 二 基本 量 应 当 满足 条 
性 

H=BEN-2FM+CGL=2FM:= 0, 
得 赃 冯 9 《因为 三 不 是 平面 》 ， 所 以 有 F =0。 因 此 ， 达 的 第 一 
基本 微分 形式 可 以 写 做 

p= Fd +d0) 
即 浙 近 曲线 网 是 等 温 网 ， 而 = 常数 ，5 = 常数 是 浙 近 有 瘟 线 ， 

[ 例 133 旋转 极 小 曲面 是 疙 链 夯 ， 
(证 明 ) 设 旋转 曲面 的 方程 为 
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T= {gCosy, ZC)Sint, wy (p>0) 


它 第 一 、 二 基本 量 分 别 沪 
E=1+(g8), 了 = 站 G=g 
和 L=-g /tte):, M=0, N=g/v1t (tr) 


在 这 个 网 中 ， 补 小 曲面 的 条 性 式 为 
H= (1+ (Cg):- ge"=0 


, Ea ge" 
或 1 十 (0) 


积分 得 gg=cev1+ (gy): (ce 为 常数 ) 


即 8 = cch( +a) 


其 中 a 为 常数 ， 显 然 旋转 曲面 为 县 链 面 ， 


34 曲面 的 基本 定理 


为 使 得 计算 更 为 简单 ， 我 们 将 采用 新 的 记号 ， 


$4.1 指标 记 法 


催 曲 面 参 数 方 程 为 
163 


T=, 0) 


今后 用 刀 才 示 参 数 xz， 用 # 天 示 参 数 ， 这 时 曲面 参数 方 称 


条 二 河和 3 
如 用 # 袁 示 参 数 右 小 角 号 码 ， 则 参数 方程 又 可 以 写成 

第 =) (f=1,2) 《4 ] 
明 夯 对 参数 的 徽 分， 按 了 =7(#y 四 ， 应 写 为 


d= ,dt dt 


条， 了 -7 二 二 Or 
x! " ON: 
如 果 按 新 的 记号 刚 
dr = dn + dr 
又 可 以 写成 
dr =- Pd (4"2) 


j= 
根据 上 面 记号 ， 可 以 令 yu 为 Pt Ys 为 mr 类 但 地 

P= =? 因此 ， 第 一 基本 量 按 新 的 记号 可 以 写 做 

E=F.7 = gn FF=Te= Y= J = fs C= T= fa 
在 这 种 记号 下 ， 

dr = Cdn + Tod) CT a + Pod Ki) 

= rd dy tt FP) du dw + (Pr) dnd 
十 Tord ud 


= gudu'da#! + Dd dn + Sard Mid a 


2 
= giduidut {4.3) 


志 直 


其 中 令 Yi 朵 rr 二 条 = 二 各 葛 ! 于 指 慰 是 
对 称 的 。 
将 上 面 用 新 记号 表示 的 公式 ， 氢 括 如 下 ， 


和 (4 4) 
_ ar , 

了 = sr (4:5) 
2 

dr= rdw (4.6) 
了 = 

Bix= Fi T= Ti Ti Bi {4.7) 
2 

ds* = 人 pinduidut C4.8) 


其 中 六 放下 = 1,2， 

(4 和 式 中 的 有 (4.6) 式 中 的 i (44:9) 式 中 的 j, 上 
它们 表示 jj, 有 =14,2 时 ， 有 有 了 两 项 相 加 ， 是 者 示 总 和 的 ， 所 以 
把 这 种 指标 称 为 总 和 指标 。 总 和 指标 的 特点 基 在 一 个 式 子 的 一 
项 中 同时 上 乔 更 ， 而 且 一 个 在 上 方 ， 而 另 一 个 在 下 方 。 对 这 种 指 
标 一 般 地 取 1,2-…，# 的 总 和 ， 总 和 指标 与 所 用 的 字母 无 关 ， 
例如 xi 下 = ardt=arb! 等 等 。 但 必须 注意 在 一 个 式 子 中 不 同 的 
总 和 要 用 不 同 的 字母 作 总 和 指标 ， 以 屠 免 混 清 ， 

嚼 一 方面 ， 如 上 面 (4'4) 式 ， 当 =1:2 时 ， 实 际 上 它 同 
时 表示 两 个 式 子 。 (4 六 式 ， 当 刻 尼 = 1; 2 时 ， 它 表示 四 个 式 
子 ， 这 样 的 指标 i j, 不 在 式 子 中 称 为 自由 指标 。 它 的 特征 是 
在 每 项 中 单独 出 现 ， 

这 种 规定 称 为 爱 因 斯 坦 (Einstcit) 的 指标 规定 。 在 这 种 规 
定 下 ， 可 以 把 总 和 记号 之 略 去 ， 而 不 能 产生 混 请 ， 

[CML d= gdwidn! + Dp di dn + Edwidu’ 


{05 


二 人 Bird uidnt 


二 | 
= pad Hig at (js =1， 2) 
[本 3 设 /=f (x x 1， 又 Xi = (Cx, A#) 1 = 1, 2, 3, 


9 六 BF Bx Dr dx Br dx’ 
-> -二 -二 
( 解 ) On Ox! A Ox Ox: Ox! A 


根据 指标 记号 ， 这 里 的 < 是 总 和 和 指标。 所 以 可 将 和 符号 之 省 
略 ， 即 
af df dw’ 


Orn’ Ox oi 
5 例 3] 设 了 = asx"xi (oF =1, 2,3) 
试 写 出 它 的 展开 式 ， 
( 解 )》 因为 a, 是 总 和 指标 ， 有 因为 a, 记 = 1,2,3, 所 以 


3 可 
= Ma 二 人 人 dX 


a B= 


(= ]， 2y 3) 


= A + NN + A a 
+ a HE AN N+ A a + dn 
务 一 上 方面， 为 计算 的 方便 ， 我 们 引进 叫 克朗 尼克 (Kron- 
ecker) 5 的 记号 ， 以 下 往 称 克 氏 记号 ， 


6 =1 i=] (C419) 
0 
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E F 
(gn ={ Eu #1 = (4:10 
(2 1 F Go ) 
已 频 它 的 行列 式 
本 上 = 5G-P>0 (11) 
F oo 


所 以 (gyx) 是 满 秩 阵 ， 因 此 存在 逆 阵 (8)，g 六 中 的 元 素 为 


gi -了 《4193 


wa) Ga 


"le! 


它 的 逆 芽 为 
a Ei ” 
(5 2 ) 
从 阜 阵 的 运算 性 质 可 条 
C8) Cg) ={ 3 8 }( B11 B12 
££ a 1 2 
=( 8 EutB Bu 8 Buta Be \ 8 
BB+ BBs get 8 2s ) 


因为 gg t gign=1 gg t gt ge=0 
Sg + ggn=0 gge + gg = 1 


根据 自由 指标 与 总 和 指标 的 规定 ， 上 边 四 个 式 子 可 写成 下 面 形 
式 


时 
2 BR BE Oi (d+:14) 
4 上 讶 二 


J 


浙 以 CB i gik) = ( )= (。 ， ) = {0) 
1 时 


现在 将 过 去 用 的 符号 与 今后 用 的 指标 记 法 的 符号 对 应 的 列 
表 如 下 : 


Fs 了 六 wy ?we = 了 一 Fos Tv FE, F, Cr L, M, N 
| Fy Fr Fs = TF Fos lB Bis = Bt Bo Hi,, Hs = Hs H.;, 
Car:15) 


这 里 前 四 个 部 分 ， 前面 已 作 规定 ， 丽 第 二 基本 量 又 给 名和 新 的 记 
号 Hi 
下 面 ， 我 们 通过 实例 给 出 指标 升降 移 运 算 ， 
[ 例 43 已 给 日 = giHin， 斌 将 指标 i 下 降 ， 和 使 Hi 变 
为 Hit。 
( 解 ) 将 等 式 gHyx = HH 和 两 边 同 习 议 gr 得 
Bug iHir= Hrga 
闵 为 8&8”= 0,， 可 得 
oHi= HB 
又 头 为 ”Hit= 6Hir +t OHar 
但 i 也 可 取 1，2， 疡 以 根据 (4: 和)6; 记号 性 质 可 得 ， 当 j= 
7 时 让/ =1， ij! 时 ， 的 = 如 所 以 


Hn= Hir 
由 此 可 得 

Hi= Hiiga : (4-16) 
这 样 即将 Hi 的 上 指标 7 下 降 ， 合 Hi 变 为 Hi 这 种 运算 
称 为 指标 下 降 ， 


周 样 ， 己基 Hs = 再 二 和 将 上 式 黄 边 同 彝 以 2 即 
8 
即 有 8 本 = Hi (4 ,17) 
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通过 上 述 运算 又 把 Hi 的 指标 上 上升， 使 He 变 为 Hi 将 
这 种 运算 称 为 指标 上 升 ， 

总 之 ， 当 把 下 (上) 指标 上 升 〈 下 降 ) 时 ， 就 滋 久 与 它 有 
相册 的 一 个 总 和 指标 的 具有 两 个 上 〈 下 ) 指标 的 & ， 这 种 运 
算 ， 今 后 要 用 到 ， 


84*2 曲面 上 的 相伴 三 棱 形 


在 曲线 论 里 ， 我 们 在 曲线 上 正常 点 取 三 个 相互 正 交 的 单位 
向 量 ?7，V, 和， 由 这 三 个 基本 向 景 组 构成 曲线 相伴 三 楼 形 、 并 
导出 了 『 一 4 公式 ， 这 个 公式 在 曲线 论 里 点 有 极 重 要 地 位 . 

与 曲线 论 里 的 上 一 了 公式 类 似 地 ， 在 曲面 上 我 们 也 引进 同 
样 的 公式 ， 即 在 曲面 上 过 每 个 正常 点 都 有 两 个 坐标 曲线 的 切 疝 
量 7?。、?, 以 及 与 它们 相生 直 的 法 向 量 共 ， 构 成 一 个 标 架 。 虹 
然 ， 此 三 个 向 景 是 线性 无 关 的 ， 在 一 般 情况 下 ， ?与 各 不 是 
惟 直 的 。 现 在 我 们 研究 当 标 殷 原 点 ， 作 微小 移动 时 ， 标 架 的 谈 
化 规律 ， 

【定义 】 明 面 三 ;=YOn 8) 下 任意 点 的 三 个 向 基 组 
{ri=Or/9g， TXTj/ rx? = (i,j=1，2) 称 为 曲面 2 的 
相 翌 三 楼 形 。 


【和 定理 】7? 对 经 的 导 范 煞 Fx = 97; OY 在 相伴 三 


Dnt Dad 
楼 形 全，?:，R} 中 的 线性 表示 式 为 
rin= nr, + 
其 中 全 5x= 六 tp 大 = 是 关于 指标 人 上 对 称 的 未 定 系 
(证 明 》 因 为 曲面 了 上 的 点 都 是 正常 点 ， 所 以 在 曲面 上 往 
意 点 的 标 架 {7;,7) 是 无 关 向 恒 。 在 该 点 的 任何 问 量 都 可以 被 这 
地 8 


ia 0 ! 


元 关 向 量 组 线性 表 出 。 因 此 ，?;; 可 表示 为 

For=d r+ san {4.18) 
其 中 j, 上 上 =1,2 是 自由 指标 ， 而 i 是 总 和 指标 ， 从 而 上 式 同时 
表示 四 个 式 子 。 即 

To = Tt r+i un 

P= + or 4 

Fy = rt T+ 

To a= Ta + Tr +1 


现在 ， 我 们 计算 系数 ro 


首先 ， 注 意 
Yona:R= He NNR=1 
则 得 tax= Hs C4*19) 
其 次 ， 确 定 1 jib 为 此 ， 作 
ya 一 


将 上 式 对 从 微分 ，《 记 做 -2 = ru -党 =rpt 得 


他 十 攻克 {4.20 
将 Fs r= Ts tay Pir k= T+ en 
代入 (4.20) 式 ， 并 注意 
和 
则 得 Tig + ttges = Ba # 
交换 /与 得 
Tatt i go = ak i 
再 交换 4 与 j， 则 得 
Thagit ti tagis = Bikya 
将 前 两 式 相 吉 再 诚 去 第 三 式 ， 并 注意 0 及 Bix 的 下 指标 关 
于 广 污 E 对 称 ， 则 
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2 des = Beis t+ fats — Bitss 
其 次 ， 在 该 式 两 边 乘 以 二 8 就 (4=1,2) 作 总 和 ， 则 得 


(ag) = ge kt Baeks i— Flts a) 
然而 554= 0 
其 而 Tiina gs) = TO 

= 8 td 0s 

(a) = Tn eget gots- Elta) (4d :21) 
我 们 令 亏 (ay 十 Bok i BR mh = Cjk, 4 册 侈 利 斯 多 夫 (Chri- 
stoffel) 第 一 类 记号 ， 把 { 加 = j= 821[j6, a 山 克 利 斯 多 
夫 第 二 类 记号 .最 然 它 们 都 是 仅 由 第 一 基本 量 gj; 和 它 的 一 阶 
偏 导 函数 攀 成 ， 遍 以 i = 站 ri; 是 曲 画 内 在 几何 重要 基 本 
量 , 光 (4.t9) ， (4:21) 式 代 入 《418) 式 得 

Yi, += adr + Hjxn (4:22) 


称 之 为 高 斯 公式 . 
根据 同样 思想 ， 在 正常 点 的 法 问 量 ?3 对 参数 欠 的 偏 导 数 ， 
也 同样 可 以 用 7;，% 线 性 表示 ， 
[定理 2 ] 曲面， =? (#1,#) 的 任意 点 的 法 向 量 m， 对 
参数 , #* 的 偏 导数 在 该 点 按 {7;, ?2} 的 分 解 式 为 
R= — EHH ;RT, 
(证 明俊 16+ 沿 《zz 下) 的 线性 分 解 式 为 
R= ar + (4.23) 
其 中 |/ ,2 7 是 待定 系数 ， 
由 假设 可 知 % 是 单位 向 量 ，R'12=1 对 九 求 导 可 得 
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入 : 振 十 府 拓 天 二 下 
四 丽 ， 7, #2= 作 
将 (4:2383) 式 两 亡 同 乘 以 nn 即 得 站 /= 人 又 因为 Rn， 所 以 
?i= 将 此 式 对 不 微分 得 
Piya + = 人 0 
式 中 Fyx 与 2 + 分 别 用 高 斯 公式 与 R, 4 = 了 ,ww 刘 代入 上 上 式 ， 
并 注意 "n=0 和 ?fs。= 8ia 得 
Haiti ,gi = 0 
将 等 式 两 边 同 孙 以 527， 并 注意 对 j 求 和 & gj = 6， 和 
! + 则 得 
fr= — gH 
若 令 28 万 = 了 bo 其 由 (4'23) 式 可 得 
Ra= 一 一 {4.24) 


它 表 示 法 癌 量 % 的 偏 导 数 按 ?， ?7 的 分 解 式 。 也 称 此 公式 为 万 
加 赔 {Weingarten) 公式 。 
高 斯 公式 和 万 加 滕 公式 在 曲面 论 中 是 很 重要 的 公式 ， 它 类 
似 曲线 论 的 F-5 公式 ， 它 们 描述 了 曲面 的 相伴 三 楼 形 灌 曲 曾 
上 曲线 做 微小 移动 时 ， 相 们 三 楼 形 相对 于 某 固 定 相伴 三 楼 形 
( 标 架 ) 的 运动 规律 。 以 后 对 某 变量 求 导 时 ， 在 不 发 生 沪 洋 
讨 ， 可 了 略 去 指标 前 的 逗号 , 
 【 例 53 写 出 当 曲 南 ?= "Cw 的 航标 站 为 正 交 网 时 的 
高 斯 公式 与 万 可 腾 公 式 ， 
‘ 解 》 已 知 高 斯 公式 为 
Fi r= Tt nn 
刀 加 胖 公 式 为 
二 一 
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其 中 了 = 也 Bley t+ Batsi— Bitya) 


了 天 = 再 并 

i 7， 有 分 别 取 1，2。 叉 出 坐标 网 为 正 交 网 ， 因 此 F = 0, 所 

以 
gu = E, gz= En=F=0, ga = 
8"= 启 ， pa = gi 0, 4= 走 

把 它 伐 入 上 起， 了 
A g! Og + _ O81 卫 。 
"4 eS Sy ) = 2E 
| 1 1 uids 5: ORs | E, 
fn -Ts ( Du Ou: Ow ) FE 

9 1 如 作 0 x 
fe + 
| 1 dg Og, egn E, 
Te 3 + 3 Eh) = 一 了 
:1 DE DE OB |Y_ CG 

二 区 2 On! Dx: 8 ) = 9 
| rm dg: ,95: _ OFe NY G, 
六 "(8 Tn 4) = 2 
= 五 = 了， T= Tn= H,=H,= M, 
T= Hs=N 

把 它们 民 入 高 斯 公式 和 万 加 滕 公式 ， 则 得 
| Tr Ln = 3 一 -全 3 十 工 入 
， FE G, 
‘= = 
la 5F | 人 三 
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G 


| 
| ‘28 2G 
A 
入 ,| = -二 -Yr 
NH N 
NB ET 


(人情 6) 试 将 高 斯 公式 用 E，F，G} L， 术 ,，N 表示 ， 
( 解 ) 已 知 高 斯 公式 为 


ror= rt an 
因 yx 是 回 量 ， 只 要 将 其 系数 1，7T7x 用 第 一 、 第 二 基本 
攻 PPcsT NAN 表示 出 来 即 可 。 从 克利 斯 案 夫 记 叶 可 知 


了 = 是 十 gaky i 上 a) 
其 中 go = EE， Bi = 1 =F ga= 0 
11 :2 2 p21 Bu 2 Bn 
上 g 4 二 上 ， 起 区 
.其 中 拱 标 4 是 总 和 指标 ， 按 1 ，2 展开 求 和 ， 则 得 


mn = CE, + FE,— 2F,) 

,= -站 (2EF,— EE,- FE,) 
,= (GE +FG ) 
=, = 二 (BEG, ~ FE,) 


{lpe= 《2 P,- GG TG,) 


28 
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T= 3 (EG.— FG,- 2FF,) 


由 日 ;# 的 药 定 已 知 Hu= LL, Hi:= H;, = MH, H,;=N, 措 它 们 民 
入 高 斯 公式 ， 则 Fi,* 网 坐标 可 写成 如 下 形式 ， 


x = Zr GE, + FE,— FF)x,+ (2EF. 
-EE,- FE)x,I+tLX 
x (GE, FO), + (EG, -FE)w I + MY 
x，= CF,G -GG, -~ FG)x, + (EG, + FG, 
-2FP)x,]+ NX 
1 
Vien = rb 十 FE., 一 2 下 天 )y 十 EP, 
-EE,- FPF) +LiY 
1 
J gt CoE, Po y, + (EG,— 下 JJ) 加 + MY 


yee = GE,- -GG ~- FGNy,+ (EG, 


+ FO, — 2FF OY + NY 


%»,, = 3 (GE, + PE,— 2FF,)%, + (2EF, 


— EE,— FE,)%,i+L2 


ga 一 rt (GE,~ FG)%,+ (EG,.— FE,)%,)+ M2 


2 =- Zr CGF, -OG,— PG) %, + (Ho, 
pc. -23PF Dy, J+NZ 
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[ 例 73 试用 E，、F、G; 上 、 刘 、N 把 万 加 号 会 式 表 示 
出 来 ， 
. (和解) 已 知 万 加 腾 公 式 为 
Hik = 一 8 = ~ H,' rT, 


所 以 H', = gH (ij, =1,2) 


则 H, ,= (GL -FM), H', = (PL+EM) 


Ht = (GM -FN), Hr, ,= (- FM + EN) 


类 似 例 2， 可 以 将 万 加 滕 公式 的 座 标 写 为 
X= LGL FMyx,+ (EM-FL)x,) 


YY = 7 COGL ~ FM)y, + (EM- FL)y,) 

Z,= .EGL FM, + (BM EL)g,) 
X,= [GM FNyx,+ (EN _ PM)x,Y 
7 =- 二 (GM — FN)y, + (EN - FM)y,] 


2Z,= CEM ~ FN)%,+ (EN - FM)%,] 


§4.3 弗 面 的 基本 定理 


在 曲线 论 中 ， 我 们 通过 曲 钱 的 相伴 三 楼 形 (PTrvB) 的 
运动 规律 上 一 SS 公 式 ， 证 明了 在 空间 ， 只 要 给 出 满足 了 一 总 公 
式 的 系数 Kx=#(9) >0X=X 是 上 C 类 国 数 ， 则 在 空间 中 在 
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在 曲线 而 且 除 位 置 不 局 外 ， 唯 一 确定 ， 它 的 相伴 三 楼 形 吕 (PP， 
T，YV， 助 ， 而 且 它 的 各 点 的 曲率 与 挠 率 的 利 恰 是 给 定 的 函数 在 
该 点 的 什 ， 

我 们 可 议 把 曲线 论 基 本 定理 的 想法 推广 到 其 面 论 ， 利 用 曲 
面 上 的 相伴 三 楼 形 4r;，?3} 的 微小 移动 的 运动 规律 ， 即 高 斯 
公式 和 万 加 滕 公式 ， 当 它们 系数 满足 一 定 规律 时 所 确定 的 
油 面 ， 当 然 ， 沿 面 上 相伴 三 楼 形 是 二 独立 变量 的 函数 ， 而 且 在 
一 般 情 形 下 ， (PF4，R》 这 个 标 架 向 量 拓也 不 一 定 是 单位 正 
变 的 。 

为 此 ， 把 高 斯 公式 和 万 加 中公 式 厦 作 是 关于 ?7 及 7 的 偏 微 
分 方程 ， 首 先 求 出 它 的 可 积 条 件 . 

【定理 3 了 已 给 曲面 :7=Y(zb 2)， 它 的 高 斯 和 万 加 腾 公 
式 为 


rp {i Ba 
ny t= ~ EH i 


则 它们 的 可 积 条 件 为 
(ed {dr {fea} hae) 
-HuaH’,1- HnH', a C4, 25) 
Hes1— Ha et {fH -人 je=o (4, 26) 
{证明 》 首先 把 高 斯 公式 就 # 进行 偏 微分 ， 则 得 


1 4 : 
Fs i= {ret hrest Hin m+ Hm 


将 高 斯 和 万 加 器 公式 代入 上 式 则 得 
ro w= [{ ja),, +{ Fela) -HH es 
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+ CH jt :+ | 全 ED 
招 微 分 方程 的 可 积 条 件 知 


it 
及 由 Yi 名 线性 无 关 性 ， 则 得 两 个 方程 可 积 条 性 为 
i il jaelfil_fa liil 
(ja, per{ Fetar (ji flag] 
= HaH'’,,- HH',x 
Hoi~ Hintt{ 全 -和 as。 
前 者 称 为 高 斯 方程 ， 后 者 称 为 柯达 畜 方 程 . 
【推论 11 太 曲 午 的 正 交 网 中 ， 高 斯 相生 达 胡 方才 ， 用 
E, 上， Cr L, MM, N 可 才 示 为 


- LS] [Ye | ) LN-M: 


| (过). - (EE).- NO) MO -1 


(4. 38》 
(二 ) -SS) -LM OMY, 
En WO E EG 
(证 明 ) 取 jj 站 =12， 并 把 g1=E，&1= 281=F=0 
( 正 变 网 ，&w = Ci Hi=L，H,= Hy = 弄 ， 五 := N 等 代入 
高 斯 ， 柯 达 奇 方程 中 ， 整 理 便 得 上 式 ， 它 们 就 是 在 正 交 网 中 的 
高 斯 一 一 司 达 奇 方 程 
【推论 2】 曲面 的 高 斯 曲率 ， 由 曲面 的 第 一 基本 量 所 入 
定 ， 它 是 等 距 变 的 的 不 变量 ， 
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“证明 ) 从 高 斯 方程 


1 1 TCwE) (V0), 1 二 
-lS 中 + (Se = 
可知 ， 它 的 右边 一 :一 = 天 是 高 斯 曲率 ， 而 式 左边 只 是 第 一 


基本 量 及 其 偏 导 数 攀 成 的 鞠 系 式 ， 由 些 可知， 曲面 的 高 斯 贡 
束 ， 只 次 定 于 它 的 第 一 基本 量 。 因 为 E、F、G 是 等 距 变 换 的 
不 寞 量 。 所 以 高 斯 由 率 天 也 是 告 距 变换 的 不 变量 ， 
这 里 我 们 利用 高 斯 曲率 ， 再 给 出 可 展 曲 而 的 判定 条 性 。 
[定理 4】 有 曲面 是 可 展 曲 耐 的 充分 必 层 条件 是 高 斯 曲率 恒 
为 零 ， 
‘证明 ) 必要 性， 若 邮 面 为 可 展 遇 而 ， 则 一定 为 直 纹 面 ， 
因而 它 的 方程 可 写 为 
r=p0) toT() (T=) 
求 导 ， 则 有 
?PP +aT ?,=T 
Pos= Pp tuUT Fs= TT ?=0 
由 N=% 了 ,。 可 知 ，N = 0， 我 们 又 知道 
M = A Te True) ， 
vwEG-F: VEG—F: 
因 鸭 曲面 为 可 展 昌 面 ， 又 从 直 纹 面 为 可 展 曲 面 的 条 件 知 pT， 
rD =0， 所 区 


M PT) T) 一 
w EG— PT? 


因为 高 斯 曙 率 人 = 中 > 二 多 ， 已 证 得 N= 对 = 0 故 K 二 0. 


充分 性 ， 即 ， 证 天 三 0 的 曲面 为 可 展 划 面 ， 我 们 只 讨论 此 
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面 个 是 平面 的 情形 ， 曲 面 是 平面 ， 定 理 关 然 成 立 ， 
因为 民 = 号 二 的 = 名 -和 =0 即 湖面 上 点 是 抛物 点 .因此 
浙 近 方向 也 是 主 方向 、 渐 近 线 也 是 曲率 线 。 这 时 对 应 的 主 卓 率 
为 0 ， 可 设 已 = 10。 并 不 内 一 般 性 ， 
这 时 将 $33,2 的 公式 (3, 7) 写成 
EEd# + Pds) ~ (Ldx +t Mdy) =0 
EFad# +t Gd — CM dx#+ Ndr) = 0 
将 第 一 、 第 二 基本 量 E, 了 , G;L， 邮 ，NN， 换 成 7。，f,，?%， 
名 。 的 数 积 的 形式 ， 稍 加 整理 ， 叉 可 以 写成 
rRdrt dn) =0 
r, (gdr + dn) = 0 
RE dF + dN = 


部 ,dr + 4 与 Ts Ts 性 同时 垂 站， 即 得 ， 
dR = — dr 4, 29) 


出 如 =0 得 da=0 即 关 有 确定 方向 。 由 此 可 知 渐 近 曲线 是 
平面 上 曲线， 而 且 平 面 与 了 沿 渐 近 曲 线 相 坊 。 对 每 一 条 渐 近 曲 
线 ， 卫 只 有 唯一 的 切 平面 ， 出 此 可 见 ， 卫 是 一 个 单 参 平面 族 前 
包 络 面 。 因 商 员 而 是 可 展 册 面 。 

【定理 5 了 ( 波 泽 (Bonnet) 定理 ) 车 在 单 连 通 区 域 中 给 
定 两 个 参数 2; 前 函数 (7 =1,、 2) gx 和 吾 x， 它们 对 于 指标 
六 上 对称 ， 且 8 ij ( 恒 正 ) 和 五: 都 满足 高 斯 和 河 达 奇 方 
程 。 央 除 空间 的 位 秆 差别 外 ， 唯 一 存在 一 个 ， 以 gj 和 理 jx 汶 
第 一 、 第 二 基本 景 的 曲面. 

证明》 已 维 gix 和 吾 , 是 满足 高 斯 一 柯达 奇 方程 的 
的 遂 数 ， 以 它 为 系数 ， 则 则 面相 伴 三 楼 形 的 运动 微分 方程 组 
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oo C—O i 


了 
Fr; = -97 


局 天 
Or, 1 
ds 二 2 r+ Hi 
oi ji 
Br = 一 上 Her, 


由 定理 3 可 知 它们 可 积 。 设 它 的 解 为 六? 1 且 当 到 = wi 时 ， 
它 的 解 各 =?tiD，Yr 三 的 (4 信 各 一 天 (2 满足 初始 条 件 ; 
VioTke = Rit (KW) Tio Neo=0, NR=1 3 全 
现在 将 证 ， 对 任意 的 # 值 ， 该 方程 组 的 解 f;，4 之 间 也 
有 
Pi 二 人 
的 关系 。 为 此 ， 我 们 设 
A= TT Bjn 
A=T:n 
A=1:N—1 
显然 它们 都 是 刀 的 函数 ， 对 st 微分 上 面前 方程 组 ， 并 以 
(4, 30) 为 初始 条 件 ， 则 得 
下 (= 
= dr re tr dur) 一 证 天 
+ Hd r+ rH ed un) 
= Tdw re Te Ea) tT du (Fer, — EE) 
+ (Hudwirin + Hada'r;n) 


十 (有关 十 二 相生 和 一 i Bi gu 
但 8j;s1= TBiatid kg 所 蕊 最 后 一 项 为 9， 于 局 
2 Cd ,1) 三 ad (TT ik) 一 了 (Fr -- £4 
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d+ rr! 


-ee 


td 一 
十 Hidnrn + Hidair,n 
fd = 4d nn 1) = nadn = -22°H ,ad (rn) 
dA = dm) = dr + ran 
= dw (rR 十 Hadi (Nn) 
— PE jd ir 
= "dire + Hdwi (nn ~ 1) 
它们 是 关于 函数 ix 一 ii f?;:R 及 了 3 下 -二 的 线性 齐 次 微分 
方程 组 ， 它 必 有 零 解 ， 即 
Fao Ei= 0 Pn=0, NX-1=0 
且 当 坟 = #1 时 注 足 条 件 
Pia Fis 一 有 ii = 人 0 
了 
入。 入 一 1 = 


容易 算得 ， 第 一 、 第 二 基本 微分 形式 为 、 
Pi= dr dr = (du) (PadH) = prrd dnt 
P= — dN dr = (CetH dn) Cdn) 
= Hduidwt 
所 以 这 个 曲面 的 第 一 、 二 基本 微分 形式 是 以 给 定 的 8 和 
上 Hi 为 系数 。 
又 从 高 斯 公式 Yj 对 措 访 才 的 对 称 性 可 知 


oF; _ or. 


dx oni 


从 而 ， 由 ?= C70 + ridw 
可 得 由 而 的 方程 
r= 了 (uy, #) 
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人 而 这 个 解 ， 由 初 什 条件 “7),， (C77) (人 32) 唯一 确定 。 且 尾 意 
态 的 三 个 方向 ， 可 以 经 过 运动 与 (7))。。 (2), 的 长 度 和 内 积 相 
和 等， 从 而 证 明了 波 湿 定理， 


$5 ”曲面 上 向 量 的 列 维 一 齐 维 他 (Levi- 
Civita) 平 行 移动 


所 请 列 维 一 齐 维 他 平 行 移 动 ， 实 味 上 是 把 空间 或 平面 二 向 
基 平 行 移动 的 概念 推广 到 一 般 曲面 上 。 

在 二 维 、 三 维 欧 氏 空间 中 向 喇 的 平行 移动 概念 我 们 是 熟悉 
的 ， 如 把 始点 为 六 ,的 向 量 # 平 移 色 始点 为 M' 的 向 量 积 ， 刚 
在 笛 卡 儿 举 标 系 中 ， 它 们 的 分 量 是 四 同 的 ， 面 且 这 种 平移 有 下 
面 的 基本 人 性质; 

(1) 和 保持 线性 关系 ， 

如 果 在 型 夏 的 向 量 ga，B 分 别 与 间 ” 点 的 向 量 @，B' 平 
行 ， 则 对 任何 系数 4,，&， 向 是 4q+ 轴 与 向 量 ha' 9 也 征 
此 平行 。 

‘2) 保持 内 积 : 一 

如 果 a 与 a 平行， 与 DB 平行 ， 则 

tb-=-a'.b' 

到 然 ， 列 锥 一 齐 维 他 平移 基 平 面 上 或 空间 的 向 其 平移 在 曲 
面 上 的 推广 。 我 们 也 希望 保持 这 种 平移 基本 特征 ， 为 此 我 们 作 
如 下 讨论 ， 

设 在 曲面 上 给 出 一 条 曲线 工 : 基 = 下 人 的 ， 在 对) 点 给 出 
之 的 切 疝 量 为 v', 而 在 天 点 邻近 的 工 工 点 太 CtAD 点 ,了 的 切 
问 量 为 z+ dri 面 站 + 如 在 型, 点 切 平面 上 二 和 技 影 设 为 六 上 
0、 现在 定义 ” 消 曲 线 工 的 列 维 一 齐 维 他 的 平行 移动 。 
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[定义 】 在 曲线 上 
齐 氮 ， 为 曲面 2 的 切 向 量 
+do 在 时 点 的 切 平面 
二 的 正 投影 禾 于 在 章 ， 后 
宇 的 切 向 量 # 时 ， 则 说 
"+dv' 与 v' 沿 曲 线 寺 是 
到 维 一 齐 维 他 平 行 的 ， 
一 般 情 况 下 ，v + iw 
在 并 点 切 平 面 上 的 正 投 
影 w+6w' 不 一 定 恰好 是 
v'， 按 平行 的 定义 可 知 ， 
y+ dv 沿 曲 线 上 为 列 维 
一 齐 维 他 和 平行 的 充分 必要 
条 人 忻 为 6v' = 0。6v' 称 为 沿 
曲线 工 的 绝对 拍 分 。 因 比 
y+ 与 在 列 绯 一 开 图 3 一 26 
维 他 意 义 下 平行 的 充分 必要 条 件 也 是 rv” 的 绝对 微分 Gr = 让 
【定理 1 曲面 之 的 切 问 量 ” 沿 曲 织 上 上，#"= (和 为 列 
维 一 齐 维 忆 平行 移动 的 充分 必要 条 性 为 : 


Gr = dwt {si ridu: =0 (5.1) 


(证 明 ) 设 并 | 点 在 工 上 ，Yte) 的 切身 量 为 9'7;， 又 在 
邻近 成 了 CW 十 2) = 好 的 切 向 量 为 
Co 十 国人 
我 们 只 要 精确 到 一 阶 无 穷 小 ， 面 把 高 阶 无 穷 小 项 dg2 8; 略 寺 ， 
艰 据 总 和 指标 规定 ， 同 一 式 子 不 同 项 总 和 指标 用 不 同 字 母 ， 以 
东区 别 ， 所 以 将 上 式 中 的 "4a7; 的 指标 写 为 了 子 是 得 
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Oot do) (rt dP) = p+ do, + vd, 
将 dr?; 用 高 斯 公式 
dr = 1 [和 je ‘p+ Hrdw'n 
代入 ， 得 到 在 点 f+ J? 的 切 向 量 在 刘 ， 点 标 架 中 的 分 解 式 
vir + (dp! + A +Hividwin 
而 它 在 计 , 点 切 平面 上 的 正 投影 为 上 式 中 的 GEitpge Hi=0 即 
prt our = r+ (Cdr + | 及 jvids) 六 ， 
由 上 式 可 得 
Go = do + Gaeldw: 
因此 由 平行 移动 的 定义 可 知 ，v' 党 曲线 工 平 行 移动 的 充分 必要 
条 件 为 
60 = do'+ { fe} dn = 0 
或 者 写成 ; 
dpi +{ is 1 ， 9 
jE 
【推论 1 ] 切 向 量 z' 在 列 维 一 齐 维 他 平 行 移 动 下 ， 长 度 
不 变 ， 
(证明 》 设 切 癌 量 ” 的 长 度 为 ( 凡 = gyiv!r'"， 证 明 其 长度 
不 变 ， 只 要 证 明 ， 对 此 式微 分 为 0 即 可 ， 因 此 ， 就 参数 + 微分 
上 式 ， 


= 


dt dr 


9 d 
rd 放 一 Fr Bi di) 
一 OBi; ria jr de : i; di 


= 
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为 计算 方便 ， 将 第 二 项 总 和 指标 i 换 成 *， 将 第 三 项 总 和 指标 
j 换 成 总 因此 上 式 等 导 右 按 可 写成 ; 
dg! wt pipi 4 de 4 ga 5 


dr at 
x 
dr _ _j# | du 
at 【| di 
将 此 二 式 代 入 上 式 得 
各 多 营 w 的 全 


da 
pi 


= | 3 - ga ff- zal 58 月 学 


| 十 打 到 8 《ip 一 ity; 区 is | 


将 [4 与 | 
分 别 代 入 得 
全 
到 的 到 
全- 和 


即 在 列 维 一 齐 维 他 平 行 移动 下 ，?” ”的 长 度 不 变 
[推论 3】 设 二 向 量 《ea》、{tz》 的 来 角 为 由 在 列 维 一 


和 基 维 他 乎 行 移动 下 不 变 ， 
(证 明 ) 设 二 了 向量 的 坐标 为 “、2， 它 们 淮 昨 钱 生 = 站 全 
做 列 纵 一齐 维 他 乎 行 移动 ， 其 淆 角 的 余 获 为 
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COS = a [7 
由 害 义 可 知 有 


5 0 65 0 


dt a 


d _ 1 . da 明 db 
又 到 《03 用 一 [a 2 (a -7 十 区 dt ) 


_ 1 Ga’ 明 dp5* j 
-oT (an th ) 


= 


因此 ees 等 于 常数 ， 即 得 在 列 维 一 齐 维 他 平行 移动 下 角度 不 
变 。 

又 设 在 葛 面 写 上 给 出 一 上 曲线 =# (DD， 在 草 线 上 各 点 作 山 
面 仿 的 切 平 刹 ， 则 产生 单 参 平面 族 ， 它 存在 一 个 包 络 曲 击 ， 这 
个 包 络 曲 面 与 曲面 过 沿 曲 线 工 相 切 ， 显 然 曲线 工 可 随 单 参 平 面 
族 展 逢 到 平面 上 、 

现在 设 沿 卓 线 工 给 出 列 维 一 齐 维 他 意 义 下 的 平行 向 最 为 
”( 力 。 困 此， 它 也 是 河曲 钱 工 的 单 参 平面 族 的 包 络 上 的 平行 


向 量 ， 因 为 列 纵 一 齐 维 他 意 义 下 的 平行 移动 是 决定 于 量 { 世 ， 


而 它 是 仅 由 第 一 基本 量 所 确定 的 。 因此， 曲 高 土 沿 葛 线 列 维 一 
齐 维 全 平行 性 在 曲面 的 招 曲 变形 (不 折 发 、 不 伸 编 ) 下 下 变 ， 
即 在 曲面 握 曲 变形 后 ， 平 行 问 量 还 变 为 平行 同 基 ， 
总 之 ， 对 于 已 知 曲面 2， 沿 它 上 已 给 曲线 工 在 列 维 一 齐 维 
他 意义 下 的 平行 向 量 ， 它 也 是 沿 曲线 工 的 单 参 切 平面 族 章 包 络 
曾 (可 展 曲面 ) 上 沿 曲 线 工 的 平行 向 量 。 当 包 络 面 展开 到 平面 
上 时 ， 则 这 个 列 维 一 齐 维 他 意 义 下 平行 的 向 量变 为 沿 平 面 曲 线 
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L 在 平面 上 的 普通 意义 下 的 平行 癌 量 。 这 个 操作 过 程 叫 沿 曲线 
IL 的 展开 ， 从 而 得 到 如 下 推论 ， 

【推论 3 ] 在 平面 上 ， 沿 曲线 作 列 维 一 齐 维 他 平 移 的 结 末 
和 问 量 的 普通 平移 的 结果 是 一 致 的 。 

【推论 4 了 由 定义 可 知 ， 若 二 曲 而 宇和 三 : 沿 一 条 曲线 工 相 
切 ， 则 六 向 量 在 三 上 清 工 的 列 维 一 齐 维 他 平 移 和 在 2:; 上 洛 
上 的 列 维 一 齐 维 他 平 移 结 世相 同 。 

[推论 5 本 当 昌 而 三 上 一 条 出 线 工 在 平面 上 展开 时 ， 在 
上 沿 曲 线 的 询 维 一 齐 维 他 平 移 的 向 量化 为 在 平面 x 上 交通 
意义 下 的 平行 辐 量 ， 


$36 测 地 线 


我 们 知道 过 曲面 上 两 已 知 点 的 曲线 有 无 限 多 条 ， 其 中 必 有 
一 条 比 其 它 都 短 ， 利 用 它 可 以 度量 两 点 间 的 距离 ， 把 这 种 曲线 
称 为 调 地 线 ， 为 了 如 免 用 变 分 法 ， 我 们 先 从 测 地 曲率 的 讨论 开 
始 ， 通 过 家 再 来 定义 测 地 线 ， 


人 ,1 测 地 当 率 


[定义 ] 在 曲面 二 上 上， 曲线 (在 点 了 的 曲率 向 量 &v， 在 
曲面 全 上 点 了 的 蕊 平面 上 的 投影 值 ， 称 为 曲线 C 在 点 了 的 测 地 
曲率 ， 用 符号 &e 表示 。 

”“ {定理 11 曲面 三 上 曲线 C，w'=w(s) 在 点 了 的 测 地 曲 
率 志 为 | 


x!! wl! 
Aa! a: 


k= 士 v 和 


‘6:1) 
其 嘱 a Hi We! (i= 1,2) 
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(证 明 ) 设 曲面 三 上 
曲线 C， ?= 了 wi0) ) 在 点 
P 的 相伴 三 楼 形 为 {Tr，vY， 
Bb}， 而 在 点 了 人 处 曲面 的 
相伴 三 校 形 为 {7;, 1), 设 
4 与 和 的 夹 攻 为 6, 页 为 
8 与 t+ 的 外 积 ， 即 ， 
N=NnXT=NXr 图 3 一 27 

根据 二 向 量 外 积 的 性 质 ， 显然 它 在 上 点 了 的 切 平 而 上 ， 
又 #LT， 所 以 天 在 垂直 于 T 的 H 与 ， 所 决定 的 平 商 上 ， 拉 
测 地 曲率 的 定义 ， 则 ， 


dt 
ds 


【报关 省 二 (人 


但 是 r= Ti" 


T= 《2 十 [je ;+ Hj wi 
一 Ta 十 后 施放 (其 中 二 N+ {je 


这 里 须 注 章 ，”"” 是 对 参数 ! 求 二 阶 偏 导 ， 中 间 变 量 为 ##， 热 
后 按 离 斯 公式 代入 上 式 ， 风 得 
下 = (NPY) ag #0) 


PR wi! - 


ml 


,二 VE 


nl a 
[ 便 1) 二 证 明 册 而 了 上 项 线 C 在 点 了 的 验 这 x*， 法 曲率 
人 .和 测 地 曲率 友之 间 有 
kt= + . 0. 2) 
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( 解 ) 已 知 法 曲率 如 = wcos6 
而 测 地 上 晶 率 将 - 
ko = R= RT =RT 二 V) 狂 = 厂 人) 
= Keostg90” 一 内 = 十 多 SI 
所 以 + = sind + :coud = 
[ 例 2 ] 试 证 ， 如 果 二 曲面 >， 二 漠 曲 线 机 切 ， 适 
当 调 整 法 向 便 mm 使 之 方向 相同 ， 则 曲线 上 在 < 2 二 的 调 地 
昌 率 &r* 值 相等 ， 
( 解 ) 由 调 地 曲率 的 定义 可 知 
k=T"R x (ny 
从 上 起 看 到 怠 瓜 与 曲 级 的 曲率 x， 付 法 词 量 和 则 面 在 该 
点 的 法 讽 量 # 有 关 ， 这 里 k 和 中 仅 与 曲线 C 有 关 而 与 它 所 在 前 
曲面 无 尖 ， 又 对 hn 调整 后 ， 使 滑 忆 各 点 相等 ， 因 此 ， 从 上 而 
计算 公式 可 知 上 在 2， 与 二 主 的 测 地 曲率 相等 ， 


86.2 测 地 线 


现在 我 们 研究 测 地 线 及 其 人 性质。 

【定义 】 和 曲面 上 测 地 曲率 去 0 的 曲 组 旧作 测 地 线 。 从 
测 地 井 率 的 定义 

=x (B72) 

可 以 署 出 ， 翅 圭 0= kB 区， 荐 x= 0 出 曲 线 C 是 直线 ， 知 
8 .n=0, 则 曲线 的 密切 平面 与 曲面 的 切面 三 直 ， 那 Y = + 

现在 ， 我 们 有 东 测 地 线 的 微分 方程 。. 

【定理 21 翘 曾 三 ?=7? (4, 2 工 的 测 地 线 上 ;内 = 天 人 
的 微分 方程 为 


dw [i ， 
7 
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证明) 根据 前 节 济 地 曲率 xx 的 公 云 


=t 
1! 衣 


= 十/ 


al a 
机 w+ 1 je 
项 


为 为 C 是 测 地 线 ， 棋 据 测 地 线 定义 可 知 
此， = EF (ug ~ gg) = 站 
久居 “eg 一 Vv Rub 一 加 是 第 一 基本 微分 形式 的 判别 式 ， 所 以 


VE 区 0, 又 如 = -全 ”是 针线 的 切 向 量 也 不 能 为 堆 ， 因 此 只 


能 “= 0。 因 为 *"，w"' 是 各 自 独立 的 自 变 数 ， 著 2V = 
aa， 天 wt 是 相关 的 ， 从 而 

f= et {jE le m= 0 
即 济 地 线 的 微分 方程 为 


dw fi dy di 
Tj a a ~ (6. 3) 


当 按 i ,上 怀 展开 后 得 
-2 dn ar dx do (2) =0 


dr ds ds ds ds 
(6.4) 
dp? ef dx NY or dg de pe dN 
-2 
{8B. 5) 
【 俏 3 3 在 正 交 网 中 ， 测 地 线 方程 可 以 写成 
19i 


do 1 _ " 
ds -je (hs VG ing) 
da dy _ 1 (6, 6) 


| 


1 
jr EY 大 三 了 了 ESsing 


【 解 ) 因为 r= EF, 和 = 人， 如 果 用 Cl £2 分 别 表示 # 
曲线 与 ”曲线 方向 上 的 单位 向 量 ， 显 然 可 得 ， 


设 7 为 单位 切 向 量 ， 用 ?表示 从 加 到 工 的 正 向 实 佣 ， 铭 
是 :的 注 数 ， 所 以 


T= 8 C05p + en 


人 da pr dy 
VE er tv eg 


上 述 二 式 相 比较 可 得 ， 


ds __1 di 
了 -JE VG 1 站 


为 了 求 得 顾 正 交 坐 标 系 中 ， 测 地 线 的 微分 方程 ， 我 们 先 求 得 在 
正 交 网 中 芍 测 地 曲率 ， 
直 前 面 知 遵 测 地 曲率 为 


| 


ul pe! 1 


| = | 失 1 | 


nr 
a 本 


= EI Cw" + [和 jw 一 入 (十 人 Dee 


将 此 泸 按 ji 上 =1;2 展开 得 


E92 


因为 坐标 岗 是 正 交 的， 则 虫 本 章 84【 例 5 己基 


f= EE, T= be f'n = -Cs 


"2? 2E 2E 
将 中 式 及 -从 -，- 名 -表示 趟 代入 ， 详 加 整理 可 得 : 

= -和 -人 EE, 和 cos -党 sing) : 
此 式 叉 可 以 写成 : 

人 


这 就 是 计算 测 地 曲率 的 刘 维 尔 (Liouviue) 公式 ， 
公式 中 只 与 第 一 基本 昌 E、F,，G 有 关 ， 所 以 测 地 曲率 站 / 
是 曲面 的 内 在 几 柯 且 ， 由 此 可 知 在 正 交 网 中 的 测 山 线 方 程 为 
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dg 1 ( EF, Gp | ) 
co sin 
VE je 


ds EG WE 

dx 1 

ds EY ‘$6, &) 
dy = tsin 

dr VE 


【推论 ] 通 过 曲 曾 上 辫 每 个 点 P， 洪 任意 方 冤 都 存在 一 条 
浏 地 线 ， 
(征明 ) 。 
du fi lad da 
ds (jkf ds ds 


是 一 个 二 脸 常 油分 方程 组 ， 在 初始 条 忻 


= 必 


t 
_ 1 dR 


时 ， 根 据 微 分 方程 理论 里 的 存在 定理 可 知 ， 该 方程 就 有 一 个 唯 
一 的 解 ， 也 就 是 说 ， 过 一 点 及 过 这 点 的 一 个 已 知 单位 切 沿 量 ， 
可 以 引出 唯一 的 一 条 测 塌 线 # = (7)。 

[推论 2] 测 地 线 是 它 的 切 向 量 存 列 维 一 音 维 檀 意义 下 生 
壬 平行 前 曲线 ， 

{证 明 ) 设 已 给 曲线 := 大 (0， 如 此 它 是 沽 地 线 ， 则 

洗 姨 曲率 &r 运 让 县 2 =0. 所 眩 得 
| dn da da oO dv! 
tT dg 
dy ,ad 
a jh) ds 
即 切 向 量 ”的 绝对 微分 为 0 ， 扩 以 切 向 量 v' 沿 《在 列 维 一 
齐 稚 已 音义 下 平行 ， 
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一 


扩 之 ， 如 果 沿 曲线 《 切 向 最 六 在 列 维 --- 洗 维 创意 义 下 平 


行 ， 则 必 有 - 守 - 二 0， 妈 


po” dr fi _ 
er ds Lik dr y 
， Bo: di 
所 以 dr + ds ds 0 
而 上 式 ， 叶 


,dw dn da 


J 二 


a 1 ljEef ds ds 


因此 
kt 虹 0 
A! a 
即 上 三 人 
所 以 曲线 5 是 测 地 线 ， 


【定义 1 在 由 而 之 上 
过 一 点 卫 的 非 直线 的 测 地 线 
C， 芒 = 人 0 以 单 得 切 回 


量 = -9 7， 为 初始 方向 ， 


我 们 称 这 条 测 地 线 忆 在 了 点 
的 挠 率 为 曲面 之 在 了 点 关于 
T 方向 的 油 地 挠 这， 用 rr 表 未。 项 3 一 28 

【定理 3 ]】 在 三 上 过 了 kx) 的 韭 直线 测 地 线 C ， 让 该 莱 沿 
T 方向 的 测 地 搁 率 “ 
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1 1 
f= 一 
vw EG-F: FE 万 CO / 
| L MM N | 
{证明 ) 由 曲线 c,7=7TG(),2()》 的 了 -9 公式 可 知 
dv 
J- rT + xB 
将 等 式 两 边 与 和 6 必 内 积 可 得 
= 2 = {7 
fi gD (I ?) 
由 测 屿 线 撞 率 的 定义 可 知 
本 
(和 
dn ds dy 加 ds 
Xa Te 


把 它们 代入 上 上 式 ， 作 混合 积 。 于 是 
rr Ca 人) + [nn 


t A, 六 | 5 2 {nH ,) CF 2 ) 


fs 


因为 n= Ee: , 利用 控 格 朗 目 枉 等 式 ， 经 计算 可 得 ， 


4 de dy (dy 
六 0) 
EC ] E FF “ 
| L M 
z (6.9) 
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一 一 一 -一 


若 二 式 石 端 等 于 0 ， 则 它 和 从 是 曲率 线 微分 方程 ， 出 此 可 
得 : 

【定理 4] 曲面 上 一 条 曲线 5 为 曲率 线 的 充 要 条 件 是 在 曲 
线 上 的 每 点 处 ， 关 于 它 的 切线 方向 的 油 地 搅 宁 为 0 ， 

下 南 我 们 考虑 曲面 上 的 注 地 线 所 构成 的 曲线 坐标 网 。 

[定义 ] "曲面 上 的 一 个 从 标 曲 线 网 ， 其 中 一 族 是 测 地 线 ， 
男 一 族 是 这 族 测 地 线 的 正 交 轨 线 ， 或 叫 测 地 平行 线 ， 称 这 种 举 
标 曲线 网 为 半 测 地 坐标 网 ， 

f 例 上 2 平面 上 的 极 坐 标 即 是 半 测 地 坐标 网 ， 

《证 明 ) 它 的 一 族 坐 标 曲 线 是 从 原点 省 发 的 射线 ， 这 是 平 
面 上 的 测 地 线 ， 另 一 族 坐 标 曲 线 是 以 原点 为 心 的 园 心 圆 ， 它 计 
是 二 述 测 地 线 的 正 交 轨 线 ， 岂 此 也 可 以 把 这 种 半 测 地 坐标 网 看 
万 是 平 商 荆 极 誉 标 网 的 一 个 推广 ， 

事实 上 ， 过 曲面 上 曲线 的 每 一 点 ， 都 存在 唯一 的 一 条 测 
地 钱 与 上 秋 直 ， 由 紫 可 以 得 到 与 正 交 的 测 地 曲线 族 ， 然 后 再 
作 这 一 族 油 地 线 的 正 交 执 线 ， 它 必 包 括 给 定 的 浏 地 线 ， 这 样 再 
族 曲 线 就 构成 曲面 之 上 的 半 测 地 网 ， 显 然 ， 它 是 正 交 网 ， 

[推论 31 在 曲 曾 上 的 半 演 地 坐标 网 中 ， 第 一 基本 被 分 形 
式 为 

p= dt Gav 

《证 明 ) 因为 半 测 地 坐标 网 是 正 交 网 ， 记 以 在 这 个 网 中 

Try, = 了 = 人 0， 因 面 曲面 的 第 一 基本 微分 形式 为 
p= Ear+Gav 

设 #- 曲 线 是 潼 地 线 ， 则 ?曲线 为 测 地 平行 线 。4 曲线 应 当 满 足 
滑 地 如 方程 。 我 们 从 正 交 网 情况 下 的 测 地 线 方 程 得 到 


五 
Ta = -这 ec 一 首 
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因而 五 -1 
所 以 C=Etw), Elna) :>-0 
说 明 E 只 是 x 的 函数 ， 与 v 无 关 ， 
当 取 | Ew ax = 到 时， 则 三 (0 =1。 曲 风 的 第 一 基本 微分 
形式 变 为 
= dE +G (nt dr: (6:40) 

{推论 1 在 连接 曲面 号 上 二 定点 的 葛 线 中 ， 济 地 线 是 最 
短线 (或 叫 短 程 线 )， 

(证 明 ) 在 南面 卫 上 引入 半 测 好 坐标 园 ，x- 汲 标 曲线 是 测 
地 线 ， 设 过 4 上 任意 两 点 4(eso)，Bkeyo) 引出 线 ， 册 前面 
性 质 可 知 ， 在 这 个 华 标 网 中 ， 觅 面 的 第 -基本 微分 形式 为 

三 

所 以 连接 两 点 4， 卫 的 阳线 狐 长 为 


sy 4) + + G(s) 


-上 1 人 Gd 


-| ) a 
如 果 个 5 为 最 小 值 ， 显 然 
必 有 =0。 这 时 dr = 人 0 
而 Sr 和 尖 0 它 确定 了 * 曲 线 ， 
因为 #* 曲 线 是 渊 地 线 ， 记 
以 连接 才 . 3 两 点 的 腥 线 
之 中 议 测 邮 线 为 最 得 
线 ， 图 3 一 29 
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需要 注意 ， 我 们 这 青 所 指出 的 测 地 线 是 连结 两 点 之 赣 的 最 
短线 ， 是 在 局 部 范围 而 言 的 ， 而 在 一 般 情况 下 ， 这 个 结论 是 不 
成 立 的 ， 如 半径 为 及 的 球面 上 的 大 圆 弧 必 为 测 地 线 。 但 当 大 贺 
弧 43 的 长 度 >xR 时 ，AB 连 线 就 不 是 最 短 的 了 ， 

[ 捕 5 3 试 证 在 册 面 上 上 正 交 网 中 ， 两 条 测 地 线 的 交角 9 请 
是 

Mp -9we 
dy Ox 

( 解 ) 设 二 测 地 线 oj，c: 的 交角 为 pg， 且 ci 为 * 曲 线 ， 
则 此 正 交 网 构成 半 测 地 坐标 网 。 这 时 测 地 线 方程 应 为 


{6&:11) 


dg 1 G i | 
i $1n 
fs je 二 "ve 
dx 1 cos 
好 了 ww 
a 1 sin 
ds ve " 


将 上 上面 的 后 二 式 代 入 第 一 式 得 
dp_ 1 (E. du c dr ) 


di EC "dy “ds 
成 
dp 元 -Zr 一 人) 
因为 在 举 测 雹 坐标 网 中 ， 已 知 巨 = 1， 则 上 上 式 又 变 为 
dp = aE Car 
>: dq = -| 个 | Lo 
J 
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37 常用 率 曲 面 


我 们 兽 讨 论 过 昔 面 的 高 斯 曲率 天 只 与 曲面 的 第 一 基本 量 
有 关 ， 因 页 对 于 两 个 豆 为 捏 昌 、 贴 合 的 曲面， 在 对 应 点 必 有 相 
等 的 高 斯 曲率 ， 也 就 是 说 ， 对 于 两 个 曲面 在 对 应 点 和 的 高 斯 曲 淮 
相等 是 它们 贴 合 的 必要 条 忻 ， 相 反 ， 车 两 个 曲 而 的 点 之 间 有 一 
种 一 一 对 应 ， 使 二 央 面 在 对 应 点 有 相等 的 高 斯 曲率 ， 这 两 个 曲 
面 未 必 互 相 贴 合 ， 也 就 是 说 ， 在 对 应 点 高 斯 曲率 相等 不 是 两 曲 
而 互相 巾 合 的 充分 条 件 ，。 但 是 我 们 可 以 证 明 具 有 相同 的 常数 商 
斯 由 率 曲 而 是 可 以 束 相 贴 合 的 ， 

【定义 ] 如 果 一 个 曲 而 三 ， 它 圭 面 各 点 的 高 斯 曲率 下 是 常 
数 ， 把 这 种 曲面 称 为 常 曲率 曲面 ， 

【定理 11 设 常 曲 玲 曲面 的 高 斯 曲率 为 天， 部 果 : 


G) K= -二 ->>0， 则 第 一 基本 微分 形式 为 
= (7.1) 
Gi Ks 一 -二 -， 则 第 一 基本 微分 形式 为 
p= d+ a Sh: dy (72) 


(DK =0， 则 第 一 基本 微分 形式 为 
| 二 (7.3) 
{证 戎 ) 为 证 明 方 便 , 我 们 在 曲面 上 引进 没 地 极 举 标 阿 , 即 
在 2 上 了 一 定 上 后 0, 过 人 0O 沿 各 方 疝 引 油 地 线 族 。 设 它 为 * 央 线 , 与 
# 有 出 线 正 诡 的 曲线 族 为 ?由 线 。2# 天 示 测 地 线 的 弧 长 ， 耐 ?表示 
20 


以 = 常数 为 半径 的 点 的 
轨迹 。 称 为 漠 地 轿 ， 

对 于 = 由 和 = 外 
两 测 地 线 间 所 夹 曲线 药 
弧 长 为 


Tn” ¥ , 
PP =| Vrarcms 


当 “一 ”0 财 ， 即 当 # 很 图 3 一 30 
小 时 ， 可 以 把 测 地 线 牟 P,P 看 作 回绝 (图 3 一 80) ， 即 当 x0 


em 
Pb, 
上 


时 ， 一 24。 男 外 我 们 又 可 以 看 到 ， 在 0 点， 曲线 # 变 成 


"EG Wdy 


bp = in 


自 ~ 二 站 


iv om) -yy 
于 


向 期 ”让 


- 上 ws-a 


关于 ?微分 ， 得 C(VG (0) vee = 1 
这 样 明 面 之 的 第 一 基本 微分 形式 为 
P= A Gy a 
面 我 们 又 得 到 测 地 极 坐 标 所 满足 的 两 个 条 件 : 


Cr0 = [ee 人 | -1 (7.3) 


这 里 “表示 极 径 ， 而 v 表 示 极 角 ， z 
在 这 个 测 地 极 举 标 系 中 ， 因 汶 是 正 交 的 ， 又 =1 所 以 克 
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科斯 多 夫 记 号 


11_ 1 2 1 12i 131 1 
(2 ER | 六 Ge 1121 13211= 26G9， 


其 他 均 为 0 ， 因 此 高 斯 方程 
= F aE 1 8c ) 
2 OF ‘E/E ap Vs as 
上 | 9 aF 1 aE 了 9 )] 
Or\/g 85 VE dt Ep du 


变 为 K= -9 (7.4) 


接 偏 微分 方程 通 解 公式 ， 分 三 种 情形 来 计算 ， 


由 高 斯 方程 得 

i=l OG 

a VG on 

FG v1 产 
即 -+ 二 vG=0 
从 通 解 公式 得 

VG =f()cos + g(r)sin-? 《7 :569 

_ avG ] 

因为 Gon =0, | 3 | i 
所 以 mm =0, 8g0) =a 
则 wwAC =asin 一 


_ 从 而 P= dW + sin"— dv 
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(i 当 R=- 去 一 0 时 


如 
由 高 斯 方程 得 
love 
a GC Bn 
Fr __1 去 - 
即 i 3 we | 0 
从 通 般 公式 得 
VG <=/ to) ch 一 + (vy) sh 一 《7-f) 
_ HG 
因为 全 0 = 0 ， | FY I 1 
所 以 .AD =0O gg()=4 
即 /GO = 4sh— 
从 而 p= d+ Sh’ ~ dr (7.7) 


Qi) 当 天 = 人 0 时 ， 巾 高 斯 方程 举 


1 oe -oO 
GO ax 
由 通 般 公式 得 
VG = + g(r) 《7.8) 


因为 Go tb 二 0， [ve -| =1 


所 以 六 由 =1， stw)=0 
其 OO= 
大 而 有 P= dw + Wd (7.0) 


| 


和 陡 二 时 11 


由 上 面 可 知 ， 筷 过 适当 的 参数 选择 : 具有 站 末 的 常数 的 高 斯 曲 
率 册 看， 有 相沿 的 第 一 基本 铀 分 形式 ， 从 而 证 明了 这 类 曲面 是 
等 距 等 价 ， 

[ 例 1 3 已 给 yx 面 上 曲线 Ci%=f(); J 这 以 o 涤 铀 
为 旋转 辅 的 旋转 曲面 全， 当 


Ci) K= >0 时 ， 卫 为 蒜 而 。 
GD 外 = ~ 方 忆 0 时 ，2 为 拟 球 面 


(ii) 天 = 0 时 。 卫 为 平面 ， 
( 解 ) 己 知 旋转 曲 画 车 是 由 曲线 
cr=f(, ?0 
绕 轴 旋转 而 成 。 因 此 ， 它 的 方程 为 
r= {ocos0, osind, Fo)Y p20, DOS37 
它 人 的 第 一 基本 徽 形 式 为 
= (人 dp’ + pd 
由 于 6G = p: 半 0， 在 讨论 上 曲面 全 的 性 质 时 ， 我 们 总 令 P 沁 0 。 之 
的 第 二 基本 微分 形式 为 


1 =f dp tp do 
Vo (f “dp: + pf 'd0’) 


于 是 的 高 斯 曲率 

LN- MI Ff 

EEC-F pH 

现在 令 K 为 澡 数 并 抬 《7. 10) 式 收 写 为 
1 df 

《1 十 矿 


上 = (7 了 .从 


积分 得 
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-Cr 一 


一 -一 一 -一 ,一 一 


所 以 产生 旋转 上 曲面 之 的 平面 曲线 C 的 方程 为 
TE 1 dy 《7:11) 


这 里 C 是 积分 常数 ， 它 的 人 可 以 任意 选择 并 不 影响 的 形状 , 


(1) 令 玉 = 刚 曲 线 避 的 方程 (7.11) 


化 为 
(一 对 , 
sy (1°19 
显然 上 必须 大于 口 ， 奋 则 式 中 根 号 蛙 的 施 数 对 于 -… 切 正 值 ?都 
是 交 全 


2 dy 
ty a 


Q) 帮 =]， 此 人 硅 (7.13) 成 汶 


或 者 过 二 二 vay 二 时， 
即 人 
即 巾 曾 之 是 半 管 为 a 前 球面 . 
(iD O01， 此 时 从 (7. 13) 图 3 一 31 
式 可 放 
J 
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当 J= xz 时， 出 线 的 切线 平行 于 ox 轴 ， 当 .= 0 时 ， 


dz wT- 如 - 
= 下 0 
dy BB 7 


所 以 cr 与 i% 斩 奕 成 悦 第 . 
{5-1， 此 时 令 (7,13) 式 根 导 里 的 函数 天 于 等 于 堆 ， 
则 得 
人 一 1 <y a 
当 yy av 如 -1 时 ，C 的 切线 和 oz 轴 专 直 ， 当 ;=a 了 时 C 
的 团 线 与 2% 轴 平 行 (如 图 3 一 13) 
(2) 令 K= -二 <20， 则 曲线 忆 变 为 


(7*14) 


:=|+ a CEE 
qariy 


这 里 “<T1， 符 则 报导 里 的 值 将 为 负 值 ， 
兰 仿 =- 天 1 出 (7.143 式 华 为 


= jp 。 
:= |+ Va ro (7. 15) 


CY 六 =1， 这 时 (7.15) 恋 为 
= =: v 一 二 和 “dy 


令 y=acosg(0<g< 也 )， 并 适当 选取 原点 ， 则 得 积分 曲线 


{7 = 4COSP 
名 = 二 atin (Secp T+ tee) 一 Si 人 (oer<’) (全 人 
这 是 奥 物 线 ， 它 在 ?=e <s=0 有 一 个 尖 点 ，y 轴 是 它 在 尖 点 
的 切线 ，%z 轴 是 它 的 渐 近 线 。 它 绕 ss 轴 旋 转 所 得 的 曲面 是 拟 
球面 (图 3 一 32，3 一 33) 
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(iD 0 二 大 一 1， 这 时 《上 点 
yab 


人 人 


图 3 一 33 图 3 一 33 
当 y=ab 时 ，C 的 切线 与 ?x 畏 正直， 当 y=0 时 ， 


上 
二 
dy + 


所 以 “与 吃 轴 弯 于 锐角 . 
Gii) 太 法 1， 这 时 对 C 上 
局 
a -1 yat 
面 且 当 7 = av 下 一 1 时 ，C 的 


切线 与 oz 轴 平 行 ， 当 = 


VY 


ay 时 ，C 的 切线 与 2y 轴 阜 图 3 一 34 
直 ， 
《3 )】 令 K=O 这 时 (7.11》 式 化 为 直线 
%=Ay+B 


(ij) 车 44 关 0 则 之 是 个 锥 面 。 

(tii) 若 有 = 了 关 0， 则 王 是 一 个 诗 画 ， 

(i 车 y=%。 绕 o% 旋转 ， 则 是 柱 而 {图 3 一 34) 总 括 
上 面 讨论 的 结果 可 以 奢 到 代 天 常 曲率 曲面 的 典型 模型 是 球面 ， 
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拟 球 面 和 学 面 ， 

[ 例 2 ] 已 给 所 球面 2,?= {pcos9,，psing, fp)} 0 
90<2xr， 其 中 p=acosg, J (0) = aLin(secg + tgy) - Sing], 求 
这 个 拟 球 在 平面 上 的 等 角 琢 示 ， 

( 解 ) 从 (Pp) =atislsecp +tg9) -sing]】 可 以 算得 

7 (0) = -ta 
所 以 ,= {cosd, sing, -tgw} 
r,={— psing, pcosd, 0 
所 以 第 一 划 本 微分 形式 为 


2 
P= ec pdo: + pdb: = Didp + DC 人 


[EE) 


[rj 
作 参 数 代 换 
“n= 0 
王 EA 
# 二 #2- 
代入 上 式 得 


Fr -和 Cdn + py 
它 与 平 而 上 直角 坐 妹 系 的 第 一 基本 微分 形式 比较 ， 只 差 一 个 轴 
子 - 乞 -， 因 此 扑 球 面 与 平面 等 角 等 价 . 


现在 写 出 拟 球面 的 测 地 线 方程 ， 从 第 一 基本 微分 形式 可 知 
E= 6G= 一 ， 把 它 代入 测 地 线 微分 方程 ( 放 转 曲面 的 坐标 曲 


+ 
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线 网 是 正 奖 网 ) . 


COSP (7°47) 


则 得 


(7.18} 


如 果 9g 天 + 万， 则 cosp 才 0， 则 由 上 式 可 得 


| = 一 3 人 0 
dy = — tg pap 


积分 上 式 第 二 式 得 

#= F009 《是 积分 常数 ) (7:19 
把 它 代 入 第 一 式 ， 再 积分 得 

Sin 二 - C720) 
由 7.19) ， (7.10) 两 式 消 去 g， 则 得 

(#4) +=e (00 

这 时 上 面 浏 地 线 在 平面 上 的 象 是 以 x，+ 为 正 奖 轴 的 平面 
上 上 上， 中心 在 ? 轴 上 半径 为 《的 图 (图 3 一 35) ， 
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rp + 
et 


如 果 ， 9= 十 洒 ， 则 
由 上 他 18) 式 得 
dg# 一 人 
Dl # = 
它 酝 平面 上 的 象 是 忆 # 轴 
正 变 的 半 直 线 。 

总 之 氢 球 面 鞋 测 地 线 图 3 一 35 
在 平面 上 的 等 前 贞 射 是 中 心 在 轴 芋 的 半圆 或 是 重 直 与 办 的 半 站 
线 ， 

国 此 ， 过 拟 球 面 上 和 任意 两 点 都 存在 一 条 测 地 线 ， 面 且 侍 已 
给 的 拟 球面 了 的 测 地 线 忆 和 不 在 它 的 任 一 点 了 P， 则 过 点 P 的 测 
地 线 中 有 无 穷 多 条 不 和 州 交 ， 基 中 有 两 条 和 艺 平 行 ， 把 这 两 
条 测 邮 线 叫 与 C 平行 的 测 电 线 ， 

设 & 是 测 地 线 ， 点 了 不 在 5 上 上， 上 & 在 平面 的 象 是 半圆 5 
设 它 与 z* 则 交 于 4 8 两 点 ,过 点 4 上 上， 作 圆 C， 过 点 及 ,二 
作 圆 和 :。Co CC 都 是 拟 球 面 2 上 过 点 呈 的 测 地 线 的 和 象 ， 过 了 上 
的 油 地 线 中 只 在 从 前 中 的 与 已 枯 交 而 在 某 个 前 中 的 测 地 线 丰 与 
相交， 因此 在 祠 荆 过 测 员 钱 & 外 一 点 只 存在 g1，8: 测 地 线 
与 8 平行 ， 而 在 无 三 角形 的 角 内 的 测 地 线 与 8& 小 相 交 ， 

下 面 我 们 讨论 在 鹿 疝 的 单 连通 区 域内 ， 内 王 条 测 地 线 图 成 
的 浏 地 二 角形 的 三 内 角 和 和 的 问题 ， 

1 定理 3】 {高 斯 一 波 涅 (Gauss 一 Bonnet》 自理 》 入 商 
斯 目 率 天 为 常数 的 节 面 上 上 ， 上 让 测 地 线 围 成 前 调 地 一 前 形 的 三 
天 有 角 和 可 


(iy 天 人 0 时， 天 了 = (0. +8,+ 8) — ad, 
Ci) K 0 B+, KS= (0 780+8) -ry, 


Zl 


一 一 一 一 -一 -一 Oo edd -LI -一 - 


(DK=0 时 ,KS=7- (0 +0,+0)=0, 
(证 明 ) 设 4，B，C 是 油 地 三 角形 项 点， 后 ， 2 
-AC 是 二 条 测 地 线 ， 它 们 的 肉 角 各 为 二 4， 一 B，-<C， 为 了 引 


进 测 地 极光 标 系 ， 我 们 取 4 为 极点 ，23 为 曲线 而 就 村， 为 测 
地 平行 线 ， 即 # 曲 线 (图 一 36)、 在 这 个 半 测 地 网 中 ， 已 知 


P= d+ Gdv 
Ke dvG 
wt ax ~ 
菇 = 自 
有 [3 =1, G(s) =0, Bb 
Aw 癌 亚 自 A WD 

而 曲 宙 的 面积 元 为 

do= GO dr dv 图 3 一 6 


{7.21) 
外 此 ， 和 企 这 个 虽 面 上 的 全 烛 率 〈 各 加 高 斯 山 率 的 总 和 ) 由 〈7。 
4) 与 (7,2]) 和 趟 之 积 。 刚 得 


Kado=-— OG dx dy 
DR 


从 而 积分 上 式 


||Kdo= -| [ee a dr 
nn On 


= -| aE fg 
寺 理 一 放 


ot 妆 


到 | 人 -age je 


从 前 而 例题 可 知 二 测 地 线 的 交角 为 
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4 .AG 
dt A 
代入 上 式 得 


| (Lge) “At+r (tn, £) 4 


a 一 = 


=A+AC- (rT- By 
= + B+AC-rn 


在 常 曲率 曲面 上 = 常数 ， 设 三 角形 面积 |4o = 9 是 正常 
数 ， 铀 了 式 变 为 
K$= A+ B+C-7 (7 22) 


如 果 ( 天 >0， 则 一 4+ 有 + CC 
QD KO, NM A+ .B+ CA, 
QDK=0, 则 A+.<B+ C= zx, 


习 题 


1。 求 下 列 基 而 的 第 一 基本 微分 形式 ， 

《1) 李 园 抛物 击 ? = {8#+v 一 t+} 

{2) 正 蜀 族 面 ?={ucost, tainUvu, au+b,}, 

(3) 柱 面 和 = 人 直人 }, 

‘4} 殿 而 FF={veoageosd, Vsinyecosd, veind}, 

《5) 旋转 曲面 r= {ftcos@, f(ain6, gD)}。 

C6 一 般 曲面 了 = fx,Y)， 

2。 简 单 曲 商 7 iw,v) 宕 参数 变换 和 = 有 to gp =v WD) 下 ， 变 为 


曲 商 7*t0，gp), 及 $0 证 时 Ja du) = gp1*(a0, dy) 并 每 


出 第 - .基本 量 间 的 变换 式 . 
3， 局 知 曲面 为 = (二 1 人 (8-061 二 WV83， 引入 套数 变换 
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8=s+t gx=W~v， 则 给 定 凑 面 变 为 r+ = Del+ yert+ 寺 (0: 一 9) 


试 求 ?与 7* 的 第 一 基本 微分 形式 ， 并 求 和 和 在 对 应 点 t=1，v=1 处 
的 第 一 基本 是 。 

4， 求 锥 面 了 = (tcosg)e + (Wsin0)e,+ ue 上 的 曲线 人 = 
(iE 
线 交 万 定 角 . | 

5。 已 知 曲 面 的 第 一 车 本 微分 形式 为 旬 = d+ 由 人， 求证 
# 曲线 和 7? 岗 组 正 变 ， 并 且 尾 意 两 + 则 线 被 所 有 # 曲 线 截 成 等 长 的 疾 ， 

8。 已 姑 曲 鳅 方程 为 x =v 及 其 曲线 所 在 的 曲 男 的 第 一 菇 本 被 从 形式 
为 2 =dwu? + shiwdvt， 求 曲线 的 应 挫 ， 

7. 求证 ， 若 曲面 rw,v) 上 一 点 的 切 平 画 上 的 两 个 多 量 = Ar,+ 
HV， 日 =Xrsg + Lr 的 交角 为 q， 则 


wosl = EA +t EA + H+ 
.veElit ohn+ Gu br: ys Gt 
8。 己 知 曲 首 的 第 一 基本 微分 形式 为 ,= dw?+ {t+ ?jdw?， 求 其 
则 辐 上 的 曲线 + v= % 一 = 的 交角 ， 
9。 微 分 方程 Adu + Bdv = 0 并 表 某 一 曲面 上 一 账 曲 线 ， 求 这 族 曲 
级 的 正 交 胃 钱 的 微分 方程 ， 


10。 求证 对 任意 参数 曲面 ， 训 标 曲线 与 任意 汕 线 的 交 公式 为 


Edn* + Fdou* 
hE ds 


(p= 常数 ，0<0<xr) 的 就 长 ， 并 证 明 此 曲线 与 锥 曾 # 井 


#8 一 曲线 cos0 = 


Fdvy* + Gdu* 
Vv ds* 
11。 求 迹 平分 曲 醒 上 符 标 曲线 间 夹 角 的 曲线 的 微分 方程 为 /Edu* + 
VGd*=0, 与 v Ed -Gd =0, 
12， 在 正 昨 族 面 x=#corv，y= Wsinv,， = 上 ， 求 出 微分 方程 
d= +6l dy 的 积分 曲 妈 的 正 交 执 角 。 


VU 一 曲名 corp = 


13， 求 平分 旋转 抽 物 面 x= cos ?= usinv 5 = 的 坐标 曲线 


间 变 角 的 曲线 方程 

1T4。 在 曲面 大 = teosv, Y= Si 于， a=ardirw ui 十 02 上 ， 求 出 与 
2 期 线 交 于 定 角 8 的 曲线 . 

16。 求 搜 物 面 f= mxy 的 直 母 线 的 正 交 较 线 . 

16。 在 球面 二 求 与 子午 线 变 成 定 角 的 曲线 方程 。 

17。 若 二 次 方程 Adz? To2Bdedod+eatlsn0 存在 两 个 解 ， 则 这 两 个 
解 是 曲面 ?tw 9》 上 正 交 曲线 旋 区 方向 的 必要 充分 荣 必 是 EC ~ 3FB+ {4 
= 个. 

18. 求 曲面 ?=ftx y) 的 套数 方程 表达 式 以 及 第 二 基本 其 ， 同 时 青 
写 出 该 曲面 上 某 区 域 了 的 面积 计算 公式 

19。 求 环 面 各 二 【站 十 it 的 ) (eosBye + (B+asing) (sing) es+ 
‘orosp)B 的 表面 面积 ， . 

20。 求 证 阅 锥 上 的 晶 强 "= ce"” 与 其 直 母 线 移 交角 为 常数 ， 

21。 已 如 曲面 的 第 一 基本 微分 形式 为 P= dw!+ (Ww +Q7)dv*, 束 其 


线 k= 土 >av，u=1 所 奖 成 的 曲线 三 角形 的 周 长 ， 涯 个 内 角 和 面积 ， 

23, 求 证 旋转 四 面 f= (wosdchvye + aintshoye + te 与 以 面 9 = 
(ucoegp) el + Cyairpie: + Pe: 等 拒 等 价 ， 

23， 潜 f=g (的 + 出 名 旋 曾 ?= {coat, Ban EEC) + vy 
与 旋转 曲面 ?={teosg，tsing， 扩 上 (#0) 等 距 等 从， 

24。 求证 巾 放 上 曲面 f= 二 teost, wainv, + 0} 与 旋转 曲面 ?* = {8:03 
PE0, vp! 一 1} 等 下 等 价 。 


25。 求 证 曲面 = fueosv, usinsy ch 与 曲面 YY = fteos 各 ， 


ting, cd} 等 中 等 价 。 
258， 设 由 曾 ?= 世 碍 cos2 一 各 6ind， 仙 sint 十 二, cos2 相 } 与 柱 面 ?= 
{tarosy，asino， 和 等 弟 等 价 ， 求 全 = wo 并 证 明 (5 9) 基 一 施 
21d 


加 三 r 人 
转 晶 而 (其 中 心 : = Fy 


27、 求 证 放 转 则 面 中 唯 -的 报 小 曲名 是 葡 链 面 . 
ny 是 极 小 曲 面 ， 


Li 


28。 求 让 曲面 := 了 


z*9。 著 锥 面 = (wacosv) er + (iainv)je: + (Ue 基 极 小 曲面 ， 赐 它 
一 定 是 正 螺 面 ， 

30。 求 球面 了 = {acos 由 inp，aasingairp，azcoso 的 第 二 基本 微分 形 
式 ， 

31。 求 报 链 面 和 = w+ cicory, yinv, geala(#t 
vw?+a) 的 第 二 基本 微分 形式 ， 

32， 求 曲面 ?= fx, y) 的 第 二 基本 微分 形式 ， 

33。 求 曲面 ?= el + e+ Crf2 13)E 的 第 二 基本 袜 分 形式 。 

34.。. 求 赋 旋 面 站 ={8cosuy tsinuy fay+eaoy 的 第 一 基本 微分 形 
式 ， 

35， 证明 下 人 州 千 式 

(1) 


入 


Tor rr TT) = Tr EF, F 
rrrs, FF, Gr | 
(2) 
| fia Tzr Tiare | 
FunTi Fra) = [rTis E, FF | 
Fir F, ] 
(9) 
了 CCP 人 Ta 了 了) (Fi4 Ts) 1) 


(4) 
riri= LE, TY = 工 杏 : 
a . 2 


+ 
FF = .Cs ,Fe = 可 Ci 
瑟 * 他 
71172 = . rir = Fr- a 
《5 7) 


一 一 一 -err 一 一 一 rm. 一 一 


—_— 


和 + (PM ~ ENY, 
F 
其 中 r=F， =,， 7 = Fs = Fr = Yr 
Fra = Fr EE, Er=F, F=F, FF,=r, 
GG CrsG, FE= EG-F:. 
36， 求 还 简单 曲面 汶 平面 的 充分 必要 条 件 是 上 = 证 =N= 久 
37。 求 证 对 于 正 螺 面 和 半 链 面 上 的 所 有 点 有 EN-2FM+GL=0, 
38， 求 证 直 较 面 = plw)+ vrtw) 为 可 展 曲 面 的 充分 必 机 条件 是 
LN-M?=0. 
. 39。 在 曲面 的 各 点 了 的 法 线 同 方向 上 ，、 从 点 P 取 一 定 下 离 的 点 的 轨 
迹 ， 称 为 曲面 二 的 平行 曲面 。 求 证 旋转 路 醒 前 平行 曲面 角 是 旋转 由 面 ， 
40。 给 定 曲 面 YI 4， 在 参数 变换 站 = 站 oo gp =ptw,v} 下 该 曲 


3 和) 


六 人 -人 > 求证 ost vt) = Yt gg)， 并 求 出 


面 为 ?+ (0,p) 县 
第 二 基本 量 间 的 变换 式 ， 


41， 求 球面 ?Y= (Reos0sing) E+ (Rsindsinp) e+ ( 民 eos 护 ) 相 的 法 
临 率 . 

42。 指 出 曲 瑟 = we trer+(tgz 一 Dz)Ei 在 点 世人 的 驾 城 
内 祛 昭 率 i 的 变化 率 ， 

43。 求 曲 年 


X= Cos0— C+ vsing 
时 二 aInyT 二 cony 


各 二 灶 十 22 叶 


- 一 -二 -~ _-- 
一 -一 -- 
一 


的 主 上 曲率， 
44。 求 具有 背 线 的 可 展 曲 面 ?= Ps) + tts 的 主 蓝 率 。 


45。 求 曲面 y= ztg 一 的 主 曲率 半径 ， 


46。 求 还 扫 物 线 绕 其 准 线 旋 转 所 得 的 曲面 的 主 曲率 兴 德 之 比 基 常 数 ， 

47， 求 搜 物 面 27 = 58 + my+ 2y: 在 举 标 原点 的 主 井 率 . 

48。 求 曲面 y = aei + ves 二 Ca 二 v9)e 上 的 铀 线 4= 关 人 = 在 点 
f=1 的 法 曲率 和 法 曲率 向 量 ， 

49。 求 证 在 两 个 曲面 的 诡 线 上 点 Pf 的 曲 半 £ 满 呈 方 程 下 sin2a = 
中, 分别 是 两 个 曲面 在 点 的 法 曲率 ， 
是 两 曲面 在 对 应 点 Lt 的 法 向 量 夹 骨 ) ， 

50。 求 证 在 简单 烛 宣 rev) 上 得 一 点 ,下面 等 式 成 并 RX = 
KC x7,) (其 中 如 是 曲 王 的 单位 法 向 量 ， 天 是 曲面 的 高 斯 曲率 ) ， 

51。 求 证 实数 Br 基 曲面 FW; 四 在 点 了 的 对 应 让 方向 dw ;dv 的 主 
他 举 的 必要 充分 条 件 是 乌 与 dw41dv ,满足 方程 组 

【了 一直 五 Js + CM -Eo Fydi,=0 ) 
MBF)au tN -kG d= 0 


注 里 dy 刘 + 四 生生 入 

52。 求 证 方向 ddy 是 昭 面 了 (#4, 在 点 P 的 主 育 向 的 必要 充分 条 
件 是 dn = -adr。 (这 里 是 曲面 Po TV 在 成 P 关 于 卡 方 自 吉本 的 
主 曲率 ，- 你 是 曲面 对 详 点 的 单位 法 向 量 )， 

53。 求 曲面 了 = 2el+Teas+ (et 二 2)8 在 点 #=I1 v=1 的 主 方 
问 、- 并 验证 罗 德 用 克 {Rodrigues} 公 式 (d= 一 Fd)， 

54， 卷 两 个 曲面 时;， 好 。 交 成 定 角 { 沿 交 线 两 曲面 的 法 向 量 成 定 
角 ) 、 若 光线 是 曲面 屠 1 的 有 曲率 强 ， 那 么 交 强 也 必 为 本， 的 曲率 线 。 

565。 想 设 曲 而 fiw, 仆 计 鸯 数 #5 二 阶 连 续 可 微 ,也 是 蝎 夯 Yes +) 
上 上 任 一 点 ， 则 存在 点 P 的 某 一 分 域 ， 司 其 举 标 册 是 由 率 级 网 ， 

56。 设 曲面 Ye 切 的 单位 法 疝 量 为 #， 则 称 gs = ddn 为 曲 画 
的 第 三 落款 数 分 形式 ， 投 豆 , 天 是 肌 面 次 志 只 的 平均 铀 率 和 高 斯 曲率 ， 


$40 


求证 下 列 等 式 成 立 
wm -2p + KP, =0 
87 求证 曲面 ?tw 2 上 的 渐 近 助 级 ( 非 直 线 } 药 挠 宰 x 与 曲面 各 商 
斯 月 兴 天 福星 关系 式 x* = ~ 天， 
58。 求 证 赐 商 f(x，x x*，Y=c 的 主 方向 是 下 族 微 分 方程 组 的 解 


feilrr t+ fu adrs + frsdrs = 


， | Fret df 1 2 
ar fos dfis 让 
dX， fe3 df 


59。 求 曲面 六 = ys y= ut 4= 一人 的 曲率 线 的 微 


分 方程 
60， 求 正 量 而 天 = gcosv， yy = wsiny 3=eu 的 曲率 线 ， 

8Lt， 求 证 若 某 一 时 率 线 前 密 铝 平面 与 曲面 诊 工 的 切 平 面 构 成 定 
角 ， 则 有 曲率 绎 是 平面 册 线 。 

62。 求 曲面 =e +yer+(az+unzyes 的 旧事 线 并 验证 点 1=TD， 
v= 是 有 曲面 移 脐 点 ， . 

63， 在昌 面 ? = wwe, + ue; + (Ww )e 上 引 茧 率 吉 为 坐标 曲线 ， 并 
求 主 曲率 ， 

64。 求 曲面 了 = 《weos 和 e+ (Cusine +w8， 的 曲率 线 ， 

65， 求 双 暑 拱 物 面 了 = te 人 二 只， 六 人 一 2 的 高 斯 曲率 和 平均 
跑 率 , 
66。 求 旋转 曲面 7 =g 人 co 了 ED300， 人 的 高 斯 遇 率 和 平均 
珊 率 ， 

67。 求 正 螺 面 的 主 曲 率 ， 高 斯 曲率 各 平均 物 素 ， 

68， 求 曲面 $=j(x，3) 的 平均 契 率 我 高 斯 曲率 ， 

69， 求 阳 耐 =etosv，y 二 3inv， 3 三 寞 二 Vv 的 蝇 基 曲率 和 平均 上身 
来 ， 

7 六 ， 求 环 曾 了 = (+ oing) (co ye 二 (b+asing) (sin0) ea 十 
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(acos 和 ey ， (23) 的 商 斯 曲率 与 平均 绅 率 。 

71+。 求证 直 纹 项 面 的 高 斯 曲率 捧 志 0. 

724。 求 证 办 面 %= zcost，y = Wasjn8，2= 了 (tv) (ftv) 是 参数 二 的 解 本 
函数 ) 的 主 曲 率 闪 径 符号 看 反 ， 

73。 求 证 过 链 而 的 平均 曲率 为 4。 

74。 求 证 贡 语 为 球面 或 平面 的 必要 充分 条 代为 H: = 故 。 

?3。 求 证 上 临 面 ?= {tcosB ye 二 (usin e+ (1,w}e， 号 上 巾 面 fr*= 
(Careorgtye, + (utesing ne + HW 在 对 应 点 4 二， 和 = 自序 相等 的 度 
斯 曲率 ， 但 西 曲 商 不 等 中 等 必 ， 

76， 求 曲面 < =1 的 航 点 ， 

77， 求 证 曲线 的 切线 曲面 上 的 点 全 是 执 物 点 ， 

798， 求 由 面 ?了 = {5 ma2+o 上 的 稍 加点， 抛物 点 和 双 明 点 。 

79， 隶 证 梢 河面 了 = Yasintcosti，5sintsinty， ccosgl 上 的 点 者 是 椭 
息 点 . 

80。 求 曲面 x=，y》=#，2=+t 上 执 物 点 的 轨迹 、 

81， 设 曲 商 Ft#, 9 对 套数 苔 0 三 入 本 续 可 煌 ， 试 讨论 曲面 在 其 平 
点 (LL= 村 = N= 的 点 ) 分 墟 的 状态 ， 

82， 讨 论 册 面子 = 4 + 二 ?十 加 十 入 让 放 在 点 女 =06， v=0 地 
域 的 状态 , 

33。 若 碎 转 曲调 ?= (ftDeosBye + tain)e, rtes (>00) 
上 每 一 点 都 是 托 物 点 ， 风 已 知 毅 面 是 柱 面 或 是 加 肉 询 ， 


34。 求 出 周 面 z= 人 ( 方 t 字 ) 上 的 源 近 曲线 ， 


85。 求 曲面 3*+=#3?2 的 渐 近 此 线 ， 
6。 求 曲 商 5=x + y* 的 抛物 点 的 轨迹 ， 关 讨论 该 第 醒 的 渐 近 曲 占 
在 括 牺 点 贫 域 的 状态 ， 
87。 求 证 站 绞 由 男 了 = (如 (ez， -Cu~ 巷 ， 汪 wo) 的 参数 曲线 是 
活 近 临 线 ， 
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Pt eh i 1 ， 


88。 求 直 则 面 了 (好) 上 举 株 曲线 起 渐 近 其 线 的 必要 充 旭 条 性 汶 上 = 
N=0, 

89。 若 简单 表面 7 (uw, 2) 上 的 所 有 方向 都 是 新近 方向 ， 则 曲面 ?Cw, *) 
是 平面 . 、 

90。 求 碍 面 2= ysinz 上 的 亲近 间 钱 ， 

9 。 求 旋转 曲面 了 = { fcosop，ainf， 了 从 的 世 近 狂 线 ， 

9%2、 求 证 铀 面 了 ={f (9) ,TPAW)，fa ( 二 十 他 :上 的 坐标 曲线 是 
平面 曲线 ， 生 构成 共 罗 网 ， 

93。 求 证 抛物 面 2= A4x: + By 的 学 标 昌 线 组 成 共 辑 网 。 

向 。 求 证 曲面 ¥ = (costy e+ (sind 二 Sin 和 e+ 《Cc039)8 的 参数 曲 
线 是 阅 ， 江 生 组 成 共 纯 网 . 


”95， 证 其 在 曲面 上 性 一 点 ， 每 对 共 辐 方向 的 法 监 率 半 径 之 和 为 2 二 


96。 求 证 源 近 曲线 的 正 交 轨 线 的 法 和 曲率 等 于 正 面 的 平均 曲率 的 2 售 . 

97 ,在 欢 转 曲面 7= {fcosy， 丰 inp，e'} .上 求 一 族 正 线 ， 与 散 线 族 
t-y= 忆 构成 共 裔 网 ， 
”98。 已 知 草 面 7 (v,v) 上 一 族 曲 线 其 微分 方 加 为 4dw+ Bdv=0， 在 
监 面 7 (wv) 上 求 与 已 知 肖 线 族 共 轩 的 另 一 族 曲 线 族 的 做 分 方程 ， 

99。 在 曲面 了 = (os 由 + 【Pin 有 er + (in 及 er 上 引 浙 近 曲线 为 坐 
标 曲 线 。 

100. 求 证 曲面 上 两 旗 新 近 曲 线 信 交 于 定 角 的 必 变 充分 条 性 基 主 曲率 
半径 之 比 为 定 值 ， 

101, 求 证 曲面 Yi 的 点 是 椭圆 点 或 双 山 点 的 必要 充分 条 件 是 
点 了 的 每 一 个 方向 有 了 众 一 的 共 蜀 方向 ， 

192。 求 证 曲面 了 #1; a9 这 9) = 的 渐 近 方向 是 微分 方程 dx ,dfsi 二 
dxadjf rz +axidf: = 0 的 解 ， 并 求 自 面 xs 一 Xsinx: = 0 上 的 渐 近 方向 ， 

103. 把 下列 豆 法 式 用 总 和 符号 表 出 ， 

C1Y) dr rt dm 


(C2) A'By+ At?B,+ AttBy + n+ AtnBa, | 
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(3) A BIt ATBIt .Ai bi t+ 4Ds. 
(4) giligyl+h :ig ta py t+ Bn, 
{Hy Bi + Bl? ,+ Bl, + Bi?,,, 


CBY) Cel? + (my (xt) + +t Cx 


(7)Y a$= | 十 -ds 二 "十 a dr”, 


cg) dx BR dx! BRI dr: dt dwr 
dt dx dr dx: dt 


(9) ds gtr) i 一 有 


(10) vy grdrtdyt, 


£1 1 


104. 写 出 下 面 总 机 的 行 项 ， 
C1} onrt, 
C2) dead, 


1 Det 
£3) B= 8 Ir 《3) 


| 
， 3 
J 


3 一 . 

(C4) pd (1 = 3), 

CY ABAC) Ch = 2}, 
BX/ dx* 

‘6) ET FL 


(C7) ort =b, (p= 12), 

105, 设 曲面 为 FW), 了 =1,2。 T， 与 zj 是 曲 夏 Y tt 六 对 参数 tt 的 
一 阶 与 二 阶 导 向 量 ， 符 导 ， 六 j= 二 Ty Pe 丽人 艇 caristuffel 第 一 符号 ， 
求证 下 列 等 式 成 立 。 

C1} Te= ga oii, 

Cay Tiiy=g*° i,, 


{9) 天 二 = Pt Fey 


pi ci 


0 Og, 
‘4) A ~) 


dgye 4 8or_ _ er ， 
到 遇 如 


106, 设 g=det(s!! 6 ) gi = 0 
Bs: Bra 
求证 下 列 等 式 成 立 


CY gi 一 站 


; GG) 是 gi; 的 居 数 休 子 式 ， 


C3) 了 = Te 


3 __ 
《3 Ti Se C8). 


。 加 区 了 . 
107 ,车 d= Har dE 证 明 christofTel 符 革 的 变故 规律 为 


8xz Drf Dx" 2 dix! 
《TD) 开 sm = yor 3 EPI BE + Em dP" 


_ 村 | 
(oF 9 et rf | OF Hs 


rr pe 


Hf Dx HR kt ” 


dire Be" Drs dx! 
(C3) oF = 


Dr/dT* 一 dE" Be’ Bre a 


108. 用 第 一 基本 最 及 其 导数 把 chrietoffel 符号 表示 出 来 。， 并 生出 
Gauss 人 A 


109, 用 第 一 基本 最 和 第 二 基本 量 把 Weingarten 公式 表示 出 来 ， 
1t0. 求 旋转 曲 疝 了 = Cwco8s ye + [tsin 人 ev + CW)ey 的 Gauss 方 程 
与 eingarten 方程 ， 


141 ,验证 曲面 f= We 二 ves 一 jE 的 Gauss 与 Weingarteu 方 
程 为 


4 
Ee = prr, + Irr, + re 


上 
8 六 
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ETer = Pir, + MT + bin 
gi Cop — rd -rr + pomp -rs 
gn, = (tp 3 ,+ OPI tp- hr 
这 竺 户 二 大， d=f,, r= fe ?= firs f= fi gE=1+p* + er, 
112, 应 用 六 ejngastien 方程 证 明 一 282 ti = 人 0 这 里 ;= 
dndn 是 第 三 基本 微分 形式 ， 昌 与 上 是 曲 褒 的 平均 晶 率 和 高斯 曲率 ， 


113, 求 证 KE(EG- FY): 一 Cy FF CP a ,2 


一 iFess Te 了 “ 


114, 求 证 CEG -Fy: = (F,, ~ LE,- GEG- F:) 


2 
1.. 1 

站 i 一 oD 全 全 

+ der 1E, Fn Fh 
3 F G 
Fe~ 3E, 
+ 1 

人 Ter pCs 
~det| lp, EE F 

2 

1 下 GG | 

Ek ) 


115. 设 本 ijCi, 了 =1,2》 旦 眼 面 ?Cw 站 i= 1,2) 的 第 二 基本 量 。 记 号 
Rs HAH jn Hi; Hw 与 Rt 二 8 "Rs 分 别称 为 Riemann 第 一 管 
号 与 第 二 符 导 ， 求 证 下 列 等 陈 成 立 

C1Y Raije ~ onRrijie 
C2) Ri = Hal Hii,, 
C3 Riaja= — Rijhs Reiki= — Rnijts 
CY Rani = Riga = 0, 
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_- ~ CC ere whi Hr Pe rehab LD ri 1 


C5) Gauss 关 率 K= TR = 二 Ritai (其 中 g=BG- 上 £7)， 


118, 求 证 ， Riyis= Ry -Ri = -Ri,,=FK 
Riys = — Ris * GR, Riis= — Riss = EK 
《其 中 万 是 Gauss 曲 素 ) ， 
117, 设 其 面 ?tw 对 其 -一 般 参 数 8 入 =1.3)， 三 阶 连 线 可 微 ， 删 其 
Codazzj 方 程 与 Guass 方程 为 
了 一 了 = 了 了 
M, 一 了 
工本 -Ye 
= Ti Ti + ECCT Hs) CU! 2) 
Fs Ti T+ Tes, Tm T's 
一 2 


118. 已 知 沿 面 rlw, 2 的 第 一 与 第 二 基本 时 为 E=G=1， 玉 = 必 
= 一 1， 轩 = 入 = 全 求 幅面 rz 的 方程 。 

ti .是否 大 在 以 六 = = 1 FF= 寺 =0，G= N=sin'& 为 第 -和 第 二 
医 本 量 的 曲面 ? 着 存在 写 出 曲面 的 方程 ， 

129, 应 用 现 eingastien 公式 验证 等 式 ， 

He XN = EEC- Fi Kn 

12t , 求 国 狂 面 = Cusingeos 们 @ T(tsinasind)er+ Curoades 1. 
的 济 地 线 。 

129. 已 知 其 面 7 区 的 第 一 基本 最 为 E=Fin) P=0,G= G0， 
(Cut v09)》 是 已 知 曲 面 的 痢 地 线 ， 求 证 Gco:8=C tc 为 常数 ,六 是 
测 地 线 与 ?曲线 严 角 》 ， 

123。 著 昌 而 ?iw, o 的 第 一 基本 晤 办 巨 = 下 (ts ]， 天 =0 G= Gt)，, 
求证 下 面 事实 成 立 。 

C1) 2 林 线 是 测 地 线 ， 

(2) 临 线 基 鲁 地 线 当 虽 反 当 Gat? = 小 

(3) 此 组 了 (Cuw wa) 是 测 地 线 当 且 忆 当 
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C—O ee 


Ca Edu 
年 = :| (Cc 是 常数 ) 
OC! 各 


124, 己 类 曲面 ?C4 人 的 第 一 基本 量 为 RF=0 E=G= 1 + gt0)， 


TCD 是 ru 的 测 地 绩 ， 测 地 线 与 4 曲 强 来 几 汶 人 求证 
femainid + rir cos tt = 0, 


IT25 ,求证 曲直 PC 2 的 坐 稀 曲 强 的 测 地 曲率 汶 
此 委 一 工 1 VEG-F. 
g 1 (4 叶 线 ) 


EOG— HF: 
kps -Te Ka 曲线 ) 


涯 坐标 昌 级 时 正 突 昌 线 册 
E, G 


一 
加 


- 
2E ZG EE ， 
128. 求 抛物 面 了 = (ieos 及 e+KEinpyes+ be 的 下 曲 级 的 测 电 此 
率 ， 并 验证 公式 kg = 


有 一 


直方 = 上， 

i27., 求 半径 为 下 的 球面 上 半径 为 a 的 图 周 沽 强 的 潭 地 曲率 to 之 RR》。 

128, 求 光滑 曲线 ?= ftx》 挠 ox 轴 施 转移 放 转 曲面 的 平行 团 的 测 地 
曲率 ， 

129. 求 球面 此 线 的 测 蝶 曲率 会 汇 . 

130. 求 还 旋转 曲面 的 子午 线 为 测 屯 线 ， 

13L, 求 螺旋 而 ”= iceost aipi Gy 的 测 吉 线 ， 

132, 求 证 第 一 亲本 微分 形式 为 3= uC 加 和 的 当面 前 测 地 线 在 
WV 平面 上 是 独特 线 。 

133, 求 证 着 册 面 YC# 臣 的 坐标 师 级 是 由 罕 乒 刚 Codazzi 方程 为 


ay 五 。 
-= 将 所 (a2 一 大 1 
Dk 1 
-= (RL 一 大 2 


也 | 守 8 是 当面 Ya 顾 的 上 上 旧 率 ) 。 
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134. 设 曲 历 rta， mw 的 2。 岗 线 族 是 测 地 曲率 为 常数 的 测 地 平行 回 
族 ， 则 地带 FC, 史 与 某 一 旋转 曲面 等 芭 等 从 

125. 已 知 砷 面 ?4a 2 的 坐标 曲线 正 变 ， 且 第 一 基本 微分 形式 为 Vi = 
并 2 区 2 do)， 染 Gauss 肯 率 并 


136 ,曲面 ?Czy 前 第 - -基本 微分 形式 为 di: = 一生- 二 Cr 
《二 二 

到 证 fx 六 攻 沼 曲率 出 酒 ， 

157. 已 知 曲 面 的 第 … 基 本 微分 形式 为 dd? = di? +262"Iwdv!, 或 CueE 
则 上 率直 ， 

3.2, 己基 曲面 的 第 一 亲本 找 分 形式 为 由 ?= dw? + Pco: gandvt+ du 
涩 Cenuss 由 率 K，。 

139, 已 知 曲 窗 的 第 :一共 本 微分 形式 为 d? = gitens:Ody? + sin?:0d.2) 
求 高 斯 曲率 太 。 

140. 求 旋转 曲面 = Ceo 六 e+ (ain 中 ee -Ve， 的 测 二 举 栋 ， 并 
求 高 斯 曲 认 ， . 


第 四 章 ' 黎 曼 (Ricemann) 流 形 上 的 几何 


在 本 章 中 介绍 大 范围 微分 儿科 的 基本 知识 。 因 为 不 仅 仪 考 
虑 微分 几 柯 的 新 发 展 方向 ， 同 时 还 想 通 过 它 介 绍 敌 为 现代 数学 
基础 前 微分 流 形 的 知识 ， 曙 然 涉及 新 概念 较 多 ， 我 们 尽量 使 本 
章 能 做 到 自给 自足 ， 在 讨论 问题 时 ， 尽 量 把 它们 限制 在 三 维 空 
间 的 二 维 曲 面 上 ， 我 们 认为 在 前 而 局 部 微分 儿 何 的 基础 上 读者 
是 能 够 接受 的 ， 


$1 预备 知识 


$1.1 拓 赴 空间 


”现在 介绍 在 集合 上 定义 招 扑 的 方法 。 关 于 集合 运算 的 &， 
中， 人 门 ， 忆 符号 前 意义 ， 和 假定 读者 已 知 ， 

【定义 】 设 训 是 一 个 集合 ， 计 芍 子 集 族 用 $8 表示 。 当 汪 
是 下 列 条 性 

(iy) 次 并 和 空 集 攻 属 于 站， 

(2) 设 关 与 工 属于 告 ， 交 关门 工 也 属于 罕 ， 

(3) 次 (7Y} 为 属于 间 的 子 集 族 , 它们 的 并 LU 了 也 属于 千 ， 
这 时 称 人 为 旭 的 一 个 拓扑 结构 ， 当 集合 章 具有 这 种 拓扑 结构 
时 ， 称 章 为 拓扑 空间 ， 用 符号 (时 , 3) 表示 。 台 的 任 点 元 都 叫做 
MM 的 开 集 ，。 
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设 点 PE ii, 则 型 中 含 点 卫 的 开 集 捷 电 做 下 中 点 立 的 邻 域 ， 
记 做 U CP)。 成 卫 在 六 中 所 有 分 域 的 集合 记 微 # (DP), 显然 i(P) 具 
有 下列 性 质 ， 

Dx) UEwP)， 则 PEU, 

(ii 车 DT ,UExtP)， 则 容 在 UU,NU,EwtP)， 
《ii UEwDYy, 着 EU, 则 在 让 VCECU, HV EW)., 
我 们 把 之 = 位 (BF PE MY 出 榴 刘 的 基本 邻 域 系 . 

对 于 集 六 ， 由 基本 邻 城 系 之 给 出 集 谋 的 拓扑 结构 ， 风 CAM， 
之 ) 构成 护 站 空间 ， 容 易 验 证 ( 半 , 加 与 (太太 ) 等 价 ， 

另 方 面 ， 对 于 拓扑 空间 ”( 计 , =) 还 满足 条 件 ， 

Kiv) 对 露点 Pb 0€ Ps, 如果 存 在 P 的 邻 域 吕 与 8 的 
领域 玉 ， 且 UNV= $$ 这 时 ，( 诸 , 芝 } 叫 做 案 斯 道夫 (Hausd- 
of 入 > 空间 ， 

[ 例 1 1 数 空间 R&"”, 

对 于 有 序 * 实 数组 人 0，x 5 …， sx ， 这 样 的 两 个 数组 在 同 
指标 的 实数 对 中 ， 至 少 有 一 对 实数 不 等 时 ， 风 认为 这 两 组 是 不 
同 的 。 如 果 ”，22，…， 2 到 区 阅 (- ee，cc) 的 插 意 值 ， 这 样 
实数 组 全 体 构成 集合 划 ， 对 于 闻 的 元 x = 人 2 2 关 
子 e>0， 取 满足 

[光一 人 < 人 (1. 1) 
的 元 y= G1 ，… 3 中 的 集合 记 伐 U,(x) 。 倒 如 8 为 正 有 理 
数 全 体 的 集合 ， 设 

U(x) = {U, (2)] ee 0) 
刚 U Cx}， (x 毛 MM} 的 全 体 构成 音 的 基本 邻 域 系 ， 从 而 可 知 间 攀 
成 招 扑 空间， 这 个 空间 叫做 * 维 数 空 间 ， 用 及 "表示 。 用 只 表示 
数 直 钱 ， 

【 例 231 度量 空间 


0 


or 


已 给 和 集训， 对 汪 章 的 各 对 元 素 有 ,8B 部 对 应 有 满足 下 列 条 任 
的 实数 p (4A, B)， 
(Et 如 果 4 研 3， 则 (4 8) > 站 或 (4 A = 
《327 Ppt, B= ot, 4), 
《3) 4, 了 B,C 为 任意 三 成 ， 则 2(A,B) + p(B,O) 守 p(tA, 
<)， 这 时 称 半 为 度量 空间 。2 叫 做 度量 画 数 。 度量 空间 是 托 扑 
空间 。 央 为 对 于 每 个 元 4€E 计 ， 则 有 s 汪 0， 使 
UCA)= {PE M, pA, PP)<e} 
职 它 做 为 妇 的 基本 邻 域 系 ， 即 
UA) = {U,.(A) leEQ) 
它 显然 拘 成 拓扑 空间 ， 
考虑 有 序 z 实 数组 {x':，x'，…，xw") 的 集合 村 ， 对 于 讲 的 
元 X= 如果 取 


一 


z plw, 9) = /Ee — (1. 2) 
i=1 


则 系 是 以 p 为 距离 函数 的 诺 量 空间 ， 也 了 碍 = 维 欧 儿 里 得 空间 ， 用 
Ra* 或 也 表示。 

[ 例 3 3 直 积 空间 。 

已 给 两 个 拓扑 空间 大 ,N， 由 PE MH，QE NN 的 记 有 点 对 (P， 
0) 的 集合 ， 用 凡 xN 表示 。 设 人 M,N 的 基本 邻 域 系 为 3w= 
{U (PY| PE MY}, Zw={V (0 OE N}, 取 

| WP,Q) = {UxVIUEUITD), VEV (OY 
显然 ， 夺 XN 是 以 Suxw = {CP,0)| PE M，QE NY 为 基本 邻 
域 系 的 拓扑 空间 。 这 个 拓扑 空间 是 六，N 的 拓扑 积 。 数 平面 
R: 是 两 条 数 直 线 的 拓扑 积 R x R， 对 于 # 维 线性 空间 R" 可 以 看 做 
Rrx Re (+9= 颁 的 据 扑 积 ， 或 者 看 做 是 数 直 线 Rx Rx… 
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x 玉 的 * 重 积 ， 记 做 及 。 

[ 例 4 2 子 空间 ， 

设计 是 拓扑 空 间 ， 之 = 《4D CP)| PEMY 是 它 的 邻 域 系 ， 者 
六 为 并 的 子 保 ， 对 于 各 个 了 和 六 有 

Up ={1UnNITUEUC)1 

易于 验证 N 是 以 3v= {Us (P)| PEN} 为 基本 邻 域 系 的 拓扑 空 
间 ， 这 个 拓 扯 空间 六 吧 做 并 的 子 空间 。 赋 给 驻 的 拓扑 叫做 总 的 
相对 拓扑 或 叫 诱 导 拓 扑 . 

下 面 讨论 拓扑 等 价 问 题 ， 对 于 集合 放 ， 一 般 说 米 ， 由 于 基 
本 邻 域 系 的 选取 不 同 ， 拓 扑 空 间 了 世 不 相 园 . 

【定义 】 设 三 ,二 :是 集合 好 的 两 个 基本 邻 域 系 ， 衬 ,的 开 
集 族 为 0,， 王 :的 开 集 族 为 0.， 一 般 地 O 与 0, 不 一 定 相同 ， 如 本 
0 与 0, 等 价 ， 则 由 之 ,，2, 给 蜡 玉 相同 的 基本 邻 域 系 ， 这 时 ， 
(型 ，2) 与 ( 计 ， 驴 给 计 以 等 价 的 拓 朱 或 叫 拓扑 等 价 。 

显然 了 ,， 之 ; 给 型 以 相同 拓扑 的 充分 必要 条 件 是 对 各 个 
UEU (PY), PEAM, 存在 UCU 的 UEU:P) 。 又 对 于 
让 EU,P)， 风 存在 CV 的 EU,(P)， 

讽 如 ， 由 有 序 的 # 数 组 x = (*'，…，x99 全 体 记 构成 的 集合 
赣 ， 由 敌 为 数 空间 的 基本 分 域 系 与 做 为 欧 儿 里 得 空间 E” 的 典 
量 ， 容 易 证 明 ， 它 们 了 醋 给 章 以 相同 前 拓扑 。 若 只 着 眼 于 而 所 下 
入 的 拓扑 结构 ， 则 互 "与 只 "是 拓扑 等 价 的 。 

【定义 〗 设 忆 ,4 是 集 族 的 指标 集 4 的 元 ,4 不 限于 是 可 数 
集 。 对 于 任意 的 PE 寻 , 如 果 存 在 U,3B 的 4E 4 即 划 = U 上 出 
《U0 ，(4E 放电 做 识 的 复 赣 。 如 果 Ui 是 开 集 ， 则 403), (4€ 4) 
叫做 浊 的 开 复 盖 。 又 已 给 浊 的 任意 开 复 盖 《Ui}, UE 人 DD ,着 其 
中 总 有 限 个 开 集 复 痊 对 时 ， 即 存在 0，4…，4E4 俩 间 = 
UUUasU…UU 风 括 扑 空间 瘟 叫 做 紧 致 的 ， 折 扑 空 利 的 子 
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集 记 ， 做 为 并 的 子 室 间 面 号 紧 致 ， 刚 称 六 为 过 的 紧 致 子 集 ， 

下 面 我 们 讨论 拓扑 空 间 之 冯 的 英 射 ， 

[定义 】 给 定 两 个 集合 届 ，N。 如 果 对 于 并 的 元 都 有 的 
一 个 元 与 它 对 应 ， 这 个 对 应 串 艇 从 计 到 恕 欧 晓 射 ， 用 记号 并 计 
下 由 表 示 ， 与 元 PE 页 对 应 的 读 的 元 了 (P》 叫做 在 映射 站 下 元 
了 的 象 ， 以 记号 A(P) 表示， 

如 果 并 的 不 同 的 二 元 也 的 象 A(P) ,fC0) 也 不 同 ， 则 称 
让 为 从 计 到 名 的 一 一 映射 或 叫 单 射 ， 对 于 9E N, 和 使 8= 了 (中 )， 
(PE 并) 的 集 ， 以 广 '(Q) 表示 ， 叫 做 的 逆 晓 射 。 对 于 性 意 
的 98EN, 如果 1"'(9) 不 空 ， 则 称 了 为 全 并 到 六 的 满 射 。 如 果 

是 单 射 且 满 射 时 ， 则 广电 满 单 射 也 叫 双 射 或 十 到 了 上 上 一 一 的 
观 射 ， 

[定义 】 设 了 是 从 拓扑 空间 计 到 拓扑 空间 读 移 矣 和 对， 对 于 
某 点 PE 计 的 邻 域 吕 ,有 它 的 象 1(U) EN 的 邻 域 , 合 UU) 入 
时 ， 则 称 跨 射 了 在 点 P 连续 ， 特 别 是 三 在 半 所 有 点 都 连续 ， 
则 称 了 在 豫 连 续 。 

设 六 旭 -> 有 是 满 单 射 ， 如 果 f,， 广 ' 都 连续 ， 则 站 叫 同 厦 
映射 。 若 两 拓扑 空间 刘 , NN 之 间 存 在 同 且 映射 户 则 称 这 两 个 拓 
扑 空 间 同 且 。 显 然 同 了 及 的 匡 扑 室 加 的 拓扑 结 铭 是 等 价 的 . 

【定义 】 直线 及 (变量 iE(- oc, ce) ) 的 区 间 [sz 四， 
(oa 人， [9 及 (2 六 的 任 一 个 者 用 记 导 I 表示 ，I 关于 久 的 
诱导 拓扑 也 构成 拓扑 空间 . f:1>M 的 连续 映射 叫做 连续 纤 厂 ， 
用 记号 c=/ tl， f/f， 加 来 表示 。 显 然 它 是 点 f(D ,teET 连 综 变 
动 而 拱 出 来 移 图 象 ， 当 TI= [ay 和 时 ， (a)，f (6) 蚌 连 续 曲 线 
的 始点 和 终点 。 这 两 点 也 可 以 入 做 是 由 连续 山 线 连接 起 来 的 。 
对 于 拓 盾 空间 庄 ， 其 任意 两 点 都 存在 连接 它们 的 连接 曲线 时 ， 
则 称 区 为 绰 状 连通 的 ， 
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【定义 】 设 呈 为 白 扑 空间 的 季 集 族 ， 如 时 对 于 半 的 任意 升 
集 都 可 以 表示 为 了 中 开 集 的 并 ， 则 称 了 3 为 并 的 大 。 括 扑 空间 六 
如 果 存 在 至 多 可 数 个 开 集 所 构成 的 基 时 ， 则 说 放 满 足 第 二 可 数 
公理 ， 如 采 划 是 满足 第 二 可 数 公 理 的 拓扑 空间 ， 则 对 于 放 的 任 
意 开 复 盖 (Ui CE A) ， 则 有 属于 它 的 可 数 个 开 集 复 盖 间 ， 
邮 放 存在 可 数 开 复 兽 。 

【 乍 义 ] 设 六 为 折 扑 空间 将 的 子 集 ， 如 果 对 于 PE 计 的 任 
意 邻 域 吕 ， 总 合 有 与 了 不 同 的 对 的 点 时 ， 则 称 了 为 NN 的 聚 点 ， 
当 NN 包 含 它 的 所 有 请 点 时 ， 称 之 为 拓扑 空间 间 的 闭 集 ， 显 然 ， 
N 是 计 的 闭 集 的 充分 必要 条 性 是 NN 的 余 集 MH 一 N 是 人 的 开 集 . 

N 与 NN 的 聚 点 金 体 的 并 叫做 NN 的 闭 包 ， 用 记号 NN 表示 ， 显 
然 N 是 闭 集 ， 紧 到 拓扑 空间 的 闭 集 是 紧 致 的 。 豪 斯 道夫 空间 的 
紧 致 子 集 是 闭 集 ， 这 酒 个 结论 从 京 虚 性 质 可 以 给 出 证 明 ， 这 里 
不 证 


$1.2 R" 的 可 微 曲 线 


在 微分 儿 柯 中 所 讨论 的 曲线 不 是 连续 图 线 ， 而 基 以 可 微 昌 
线 做 为 研究 的 基本 对 象 ， 

I 定义 】 设 琶 为 数 直 线 (参数 为 1)， 面 1 是 它 的 任意 区 
间 ， 考 虚 R" 的 连续 昌 线 c= (I ，f，R)， 它 与 用 R” 中 f(1， 
(ED 的 坐标 医 数 “(x7( 扑 ，xw:( 扑 ，…，x”(1)) 来 表示 是 等 价 
的 ， 在 这 里 对 上 映射 了 做 下 列 要 求 ; 

(1) 映射 让 1->R" 的 奖 数 x 的 ，x(，，%*(D)， 
(tE 了， 在 它 的 定义 域 上 是 C' 业 G0 这 1)，(e' 类 基 指 六 和 在 了 
上 有 * 阶 连续 偏 导 数 ) 。 这 于 站 叫做 c' 类 可 微 映 射 ， 

(2) 对 ! 的 导数 用 所 表示。 国 鞠 关 的 知人 四 和 人 
不 同时 为 零 ， 即 
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CR Cx (1. 3) 
满足 条 件 (1) 、 (2) 的 fTI-rR" 叫做 工 到 "的 天 浴 温 
入 。 册 z 类 浸入 给 定 的 闭 线 叫做 有 "的 王 类 末 微 晶 线 ， 


ft) 对 于 点 1E€E1, 这 条 划 线 的 切 阿 
量 由 
m {4 外- 
7 0) ri 44) 
图 4 一 1 给 上 由， 它 的 分 景 为 (YD 关 全 ， 


)， 周 (2) 可 知 各 点 的 切 疝 量 不 大 零 同 量 。 只 有 
《1 》 可 知 ， 始 点 和 方向 者 连续 普 动 ， 所 以 cr 类 曲线 由 则 0' 类 
光滑 曲 线 ， 

设 j 也 是 区 赣 〈 变 量 为 性。 同 有 是 肌 身 :1 一 J, 在 严格 的 意 
久 下 是 单 诈 增 函数 = TO，4ED ,我 们 假定 这 个 函数 5 的 是 
cz 类 ， 县 (在 ;上 上 到 处 不 为 堆 (从 而 为 正 值 ) 。 将 这 个 羡 数 就 . 
1 解 之 ， 则 得 0 1 也 


是 “上 革 的 ， 且 扩 = 0, 


现在 考虑 Jop 一 及， 它 由 
FDI) = J 
ww*(E00))) 给 出 ,容易 看 出 x C0))， 岁 4 一 2 
wD)， wifi) 是 5 的 类 函数 ， 内 于 dw!/d9，…， 
dx"fds 在 汪 的 各 点 不 同时 为 夫 ， 从 而 

产 2 JR" 
是 类 可 微 曲 级 ， 

如 果 现 个 可 币 钱 1rR"，Jop -rR" 它 们 的 得 以 及 点 运 
动 的 方向 都 一 致 ， 则 说 这 两 条 曲 绥 是 相同 的 ， 

如 果 把 BR* 的 曲线 中 相同 的 做 为 等 价 类 ， 在 等 价 意 义 下 ， 
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"TD 一、 


(cy 
图 4 一 3 


/1>R" 无 非 基 可 微 曲 线 的 参数 岩 示 ， 区 冯 1 的 变量 1 是 参数 ， 
[定义 】 当 /IrR* 是 cr 浸入 时 ， 但 并 不 限于 f 是 单 射 
{图 4 一 3(a)，(b)}。 特 别 是 当 广 是 单 射 的 一 谤 入 时 ， 则 了 岂 
微 嵌 入 {图 4 一 3(c) )， 
车 区 间 1 = [a, 如 的 连续 映射 产 I-> 有 >” 如果 满足 条 件 六 4 
= 分 , 则 称 这 条 连续 趋 线 为 闭 曲 线 . 


1.3 微分 流 形 


【定义 】 在 # 维 欧 几 里 得 空间 R* 中 ， (wi， 志 ，""，W"”》 是 

它 的 坐标 。 满 足 
Cp 

的 点 (wr， 辣 ，…，# 四 的 集合 叫做 半径 为 < 的 n 维 开 球 ， 当 不 等 
号 改 为 等 导 时 ， 册 做 半 径 为 # 前 nn - 1 维 球面 。 

【定义 】 一 个 豪 斯 道夫 空间 出 满足 下 刑 条 忻 : 

(1》 满足 第 二 人 语 数 公理 ， 

(2 ) 它 的 各 点 具有 与 及 "的 开 球 同上 是 的 邻 域 ， 这 时 ， 拒 六 
吊 徐 {无 边界 ) # 维 拓扑 流 形 ， 

设 U 是 满足 条 忻 (2 ) 的 邻 域 ，8:D- 玉 " 是 使 gy(U) 与 开 
球 同 凸 的 冯 肛 映 射 。 对 上 的 各 点 了 与 R" 的 ptP) 的 仅 标 对 应 而 
在 邻 域 口 中 引进 坐标 ， 这 种 举 标 叫 局 部 杏 标 。 组 人 Ug) 川 敌 区 
图 或 卡 。 随 落 腿 于 坐标 还 是 着 服 于 邻 域 而 拒 它 贡 做 局 部 坐标 系 
或 坐标 邻 域 。 
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对 于 反扑 流 展 潭 ， 取 
党 标 邻 诚 忆 1，p 《 周 部 
学 标 为 wz 人 4E AD 个 = 
1，2,，…"，#)。， 各 坐标 领 
域 (U,、g,) ( 局 部 保 标 
为 和 (ED 人 = 十 
2， 对 于 UN UA 
图 4 一 4 及 的 各 个 4，AE ，B" 的 
区 域 之 间 的 映射 为 
ep PAU NUD -pp, (UN U,) 
而 rg 是 了 PE 让 Di 从 54( 让 岗 为 oO 的 英 射 。 因 为 
了 关于 (oO 9 的 局 部 党 标 为 &o， 而 了 关于 已 只) 的 局 部 
能 标 为 Fs 所 以 屿 射 peg 的 解析 表示 式 为 
N= i Cg 2) 1 
上 式 无 莫 是 表示 两 个 坐标 邻 域 叱 ,，90，(U go) 的 共 间 区 
域 中 各 点 局 部 坐标 之 阁 的 变换 式 ， 
C3) 由 举 标 邻 城 构 或 总 的 开 覆 六 《局 ;，g)}( 局 部 坐 
标 为 的 人 中 ， 对 于 局 站 忆 二 有 的 各 个 总 PE 4/4， 当下 
示 同 胚 呐 射 we 的 ?个 蓝 数 〈tL.4) 都 是 = 类 (r 之 1) 的 可 微 
省 数 时 ， 则 称 间 为 ? 维 避 类 元 边界 ) 微分 流 形 。 如 果 (1,4) 
是 解析 徇 ， 则 称 间 为 n 维 解析 流 形 . 
[定义 】 当 吕 作 0, 汪 #g 时 ， 表示 看。 和 gp 的 ?个 前 数 
入 = WN WE PU NU,) 
{1.5) 
显然 是 局 类 的 。 因 为 硬是 (Ww 的 丽 数 ， 而 Wi 及 
是 fiw， … aa) 的 甬 数 ， 由 复合 消 数 微分 法 的 菜 布 尼 效 
{Leibniz) 法 则 可 知 
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‘1. 6) 


成 立 ， 上 式 的 行列 式 是 (1,4) ， (1.5) 式 的 函数 行列 式 之 
积 ， 其 值 等 巴 1 ， 

微分 流 形 闭 ， 由 它 的 谷 标 侣 域 所 笠 成 的 开 复 盖 { (Ui, pD》}， 
CE DD， 对 于 UNU,A6 的 和 py， 加 果 常 可 选取 局 部 坐标 变 
换 (1.4) 的 函数 行列 式 为 正 ， 则 称 流 形 旭 是 可 定向 的 。 否 则 
汶 不 可 定向 的 ， 

[定义 】 设 于 的 坐标 名 域 (D,F) (局 部 坐标 为 #7 对 于 
DNU 关 $@ 的 各 个 记 水 在 UNMU0; 上 的 局 部 坐标 变换 式 为 类 
时 ， 则 称 之 为 容许 坐标 邻 域 ， 

在 微分 流 形 训 的 某 个 区 域 吕 上 定义 芍 函 数 f， 可 以 看 敌 是 
产品 一 及 的 上 映射。 当 吕 站 U 天 而 则 航 为 映射 Fo (mn 
-> 及 可 以 用 个 变量 的 实 画 数 

Cfog ius su CinEg dN Uy) 
表示 。 当 它 满足 微分 流 形 的 条 件 “3) 时 ， 则 对 于 号 门口 径 骨 
的 各 个 4€4， 这 个 阔 数 车 为 类 (各 ?), 则 称 六 在 从 上 为 c' 类 
沿 数 。 这 样 让 计 的 区 域 上 定义 的 畏 数 与 在 及 ”中 定义 的 盟 数 一 
样 。 这 样 为 在 流 形 上 使 用 分 析 学 开辟 了 道路 ， 

对 于 (无 边界 ) # 维 微分 流 形 ， 由 拓扑 空间 是 否 时 至 来 下 
义 紧 致 流 形 ( 叫 闭 流 形 〉 或 非 紧 至 流 形 ( 开 流 形 ) ， 

[ 例 5] 欧 几 里 得 空间 是 流 形 . 

[ 例 82 芍 几 里 得 空间 RE 汐 球面 x* +y 六 + = a 是 解析 流 
形 , 

{证 明 》 首 先 由 RB’: 在 球面 5* 上 引入 诱导 拓扑， 因为 R' 是 满 
足 第 二 可 数 公理 的 豪 斯 道夫 空间 ， 记 到 训 也 是 洪 尼 第 二 可 数 公 
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理 的 宫 斯 道 赤 空间 ， 显 然 ? 的 各 个 点 都 看 在 与 的 图 刀 癌 舱 的 
邻 域 ， 设 PE 人 襄 在 R' 中 的 举 标 为 (x CP),，y CP} ;站 )), 取 U,*= 
{ Bi FES, x(D) > VU = {PL PE RS, x(D) NP 在 UV, 中 
的 局 部 坐标 为 GtP)，z(P)) ,而 在 口中 为 {x CP)， yy CP)), 
这 时 确定 U,* 的 局 部 举 标 的 冯 胚 映射 为 从 DU.* 漳 ty，%#) 面 上 的 
正 投影 ， 而 U ,的 正 投 影 面 是 yy， 而 对 直线 y= x 向 对 称 变 
> 换 后 的 平 疝 {保持 定 镶 性 ) ， 

辣 理 可 确定 局 部 坐标 邻 域 U,”， 

U0 ， Us ，U,， 显然 它们 樟 


访 5°. 


例如 对 于 Uy* 个 Us 的 点 ， 
VW 当 把 太 看 做 Uy” 的 点 时 ， 它 的 
局 部 党 标 为 (zx ， 看 做 Dr 的 
图 4 一 二 叱 了 时 它 的 局 部 坐标 次 tx, 当 ， 
因此 ， 局 部 堂 标 竟 变换 式 为 ， 


N= =A 


而 做 趾 比 蔷 数 行列 式 为 
9 (x _ dy ~ 
D(x, x) Do “0 


而 对 于 Uy* 人 U0 中，U 的 局 部 华 慰 为 Cy,*)， 岂 以 
GD sy 
Gs) 0 
对 于 交 不 空 的 其 它 任 源 誉 标 邻 域 之 间 和 的 谷 标 变换 也 是 一 
样 ， 从 而 是 可 定向 的 二 维 解 析 流 形 ， 
同 理 ， 设 R" 的 沧 标 为 Cx， Ns "pp xy 则 中 心 在 蛛 点 
六 略为 < 的 起 球 (ze 维 球 耐 》 了 为 
fs 十 《和 23 十 a 4 《x 十 (1) = a 
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这 个 4" 是 =? 维 解析 流 形 。 

[ 倒 7 ] 竹 R' 中 由 Fx,y,%) = 所 表示 的 出 面 是 微分 流 
形 , 

(证 明 ) 设 工 是 在 Euelid R' 中 定义 的 冰 数 ， 福 足 方程 
tx 入 2) 二 0 的 点 集 计 则 做 曲面 ， 叉 设 f 是 cr 类 (tr 这 1 的 划 
数 ， 而 且 在 调 上 任何 点 ，F，Fy， 了 ;不 同时 为 9， 因此 在 再 上 
的 任意 感 BCxo，yo，20) 的 切 平面 唯 -… 锋 定 ， 妓 

(FO — xX) CF 一 yt 一 sy = 
确定 。 这 说 滑 调 本 身 无 奇 点 。 我 们 证 明 它 与 了 同样 是 二 维 微 分 

在 训 上 引入 从 Ri 诱导 的 拓扑 ， 量 然 它 是 满足 第 二 可 数 公 更 

的 讲 斯 道夫 空间 ， 和 假定 在 PE 于 有 (TF), 产 0， 考 虚 股 射 交 : RR'-> 
RB (x, 9 x 下 人 为 由)， 册 于 (Fy) 4 关 0， 由 
反 函 数 定理 可 九 在 了 PGs， ，29) 的 充分 小 邻 域 全 ， 它 的 象 
WY 在 点 《ro (xs yx) 即 Cv 和 的 邻 域 
中 ， 节 是 受 订 上限 精 和 太一 用 下 7) 的 问 皮 机 射 ， 在 这 里 (x, 办 平 
面 用 R: 表 示 ， 设 广 = 由 (TD) 站 R', 显然 二 凶 ) 3 = 首 门 间 ， 
(M7) 的 点 Cx;D 做 为 在 太 上 定 义 的 冰 数 记 做 (x, ， 
s(x，)))}， 它 满足 

Flxs yy Sms ) = 0 Sv jo) = To C1:.7) 

(ED) 是 把 六 映 入 间 的 映射 ， 姑 玉 是 同 脏 驱 射 ， 注 意 蜡 
具有 相对 折 扑 ， 因 此 亚 与 并 的 子 介 (天 V) (0) 同 胚 。 从 而 在 
则 的 各 点 中 ， 有 具有 与 六 :的 开 集 〈 开 图片 ) 同 蚂 的 邻 域 ， 令 口 -= 
W700 ， 取 天 UDU->VER, 则 《7T， 尖 是 点 中 的 化 
标 邻 域 ， 号 (x， 力 是 它 的 局 部 坐标 ， 

我 们 假定 在 已 处 《下 3) 天 0 显然 同样 邮 也 会 有 (ob 
(FF 让 车 昌 、 开 在 点 已 周 轩 可 取 以 Gx) (tz,x)) 为 坐标 的 企 
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标 邻 城 ， 困 为 点 户 是 首开 的 任意 点 ， 所 以 间 可 以 被 这 样 的 坐 隶 
. 邻 域 所 枚 盖 ， 现 在 设 让,g)，(U',， pp) 是 间 的 上 述 的 两 个 坐 
标 邻 域 ， 且 U NU'3$。 和 如 果 它 们 同时 以 (x，y) 为 局 部 华 标 ， 
则 在 U NU' 中 的 化 标 变 换 是 pg (0 UD) 己 玉 的 但 等 变换 。 又 如 采 
在 (U，gqg) 中 的 局 部 坐标 为 x， 六 在 (U'"，g) 中 的 局 部 坐标 
为 G， 吕 时 ， 则 在 UU' 中 的 榴 标 上 变换， 可 利用 (4:7) 式 
的 攻 数 x (x;7)， 即 
P=y ES=%x 
它 是 z 芝 的 可 微 函 数 ， 局 理 可 庆 
X= ws y= 
也 是 “类 可 微 函 数 。 其 它 情形 也 是 一 样 ， 从 而 证 明了 型 是 ”类 
的 二 维 人 微分 流 形 . | 
[ 鲍 8 3] 射影 平面 疡 是 微分 流 形 。 
《证明 》 射影 平面 P， 做 为 集合 可 看 做 不 同时 为 零 的 三 实 
数组 〈*，》， 区 全 体 的 集合 蜡 ， 弄 的 两 个 元 (x，y，%)，{x， 
?了 ，%)， 当 存在 实数 A 反 0 时 
X= px Y= DY Y= 0% (1 8) 
村 时 做 等 价 的 ， 这 样 等 价 类 的 全 体 属 成 上 ， 
当 把 《x*，》， 芒 考 做 欧 此 里 得 空间 及 的 点 的 直角 坐标 ， 避 
为 原点 ， 过 号 的 直线 为 {， 以 1-{0) 为 等 价 类 ， 则 用 
P= (R:— (0D /~ 
来 表示 〈/ 一 是 表示 和 将 R! ~ 40} 的 等 价 点 分 为 等 价 类 ) ， 
nm RI- {OF—=R’ 
芒 它 的 白 然 射影 (对 R' 一 40}) 的 各 点 与 它 所 局 等 价 类 对 应 的 晓 
射 ， 这 样 在 疡 中 引入 了 商 撼 盾 。 即 产 的 子 集 U， 安 的 道 象 
xz"1D) 明 RR 一 {0) 的 开 集 ， 且 仅 限于 这 时 定义 为 的 开 集 ， 访 
P 的 两 点 为 P，Q， 过 日 与 P 和 侣 与 0 的 直线 各 为 六 下 用 上 
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(0}，w ~《0}) 豆 未， 在 上 述 拓 打下 了， 8 在 户 上 人 略 近 古 局限 于 
i， 共 奔 Ri 中 有 较 小 的 来 角 ， 

显然 各 等 价 类 有 单位 球面 3; x +y +=1] 上 的 一 组 直 么 
的 对 稳 点 与 它 对 诺 、 在 这 里 如 果 规 定 了 上 备 点 与 它 的 对 和 莅 点 等 
价 ， 册 产 =42 一 。 由 自然 射影 x;5>P， 它 让 瑚 中 下 入 商 扬 
扑 。 显然 与 前 面 移 拓扑 相 同 . 

对 于 5” 的 各 点 沪 它 的 对 径 点 对 应 的 贞 射 叫 对 径 映 射 ， 几 
4 3 7 表示 。 取 25 一 537 为 柱 等 映射 ， 因 为 ， a*=。 所 以 
f= {464} 荐 作用 于 训 的 没 换 (同上 胚 映 射 》 病 构成 的 群 ， 可 以 
略 做 了 以 六 为 模 的 商 空 间 {各个 了 E 5 和 属于 大 的 各 年 换 的 象 
的 集合 大 和 伏 等 价 类 ， 在 等 价 类 的 集合 中 引入 商 拓 扑 》 几 

pi $1 

表 水 ， 

显然 上 面 给 定 折 扑 的 疡 大 满足 第 二 可 获 公 理 的 村 斯 道 天 空 
间 . 在 》 上 定义 的 喘 射 5， 3->P， 包 .=T(0,') 。 央 为 
TU =0U UU 是 这 的 开 集 ， 所 以 是 PP 上 的 开业 ，P* 下 
的 学 标 邻 域 沟 口 ,，PEU， 的 局 部 华 标 为 rn 的 誉 标 
(1，%)， 同 样 闻 来 俩 定 上 ,，U0 .的 局 部 举 标 ， 

0， Uy， 口 .} 禾 证 PP， 为 了 考虑 Un De。 的 学 标记 换 ， 
把 UP 分 成 两 个 连通 分 赤 ， 即 于 5 站 DC 全)， 
显然 在 《GE Us 中 坐标 变换 的 函数 行列 式 人 在 DyD， 中 
基 寂 的。 对 于 x (Uy 站 VU》 中 点 P(x，y，z) EUy' NU 的 举 
村 《z,X) 与 末 中 了 的 对 特点 efP) = (x ， 之 0 的 举 标 
Cx ，》) 之 间 的 仅 标 半 措 为 x = 一 站 $= 一目 yy 这 和 之 器 
心 盖 六， 所 以 它 的 函数 行列 式 为 

Os FI) OND 0 


-一 — 二 一 一 一 一 


Os, ww) Os, x) Os 7 


了 人 


关于 上 NU 如, 人 Vy 的 举 标 变换 也 是 一 样 ， 它 说 明 六 是 不 可 
定向 的 二 维 解析 流 形 。 

同 理 可 知 ，s 维 射影 空间 P" 是 x 维 解 析 流 形 ， 但 是 当 P” 的 
# 为 偶数 时 是 不 可 定向 的 ，* 为 奇数 时 是 可 定 癌 的 ， 

“ 例 9 3 一 般 线性 群 (2 R) 构成 币 分 流 形 ， 

(证 明 ) 在 代数 中 己 知 ， 由 行列 式 不 为 零 的 二 阶 方 阵 4 = 
《tp = ly 2 的 全 体 ， 关 于 阵 的 和 滋 法 构成 格 。 这 个 群 叫做 - 
阶 的 一 般 线 性 群 ， 用 记号 G 工 人 2 R 过 了 示 。 为 了 在 这 个 群 上 5 
进 招 扑 ， 令 了 = (#3)) 与 数 空间 BR' 航 点 (4 ab， Gn 4) 对 拉 ， 
设 这 个 对 应 为 yy:GL GR) -> 有 。 这样 用 R! 的 拓扑 诱导 出 6G 
(2, R) 的 拓扑 。 设 为 GE CR 前 子 集 ， 仅 当 9 由} 为 玉 的 
开 集 时 定义 为 CR) 的 开 集 ， 在 及 ' 中 去 掉 xaxe 一 xxz= 0 
的 点 《ci xi YY xs 所 和 构成 的 闭 集 了 卫 ， 这 时 CC 人 2 R) 与 
及 一 下 在 8 下 周 胚 ， 查 六 一 左权 出 县: 的 一 全 伐 标 音域 所 杆 兽 ， 甸 
以 GL(2,R〉 是 可 定向 的 4 维 解析 流 形 。 但 是 这 个 流 形 与 
Het( -六 < 拉 0 相应 地 分 为 两 个 强 状 连通 的 微分 流 形 ， 

对 于 微分 流 形 GIL(2,B) 的 元 4 B, 做 为 解 的 元 定义 积 AB， 
设 为 6G=6L(C3,R)。 这样 愉 直 积 空间 6 XG 到 GG 前 虐 射 让 6 x 
CC 者 例 (A,B) =.AB ， 从 人 的 诱导 拓扑 与 定 阵 积 的 定 飞 
可 知 f 是 连续 映射 。 同样， 与 一 G 的 各 元 对 应 的 道 元 的 映射 
:G0 也 是 连续 映射 ， 一 般 地 当 集 合 G 浦 足 条 忻 ， 

(1) 是 z 维 微分 流 形 . 

(2) GG 是 抽象 群 , 

( 37, 给 出 群 的 结合 法 则 的 映 庙 GxG>6G 是 连续 了 映 


(C3); 给 出 群 的 道光 的 瞎 射 f:5 一 6 是 连 污 映射 。 
这 时 5G 叫做 李 (Lie) 群 ， 显 然 G (2,R) 蚌 4 维 李 群 。 间 理 
如 1 


4 维 -一 般 线 性 群 GL (x, R) 是 * 维 椰 性 ， 

下 硬 我 们 介绍 关于 有 边界 流 形 的 概念 ， 

纹 欧 郊 里 得 空间 及" 的 坐标 为 (wi，…,#") ， 现 在 考 虚 半 空 
间 #" 之 0， 对 它 从 R" 引 进 诱导 拓 盾 所 得 到 的 拓 和 补 空 间 为 且 "， 它 


与 开 球 让 (4) 7 之 a*, (4 汤 0) 的 交 为 D", 为 方便 把 它 叫做 半 开 球 ， 

[定义 】 设 窒 斯 道夫 空间 N 满足 ， 

‘1) 满足 第 二 可 数 公 理 ， 

(2) 它 的 各 点 有 与 开 球 

或 半 开 球 同 胜 的 邻 域 . 

设 过 是 与 半 开 球 D" 同 胚 移 
令 域 ，w:U >D" 是 同 凸 映射， 
(0,9) 是 坐标 舍 域 ， 而 局 部 坐 图 4 一 6 
标 为 (ti:，2，…，x9， 在 Re* 中 把 满足 x”= 0 的 点 集 看 做 R"', 
如 果 PEU 而 pg (P) ER 时 ， 则 了 的 任何 举 标 儿 城 (V7, 共 不 与 
开 球 辐 胚 ， 因 为 如 果 它 与 开 球 同上 怀 ， 于 是 有 PE UNV 的 邻 域 
环 ， 使 pgV) 是 De 一 是" 的 开 乐 ， 因 为 @ (于 ) 会 点 (PE Re ， 
做 为 R" 的 点 集 ， 它 不 能 是 开 集 ， 另 方面 WOV) 是 开 球 p (7) CR” 
的 开 集 ， 幅 此 在 间 旺 映射 gp gd7) 一 pOV) 使 非 开 集 映 为 
开 集 则 产生 矛 瑚 。 因 此 ， 了 到 了 的 任何 充分 小 的 邻 域 都 与 半 开 球 
同胞 ， 具 有 这 种 性 质 的 点 叫做 尺 的 边界 点 ， 它 的 全 体 叫 做 尺 的 
边界 ， 以 记号 9 表示 。 具 有 边界 的 微分 流 形 六 叫做 有 边界 的 
# 维 流 形 、 


814 切 向 基 与 切 空 间 
设 会 点 PE 再 的 容许 举 标 令 域 为 山 ,gp) ,局 部 坐标 为 (w， 
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2 用 的 淮 标 为 《5，…，# 人 。 设 以 总 为 始点 会 于 了 口 的 
可 葵 存 线 由 4:[50, 1 已 过 间 给 出 。Pt4 人 CPU 一 R 的 局 
部 坐标 #( 尹 是 可 微 沙 数 ， 双 对 于 各 fEC0,1 在 260 = 了 ,处 
站 人 (=1，2，…， 办 不 同时 为 零 。 现在 定义 曲线 的 切 问 
车， 

【证 六] 设 在 点 记 的 邻 域 中 定义 的 可 微 藤 数 全 体 的 集合 
为 省 。 如 果 fE 污 的 定义 域 为 DCf)， 则 gDFNU) 上 的 函数 
fog nt 是 x 个 变量 (zl，…， 细 的 可 徽 画 数 。 因 此 

m dD )- MAA) 


lim 


-lim PIPEG DD Po PCD 


1 


-9 (加) qs 


上 式 右 边 { 表示 括 台 内 丽 数 在 #' 二 #i, 的 什 ，《( ) 。 是 在 
t=0 时 的 值 ， 上 式 右 边 确 定 R” 中 曲线 gp:250,1->R" 在 点 
ytP,) 移 切 向 量 (可 以 君 艇 是 曲线 1 50,1I-xU 在 点 总 的 切 向 


划 在 ?下 的 每》， 它 由 分 量 因此 式 (1,.3) 的 值 


可 以 而 做 是 切身 量 作用 于 所 产生 的 值 ， 记 黎 
xf = im 的 ) -0)) (1.10) 
1 f 


二 (1.10)》 式 定义 御用 于 宫 的 算 子 及， 
对 于 上 述 算 子 关 ， 沼 85ERI 8Ed8 显 然 有 


(laf +t de) = akf tex (1. 11), 
Xf 8) = Xf ED) + PY XE {1.11), 

成 卫 ， 
#49 


【 定 邮 1】 攻 存 在 算 子 六 :全 一 及 满足 条 件 (1.11)， 则 在 
UP) 固有 雇 了 为 始点 的 可 微 昌 线 2:50,1; 一 U。 而 对 任意 的 
/1E 字 ，Xf 可 表示 为 (1.10) 式 ， 

证明) 首先 对 于 〈1.11)， 式 ， 令 Ex0 (常数 ) ， 

三 E， 可 彻 基 (1) = 0， 曙 方面 对 (1.11) 下， 念 f==1，#=0， 
则 (7) = a) 可 向 (= 

其 次 ， 对 于 /EE 在 DOA) NU 内 P, 的 邻 城 六 中， 使 "的 
线段 (Po (PP 性 p(0) 成立 构成 旺 形 ， 这 时 考虑 测 数 fog"! 在 
gD) 上 的 限制 F=f.g" g(t )， 令 

CR) = Ft -#0 iELCO,1Y 
这 里 56 人) 六 是 GG FF， 的 
简写 ， 因 为 
! a6 


设 ;= GF/9w'， 则 得 
F(xn) — Fry = D(x — tl) | Fi title ad) dt 
i=} 
这 里 设 
Ci (CH) = | Rs 
则 有 
F (wy) = 下 人 wo + (zi 一 及 人 人 if) 
对 这 个 等 式 ， 利 用 上 上 的 2 个 阔 数 
$= WP Bi CP 
则 画 数 在 上 可 分 艇 为 


f= (gn) + 2 CPi wi) &; 
对 这 个 函数 ， 作 用 以 算 子 六 ， 由 (1:11》 式 得 
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KF KOPNY + ER RY FD) 
to — ua) Xe, 
由 于 /Pw) 是 常数 ， 基 (fCPO) = 0， 同样 X Cro) = 0， 艾 
pCP) = wy PY)) = #0 
Bi) :GPP = Gi (#0) = FP, {a,) 
所 以 


这 里 设 

实数) 
在 这 里 ， 从 扩 内 点 名 出 发 的 曲线 4: 50,1I~>j 在 wT 的 象 曲 线 
po4[0 1 一 及 5 确定 在 点 ptPw) 以 刁 为 分 量 的 向 量 是 切 向 量 ， 
如 果 用 # CD，(ELO,1)) 来 表示 则 (dw'f db =5', 而 且 可 知 


到 


fe (de 2 (和 区)， (1-13) 


Ou 


它 表明 中 (11) 式 导 出 民 :1 人 0) 式 成 立 。 这 说 明 满 足 条 件 (1 :11) 
的 算 子 藉 可 以 看 做 是 在 点 己 处 噶 的 切身 量 。 

【定义 ] 在 济 足 条 件 (1.411) 的 算 子 X 全 恒 的 集合 本 中 ， 定 
义 加 法 和 数 习 计算 ， 肚 

KKX TIDF= XRAY 
和 CCK}f= (KF) 
则 半 , 构 成 向 量 空间 .而且 它 的 元 天 吗 做 在 点 了 处 出 的 切 沿 量 ， 
定义】 现在 用 


of) = (2 :) (41.14) 


定 只 fr: 必 一 及 ， (f= 2 也 是 在 点 也 的 急 回 量 可 知 
在 条 牢 民 "11) 中 将 区 换 成 sy 也 成 立 ，#; 可 以 看 敌 是 在 gqtU) 中 过 
5 


rv 


点 gp (了 0) 与 ## 辕 平行 的 直线 的 切 向 量 (O/9#Yw。，( 分 晤 为 (0,*…， 
0, 1 ， 0， 0 0)， 1 是 第 i 个 分 其 ) 在 下 的 原 象 ， 由 {1:12) 式 
可 得 


x = Dé (1,15) 


所 以 旭 。 的 维 数 至 多 是 六 另 方 面 当 ee M,, te fy 
c"E BR)} 先 于 术 ,。 的 0 元 时 ， 将 这 个 算 子 作用 在 U 上 遂 数 和 sg， 
(固定 此 = 1，2， pp 站， 可 知 c= 四 出 ，62， 6 是 ,上 
线性 无 关 的 向 量 ， 从 而 对 的 维 数 筹 于 pm。{er，…，mj 是 向 量 
空间 刘 j。 的 基底 、 而 且 在 邻 域 JU 内 各 个 点 都 蚌 确 定 的 。 因为 它 
与 坐标 邻 域 习 ,99) 自然 结合 ， 所 以 叫 收 自然 基底 或 自然 标 架 . 
【命题 1】 对 于 已 给 二 坐标 邻 域 UU,g) (局 部 坐标 为 #'， 
8 ，( 口 ,了 )， (局 部 堂 标 为 证 ，…， 1 区) 当 忆 人 几 了 专 轩 ， 
在 T 但 可 中 局 部 坐标 变换 式 为 酌 = 姬 (0 pw 3) 。 则 自然 标 
架 4ei} 与 (8 之 间 有 
-9 (1-16) 


(证明 ) 设 PEDNDO, /为 P 邻 域 上 定义 的 可 微 函数 ， 


因此 3 J fenton 
e, (Ff)-= Cg ) = 


-2 3 = 卫 827 gf) 


【证 义 】 股 必 是 * 维 ， 村 ' 是 太 维 的 rr 类 (之 1) 微分 流 形 。 
关于 连续 映射 儿 玫 >M'。 对 于 在 术 ' 的 任意 区 域 2 中 所 定义 的 
备 个 “类 可 微 西数 有 ;00' 一 ,如 果 在 村 的 开 集 办:(9》 中 所 定 
义 的 国 数 wpg:4r:(CO) ->R 也 是 "类 可 微 函数 时 ， 则 5 叶 做 cr 类 

2 


的 可 微 映 射 ， 

对 于 型 的 各 点 ， 依 了 前 容 许 坐 标 邻 域 为 (9)》 (局 部 坐 
标 为 ww，7=1，2，…， 1， 会 力 (PD) 的 好 的 容许 坐标 邻 域 为 
(VF ，》 (局 部 坐标 为 fr?，&=1，3，…， 雪 ) .因为 vr 是 上 网 
"类 可 微 函 数 ， 所 以 ,v9 
基 UN 1 的 c' 类 可 微 
阔 数 。 这 个 上 映射 ## 在 
Ung '(V) 上 的 限制 ， 可 
写 微 


Li 史 ， 


pr gr) = (1.417) 
省 边 加 个 图 数 是 PIT 站 8 三 R 的 z 个 变量 移 5 类 可 微 熙 
数 。 反 之 如 果 这 样 的 函数 常 为 类 ， 则 # 是 cr 类 可 币 上 映射 。 邵 条 
陕 射击 末 一 A 是 满 单 和 里， 且 $， 太 :都 是 cr 类 ， 则 40 做 ce" 类 同 
有 凸 映射 ， 这 时 说 于 , 订 ' 为 c' 类 辣 雄 ， | 
【命题 2 本 设 邓 , 旭 ' 是 微分 流 形 ， 人 5 区 -一齐 是 可 微 上映 射 ， 
PEM, XEAM, P'=#$(P), 设 富 是 在 碍 中 的 邻 域内 所 定义 
的 可 微 函数 全 体 移 集合 ， 而 且 XX': 人 字 ' 一 Rf 'E 全 ' 用 
Xf'= XD) {1:18) 
定 六 ， 刚 关 ' 是 在 点 忆 处 好 的 切身 强 ， 
{证 明 ) 这 个 事实 可 通过 关于 X' 类 似 的 (1:11) 条 件 式 来 
验证 ，。 


FaCr)}) 


Pr 0) P=9(P)=9p( {0)y 
和 一 起 
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- 一 Eh 


如 果 也 站 是 山 线 150 证 的 ( 人 = 站 在 王 的 训 癌 
量 ， 册 


Xf eg) = lim {OD AD) (同人 00))] 


斯 以 六 = lim Tf $A) -A {BAO YY 


这 个 等 式 说 明 XX' 是 曲线 社 E0,1] 一 型 在 $ 主 的 象 曲线 9o4: C0, 13 
一 届 ' 在 P' 处 的 切 同 量 ， 

在 点 PE 调和 P= CP) 训 ' 的 周 图 ， 阁 取 上 坐标 邻 域 U， 则 
:50,1 一 U 用 湛 数 wi(1) 表 水 。， 切 向 重 了 关于 (0 ,9) 的 且 然 分 
量 £' 由 (dx'f4) 给 还 ， 羡 ' 关 于 (人, 苏 的 自然 分 盟 点 "= (dxf di) 
给 出 ， 而 它们 之 间 有 


Ee D0/ ed 2 1 mm) 110) 


闫 其 ， 它 可 从 (1:17) 在 过 ， 把 #， "a PE 
代 换 ， 并 在 ! = 0 点 微分 该 式 ， 肛 可 得 {1:19) 式 ， 


81.5 浸入 和 嵌入 ,其 "的 曲面 


[定义] 设 训 是 # 维 ， 刘 ' 是 mw 维 (x 翅 加 ) (无 边界 ) 的 微分 
流 形 。 已 给 可 微 映 射 上 于 闻 衣 "与 各 切 癌 量 关 志 训 , 对 应 地 有 由 
(人) 式 定 多 移 XX 忆 玉 6DP'= (了 P)). 它 确定 切 空间 之 问 的 线 
米 映 射 gyp: 训 一 新 py 称 之 为 在 局 处 名 的 微分 映射 。 对 于 调 的 各 
个 点 了 ，B wp 为 单 射 时 ， 即 这 BrotMD) 的 维 数 也 是 #, 换 吾 之 ， 
rank (gp) =# 时 ， 则 称 g 为 从 驾到 于 的 漫 入。 如 果 g% 是 从 章 到 
章 ' 中 莉 单 射 ， 且 % 是 漫 入 时 ， 则 #% 思 做 从 了 8 到 站 的 嵌入 ， 

【定理 2】〗 设 里 , 闻 ' 是 微分 流 形 ， 组 产 蜡 时 是 暴 入 如 
果 计 紧 昼 ， 则 由 音 和 六 在 / tM} 上 所 诱导 的 两 种 拓扑 一 致 ， 
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(证 明 ) 由 假定 ， 六 于 -wy CMD) 居 虹 :是 连续 怠 射 ， (如 D) 出 
由 ' 引 入 诱导 折 扑 ， 因 此 产 导 >/ (CM) 是 连续 的 ， 上 只 月 证 明 它 的 
道 肌 射 广 : 厂 GD 一 贡 也 连续 就 可 以 ， 因 为 这 时 三 成 为 同上 胚 映 
射 ， 因 此 CAD 上 两 拓扑 一 致 ， 

现在 设 扩 是 唱 的 开 集 ， 则 好 一 上 是 将 的 闭 集 ， 有 从 出 紧 致 的 
候 定 可 条 寻 一 天 紧 致 捧 而 它 的 象 /A 亲信) 也 是 训 ' 的 昊 致 子 
集 ， 但 是 寻 ' 是 豪 斯 道夫 空间 ， 启 以 fA(M -人 让) 也 是 末 ' 的 阁 集 ， 
从 而 了 = 了 OD NM -AN-F)) 是 AM) 的 开 集 。 从 而 
(了) 71( 四 是 开 集 合 ， 这 说 明 广 :是 连续 爱 射 ， 即 / 是 同 唉 映 
射 ， 

【定义 】 设 训 是 无 边界 (或 有 边界 ) 的 二 维 流 形 。f 和 一 
8R" 是 浸入 或 成 入 ， 我 们 把 流 形 生 上 喘 射 前 组 了 = ( 太 ，/，R"”) 或 
简 记 短 (并 广 ， 称 之 为 BR" 的 (一 维 ) 曲面 ， 在 本 书 中 所 考 
起 的 曲 曾 就 是 这 种 曲 而 。 当 . 广 半 一 人 "是 揪 入 上 时， 做 为 它 的 象 ， 
只 要 我 们 考虑 ACM 就 可 以 。 这 时 在 CM) 上 上 开 了 从 型 到 
ACM) 的 辐 凸 跌 射 而 引入 拓扑 。 车 把 划 与 A 六 ) 注 微 相 同 的 ， 则 
这 个 典 入 由 包含 正身 

MR Py=P, PEMCR” 

给 出 ， 即 MD = 计 。 | 

当时 的 原 有 折 扯 与 由 "诱导 的 折 扑 一 致 时 ， 则 《并 册 
做 如? 的 正规 曲 画 ， 

我 们 在 定义 R* 的 曲面 时 ， 不 仅 考 虑 威 入 而 县 考虑 更 广泛 
的 浸入 ， 

“ 例 103 球面 9 是 正规 曲 而 . 

它 在 如 中 由 方程 x + 产 +%: = (4 守候 给 晶 ， 它 可 出 及 引 
入 的 相对 拓扑 而 构成 微分 流 形 。， 若 利用 包含 映射 RR'->R'， 可 
以 看 做 是 宁 慨 入 于 只 ,所 以 它 是 一 个 正规 曲面 ， 
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[ 鲍 113] 标准 环 面 是 正规 曲面 ， 
这 个 曲面 可 以 姥 数 微分 流 形 4 白 丑 刁 扼 扑 积 所 得 的 环 面 
Six5' 在 Ri 中 的 嵌入 ， 它 的 参数 表示 为 


= (ac0osgp + eosd 
y= (qcosw + 8) sing (1:20) 
“= aditig (Oa b, ,peE LO, Sr)) 


对 于 8，wEC-co，+ oo) 时， 可 以 看 敌 R'= Rx R 到 ER” 的 温 
人 。 
C 例 127 开 玫 比 乌 斯 (Mbius) 带 是 开 曲 面 ， 
设 I=( -也 ， 二 产 f0:2rJxTRs 的 映射 由 
fw, v) = ea) +t re(x) 
给 出 ， 但 是 c:[0,27I 一 RR: 是 由 
{e's Ce, 《COS Sinw, 0 


所 定义 的 赔 ，<c: [50,2x 玉 为 内 


# # 。 ， 
{er Er, 0) = (cos Os, C0S- Snn, sin ) 


所 定义 的 单位 向 量 场 ， 可 以 验证 

cA = 0 ctr) = et 
显然 (2z， 一 ?) =f(0,v)。 而且 线段 /27 x 了 与 线 让 /(0 x 
记 方 向 相反 地 重合 ， 在 点 集 (0,27) x 门 中 出 R' 引 入 诱 尾 所 
扑 的 二 维 流 形 是 升 者 比 乌 斯 带 ， 它 在 包含 腿 射 下 可 嵌入 于 尽 ， 
极为 驴 的 曲面 一 麦 比 乌 斯 禹 。 


$1.6 纤维 从 


[命题 3 ] 设 名 是 # 维 微分 流 形 ， 它 的 切 空间 全 体 为 (AM)， 
如 果 间 :为 PE 划 的 切 空 间 ， 风 
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T CM) = MM, 

现在 在 T(AM) 中 引入 自然 拓扑 ; 它 是 2w 维 微分 流 形 . 
‘证 明 } 首先 任 取 XET(M)， 则 有 苹 E 于 ,的 点 PE 于 ,这 

个 点 了 与 叉 对 应 ， 从 而 确定 了 映射 

xTCM) NH 
显然 PP= txX)，r(P) = 刘 r。 现 在 设 (U,g) (局 部 坐标 为 
2 为 计 移 举 标 邻 域 ， 对 于 各 个 天 EE 村 :，(P 了 EVD), 则 
由 点 下 的 局 部 坐标 人 =14，2，…， 引 和 三 关于 了 的 自然 标 
架 {a} 分 量 六 即 由 羡 = Zwiri 确定 的 ”组 (x,， 起， 如 果 把 
它 看 做 映射 也 :rm 一 oO x R* 这 个 映射 是 满 单 射 。 对 于 
x1(0) = U Mz 由 引入 wp(0) x R"” 的 拓扑 ， 即 由 这 个 同 县 
映射 而 引进 拓扑 。 于 是 可 UxR" 


以 取 XXEn-'(U) 的 邻 域 系 * 

做 为 如 上 引入 拓扑 的 天 的 ， 

信 域 系 。 设 覆盖 对 的 侍 标 《1 

邻 域 系 汶 CU， )， DPD PCD) x R™ 


(ED, 国 为 (rw (U3 图 4 一 9 

41E 全 覆盖 工 (M)， 遍 以 在 TD) 的 各 点 基 确 定 了 上 述 的 邻 城 ， 
易 知 ， 由 这 样 的 邻 域 系 居 了 (对 ) 成 为 豪 斯 道夫 空间 。 于 是 我 们 
把 〈r 《0) 区) 用 做 了 ) 的 开标 邻 域 ， 它 的 局 部 坐标 为 上 述 
的 (w，)。 如 果 当 UNDD 生 $ 时 ， 浊 的 局 部 坐标 的 变换 式 友 散 


WR 2 Wr) (1: 30) 
则 在 xD 站 AD》 中 工 (六 ) 的 局 部 些 标 的 变换 式 由 
,DE OU ar 1.31) 
如 让 


给 出 ， 显 热 是 可 短 的 ， 
其 次 ， 好 的 开 集 的 可 数 基 《0U 人 = T，2，…) 显然 可 选 
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Ux RY 
中 和 


rtU2) oaxid 
人 


CCU BY 
图 + 一 10 
取 具 有 了 占 射 四 的 容许 坐标 郭 域 《CC 9 ， 和 证 BR" 的 开 集 的 可 
数 基 为 《FJ， {&=1，2,…)， 弄 
WiiU x Rn (Uy 
为 如 上 图 的 (tp: xi 四 了 ， 的 同 胚 肌 射 tpyxid 是 (PP 人-» 
ft (PP ， 信 的 映射 )， 显 然 节 :了 工人) ->M 是 开 上 映射, 可 其 他 ; (UD ;x 
U0)}，(4，a=1,2,…) 是 TCM 前 开 集 的 可 数 基 ， 从 而 TCD 
满足 第 二 可 数 公 理 。 因 此 可 知 了 (CM) 是 27 维 微分 波形 . 
脆 射 zx:T(M)-r 训 具有 下 而 重要 性 于 ， 
(1 》 对 子 各 个 PEAM， 贞 射 7:T(MU}= 训 的 道上 晓 尉 
TCP) 与 R* 同 是。 
(2) 设 (DJ， gy) (局 部 坐标 为 #6 EJA) 为 学 标 往 
域 ， 它 复 盖 上 总 。 这 时 存在 周 肛 岗 身 
PiU, x Rye (Uy 
使 wo (Ps = 
(3) 扔 入 ;rt7) = 内 (DP, 池 确定 上 映射 
节 PP 六 -区 tp) 
时 ， 对 于 Ui 中 0 的 各 个 4,#E -AA，PEU;NU,, 出 
Bre psp: RR" 
是 咯 GL R) 的 元 { 国 为 = 其， ef 有 时， 一 
opt 所 以 ?，5 的 分 量 之 闻 有 代 , 3) 成 立 ) 。 


《4) 车 定义 动人 P) = 为 ee 了 ED 站 [时 ， 则 映 
射 攻关 局 站 DGDLCr 有 连续 ， 

由 上 面 的 性 质 ， 我 们 定义 纤维 从 ， 

【定义 】 我 们 把 TCM)，， 划 的 组 (TT CM)，x， 赣 ) 蔬 
计 的 雪 从 。T(M 半 ) 是 全 空间 ， 间 是 底 空间 ，x 是 射影 ，GL(s， 
KR) 是 结构 群 ， 

共有 类 人 羽 性 质 的 微分 流 形 与 映射 和 群 的 组 叫做 纤维 共 ， 

直面 我 们 在 微分 流 形 上 定义 问 量 和 张 策 ， 

【定义 】 已 知 微 分 流 形 间 在 点 了 的 切 空间 HHr 是 向 量 空 
闻 ， 因 此 ， 它 具有 对 侦 空 间 冲 *p，M*y 的 元 只 是 刘 r 的 线性 形 
式 ， 把 它 可 以 看 做 名: 前 pz->R 前 线性 上 映射。 把 Ms*r 的 元 之 间 的 
加 法 定义 为 

(DO +O (KX) = ONY tO (KR) XEAM, 
又 对 于 蜡 * 的 元 与 实数 的 乘法 定义 为 

(FO) (KR) = cm x} cER | 
这 样 M*; 也 构成 一 个 向 量 空间 ， 它 的 元 叫 微 共 变 向 量 ， 使 
吕 ( 革 ) = 0 的 区 E 间 的 全 体 构成 旭 z 的 线性 子 空间 。 如 果 吉 : 的 
基 取 为 会 了 的 刘 的 些 标 令 域 (U，wp) 《局 部 符 标 为 py 9 的 
自然 标 架 {6 GG=1，23，，)， 而 训 *p 的 x 个 元 8 名 出 

ge) = 6 (1.32) 
来 确定 ， 从 对 于 各 个 所 后 间 se 唯一 地 表示 为 

B= O80l, 0;= 0) 
可 知 {8 ，G=1，2,，…， 科 是 MM* 5 的 基底 ， 则 {@}，t{j = 
1，2，…， #)} 是 关于 (U,g)》 的 自然 标 架 (正确 地 说 是 对 侦 晶 
然 标 架 ) 的 共 变 向 量 4 的 分 量 . 

【定义 】 设 诗 上 各 点 了 的 共 姿 疝 略 全 体 为 
TOM) =U 刻本 


为 了 在 它 上 面 引 入 拓扑 ， 首 先 设 对 于 各 个 @E Nt 
T 全 
是 使 省 个 吧 和 并 阅 本 了 对 这 的 脆 射 ， 于 是 对 于 并 的 堂 标 邻 域 
(U,g) (局 部 坐标 为 ps …， 克 ， 各 个 DEHWez，(PEU) 村 
了 的 局 部 坐标 玉 ， 人 = 二 2， 用 以 及 在 了 的 对 偶 标 架 他 站 
中 必 的 分 量 e; 的 组 〈 好 ，oD 对 应 。 这 样 就 确定 了 映 庙 
-DiRTtU) rp XR" 
因为 这 个 上 映射 是 满 单 射 ， 利 用 它 在 = (0U) = 局 A* 中 由 wp(U) 
x 了 与 | 入 诱导 部 扑 。 这 时 与 T (MD 的 情形 一 样 ， 可 知 民 ( 半 ) 是 
豪 斯 道夫 空间 。 当 把 Cx"10) 下) 土 敌 “TCM) 的 坐标 邻 城 
《局 部 坐标 为 性 ，@D)， 则 它 与 卉 的 坐标 邻 域 《〈 了 厅 , 画 《局 部 
芷 标 为 20 (站 已 专 册 对 应 的 部- 条 PB)，( 局 部 坐标 为 密 ， 
a,) 的 共同 部 分 zx C0) ma (如) 中 的 局 部 坐标 的 变换 式 为 
(1.30 式 和 


_ Dw: 
0, = > 0 (1.33) 
了 工 | 


这 理 六 = iC 导 ， 四 2 证人 .30) 式 就 x# "yy 大 反 解 所 得 的 
函 教 丙 示 式 。 因 为 由 (1.16) 式 已 知 


人 一 人 (一 o( Sa, ) 


du 
2 3 


mr 


Q(B) = 写 一 一 


现在 把 (UU, (DD, 轨 的 立场 许 挽 之 后 ， 就 可 得 到 (1.33) 式 ， 
从 (I:30) 和 和 (1:33) 式 可 知人 TCMD) 是 微分 流 形 。 (133) 式 是 鞭 恋 

向 量 关于 目 然 标 架 的 变换 式 ， 因 为 它 与 (116) 式 的 形状 完全 相 

间 ， 这 就 是 共 变 这 个 辞 的 来 源 ， 与 之 相对 的 把 齐 " 的 元 一 一 切 

向 基 叫 做 反 变 向 量 ， 因 此 ， 把 只 《TUNH2，r，i) .网 微 谎 的 
的 证 


ts 


余 切 从 ， . 
切 癌 量 、 式 变 疝 量 以 及 它们 的 场 ， 都 是 做 为 流 形 以 及 它 的 
漫 入 的 曲面 的 儿 何 研究 对 象 。， 其 重要 概念 之 一 是 张 量 号 张 基 


声 ， 秽 在 对 于 张 量 场 介绍 于 下 : ， 
【定义 了 设 划 是 * 维 微分 流 形 ， 在 PE 草 上 的 切 空 间 为 赃 F， 
则 双 线 性 映射 
a: Mp x ME-—rR 


叫做 在 点 二 处 的 二 阶 共 变 张 量 或 叫 人 0，22) 型 张 量 ， 这 里 所 谓 双 
线性 < 是 指 
{a a T= (RY) +t art Y) 
其 中 ,Xs YEMp #4EER， 和 
AOR PY +tOYY) = aN, YD) + ha, Y,) 
其 中 关 ，Y，Y,€ 衣 :， 刀 如 ER， 成 立 ， 
设 含 点 了 的 型 的 容许 坐标 邻 域 们 ,gg)，( 局 部 举 标 为 2 
…， 的 自然 标 架 为 2) ，(f=1，2，……， 拉 ， 阁 令 
atess 041) = Cj 
关于 同一 标 架 ， 设 X， 了 的 分 量 各 为 5，w， 显 然 
a(K,Yy=a(tDEiey SN = oat 
从 而 映射 < 由 对 个 实数 组 如 六 所 确 是。 (tai) ，(ij = 1，2,，…， 
#) 市 收 a 关于 自然 标 架 te;} 的 分 量 ， 
现在 设 人 清点 PE 并 的 另 一 个 容许 坐标 邻 域 为 《本 , 殉 (局 部 
谷 标 为 到 ，…，i ， 它 对 应 的 自然 构架 为 {8.)，4 =1，2，…， 
#)。， 如 果 在 二 门 可 中 的 局 部 些 标 变换 式 为 《1.30) 式 ， 则 由 
(1"19》 式 可 得 


《和 二 er) (3B),, Ge C134) 


关于 在 点 了 的 一 阶 共 变 张 量 ec， 对 于 各 个 区 ，Y EE 放 p, 当 a《X， 


6565 


Y) =alY,X) 时 ， 努 它 的 分 量 有 az = ai (ij =1，2，… 风 
成 立时 ， 称 < 为 二 阶 对 称 共 变 张 量 ， 同 样 ， 当 各 导 ,TE Mp 时 ， 
有 a(X,Y) = 一 a(Y, 苹 ) 成 立 ， 即 它 的 分 量 az = -cr (= 
1，2，…，#) 成 立时 ， 称 a 为 二 阶 交 代 张 量 或 二 阶 共 变 反对 称 
张 量 ， 
【定义 】 设 在 点 PE M 上 的 二 阶 共 变 张 量 的 爹 体 为 M,, p， 

对 于 ae E 于 ,,r 定 儿 痉 算 

(十 CN 一 CT ra (XY) KYEMs 

《te 人， 了) = ) cER 
可 知 sy 是 一 个 向 景 空间 ， 它 的 维 数 为 2x。 令 

T,(M) = ,er 
设 使 MM,,p 与 了 的 对 应 为 

nT,(M}— MH 

设 (U0,g)，( 局 部 从 标 为 和 ，…， 友 为 划 的 举 标 邻 域 ， 
对 于 各 个 cE Mn (PE M), 确 定 了 了 的 局 谷 标 x* 和 在 P 处 关 
于 月 然 标 间 & 的 分 量 wp 的 组 (wi，aiy)。， 把 它 看 敌 映 里 多: 
TA0)>pt0) x R"， 则 加 是 满 单 射 。 这 时 ， 在 x (U) = 
Mr 中 由 $$ 引进 gCU) x Re 的 诱导 拓扑 ， 则 与 CUM) 的 情 
形 一 样 ， 引 入 诱导 拓扑 的 了 ,CM) 蚌 豪 斯 道夫 空间 . 

如 果 我 们 把 (xT)， 罗 ) (局 部 坐标 为 (#'，Gi7)) 笋 为 
T,(M) 的 举 标 邻 域 ， (只 (局 部 坐标 为 为 U 首 二 # 的 
刘 的 举 标 邻 域 ， 如 果 和 它 对 应 的 T,( 计 ) 的 谷 标 令 域 为 (x (0)， 
多 )， (局 部 坐标 为 训 ，d4s) , 则 可 知 在 x (D) Nx"( 林 ) 中 的 举 
标 变 换 由 (1. 30) 和 


mGn Ox 
0 Sn Ba 


的 组 给 出 。 与 了 (ad) 一样 ， 可 知 T( 剖 ) 是 微分 流 形 ， 
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对 于 自然 射影 r:Te(M)-= 刘 ,有 与 TAI) 的 (1) 一 (4) 
的 类 似 性 质 ， 从 而 《TCD ，r， 罗 是 纤维 从 ， 
同样 地 ， 利 用 双 线 性 形式 展开 
B: Mo*x Mp mR 
PP Mx Mp—rh 
而 产生 2 防 反 变 张 量 ((2. 0) 型 张 量 ) 以 及 (1.1) 型 张 量 。 由 它 
所 构成 的 微分 流 形 记 做 2 人 (M) ，TCMN)， 出 它们 到 划 上 的 自 
然 射 影 以 及 卉 的 三 元 组 给 出 纤维 人 外。 例如 ， 考 虑 4 重 线性 映射 
KM x Mpx Mpx Mop—r 
这 时 天 叫做 在 点 卫 的 (1. 3) 型 张 呈 ，(1.3) 型 张 量 全 体 1 了 (加 ) 是 
微分 流 形 ， 它 与 它 到 点 上 的 自然 射影 与 村 这 三 元 组 《Ty (M)， 
T; MM) 也 构成 纤维 从 。 


8$1"7 澡 量 场 和 张 量 场 


【定义 】 设 训 是 “类 (r 守 1) 的 微分 流 形 ， 如 果 对 于 六 的 

备 点 了 ,唯一 地 有 总 在 了 的 切 向 量 羡 与 它 对 应 ， 换 各 话说 ， 
鲜 : 刘 -TCM) 喘 射 与 自然 射影 x:TCM) 一 MM 之 间 具 有 

zo (PY = P,PEM 
性 质 时 , 称 这 种 上 映射 莹 叫 航 邓 上 的 向 量 场 ， 若 式 是 连续 瞻 射 , 则 
这 个 场 叫 连续 向 量 场 。 若 狗 射 为 e 燃 ( 才 7 才 7 一 1) 时 ， 则 这 个 
场 叫 cr 类 向 量 场 ， 这 一 事实 与 闭 上 各 个 5 火 可 微 函 数 f, 和 由 

(Xf YIP) = Xpf, Kp= XPY 
所 定义 的 攻 上 函数 Xf 在 放 上 备 点 连续 (或 “ 类 ) 等 价 。 易 
于 看 到 ， 它 与 在 各 个 邻 域 品 ,yp) 的 自然 标 架 中 人 分量 5，(i=1， 
2，…，71 在 gtU) 连续 (或 cr 类 ) 的 说 法 等 价 。 在 关上 六 
的 不 连续 点 各 XX 的 零点 ( 关 (P) = 0 的 点 了 P》 统 称 为 向 量 场 X 的 
奇 点 。 在 场 的 研究 中 ， 关 于 奇 点 邻 城 的 研究 是 重要 而 较 难 的 课 
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题 ， 


[ 例 132 在 殉 几 里 得 平面 RR 上， 关于 直 交 誉 标 系 ( 举 标 为 
#，#)， 由 we 十 es((t1，e2) 是 自然 标 架 ， 它 与 内 ， 刀 轴 上 的 
单位 向 基 一 致 ) 所 表示 的 向 量 场 。 它 是 以 及: 的 各 个 点 Pe 
#) 为 始点 ， 以 (x:， 纪 ) 为 分 量 的 向 量 。 而 原点 是 这 个 场 的 奇 
点 (图 4 一 11) 。 


区 4 一 11 图 4 一 12 


[人 秽 14] 在 Euclid 平 面 形 上 ， 由 一 we +#ie; 所 确定 的 加 
量 场 ， 它 在 R* 上 各 个 点 了 P 是 把 例 13 的 向 量 #'e, + ze 旋转 90 "所 得 
到 的 癌 量 场 ， 原 点 是 党 点 (图 4 一 12) ， 

[ 例 153] 球 而 5* 上 的 
何 量 场 

设 欧 几 里 得 空间 谍 中 
的 直 交 举 标 为 (x，y，*)， 
以 原点 为 中 心 ， 半 径 为 a 
的 球面 为 人 。 当 把 它 看 做 
球面 与 y= 平面 相交 的 
大 图， 由 x 轴 分 为 两 个 半 
国 ， 仿 其 中 之 二 为 sc, 由 它 
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绕 x 轴 旋转 所 生成 的 球面 为 兴 时 ， 平 而 “= ec (Si 之 4) 与 
4 的 交 线 是 孙 线 C 上 点 旅 转 的 轨迹 叫 能 芋 行 园 ， 又 苞 转 的 各 骨 
间 世 所 占 的 位 置 册 子午 线 ， 

在 印 上 上 给 床 道 定向 ， 随 之 相应 地 平行 图 世 定 问 ， 在 赤道 以 
下 各 平行 图 各 点 引 单 位 切身 量 ， 这 时 在 北极 N (0, 0, a)， 南 极 
3 (0, 0, ~ 必 不 论 怎 料 ， 在 六 与 4 是 具 不 连续 点 的 向 量 场 ， 

反之 ， 营 在 与 xs= ce， 上 过 o 相交 的 平行 图 上 各 点 
引 长 度 为 a 一 二 的 切身 量 ， 册 在 六 与 4 对 应 0 向 量 ， 虽 然 上 
向 量 场 连续 ， 倡 六, ; 仍 是 奇 点 。 

[ 例 16] 环 面 上 的 呵 量 场 . 

标准 环 商 ， 如 【全 11] ， 它 是 由 T= 了 X53 到 玉 中 的 最 
入 让 91X 531-> 有 而 得 到 的 曲面 ，(1.20) 式 给 出 J， 把 T* 也 可 以 
君 做 绕 < 轴 的 旋转 曲 而 。 设 9 沪 第 一 参数 ，q 为 第 二 参数 。 在 8 有 昌 
线 (平行 回 ) /Sxg:5!xg 一 RI (国定 gg) 上 各 点 引 单 位 切 右 
量 ， 当 gp 变动 时 ， 则 得 TY 上 谣 可 微 向 量 场 。 同 尾 对 于 wg 曲线 ( 子 
午 线 ) 六 间 Xx 了 1:8x 了 一 玉 的 单位 切 阿 量 ， 同 样 地 产生 天 上 的 可 
微 癌 量 场 。 呢 个 向 量 场 都 是 无 奇 点 的 向 量 场 , 

【定义 ]】 设 划 是 *# 维 微分 流 形 ， 关 是 章 上 的 向 唱 场 ， 铀 线 
J 让 《或 太 了 一 则 ) ， 对 于 各 个 IE 工 (或 1E5) 在 点 /人 D 曲 
线 的 切 向 量 与 X (7D) 一 致 ， 这 时 了 囊 做 总 的 积分 曲线 . 

设 会 (DD 的 故 标 邻 域 为 (0 ，g)}，( 局 部 坐标 为 zy， 闫 

于 (UDU，g) 的 自然 标 想 {so) 的 分 量 为 Xp 区 ER 的 坐标 
为 2 人 D， 则 让 1-> 计 为 积分 曲线 的 条 件 ， 可 以 证 明 是 六 从 是 
党 微分 方程 组 
可 于 

dt 

的 解 。 如 此 给 定 PE€E 放 ; 当 了 不 是 间 的 麻 点 时 ， 则 过 的 关 积 分 
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三 Xn, 0 


pd merit 1 1 hsm de LP TI 


曲线 是 惟一 确定 的 。 例 如 【人 情 143 中 以 原点 为 中 心 的 同心 贺 ， 
[ 例 16] 中 第 一 个 向 景 场所 对 应 的 积分 曲线 是 平行 圆 ， 而 第 二 
个 问 基 场所 对 应 的 积分 曲线 是 于 午 线 ， 
直面 讨 论 向 量 场 羡 ,，Y 了 的 叫做 泊 检 (Poisson) 描 弧 的 运算 ， 
【定义 在 夺 上 给 定 两 个 可 微 向 量 场 六， 了 . 对 于 各 个 点 
PE M 的 仔 域 中 定义 的 可 微 函 数 的 集合 记 做 也, 对 于 /EF ,Xj 
Yf 是 几 
(Xf) CP) = Xref, Xp=X (OP) 
定义 在 了 的 定义 域 上 的 可 微 画 数 。 令 
CX, YI = Xp 三 一 了 of 三 
可 知 〔[X TY]pE My. 
关于 了 想 的 坐标 邻 城 (上 ，g)，( 局 部 坐标 为 # 的 自然 标 
架 《9， 设 和 了 的 分 量 为 $5，7'， 则 


cp 


二 


但 右边 是 在 点 PtP) 的 值 。 从 这 个 式 子 可 知 ， 对 于 各 个 点 王 都 有 
对 应 的 [X,Y]ze in 则 在 划 上 产生 可 微 血 量 场 ， 用 记号 [ 广 ， 
Y] 表示 ， 叫 做 蔷 ,Y 的 汽 投 括 绰 。 
其 次 ， 从 # 维 微分 流 形 型 到 “本 (3) 的 有 映射 名 ;型 一 人 CM) 与 

自然 射影 TT 了 CMD) -> M 之 间 满 足 

nrom(ltP}=P 
对 ， 出 四 为 革 上 的 共 变 向 量 场 ， 落 o 连续 (可 微 ) 则 口 叫做 连 
续 (可 微 ) 的 向 量 场 。 这 个 结论 与 媒 上 任意 连续 (可 微 ) 向 量 
场 净 ， 由 

CX) (PY = Op (XP Wr=% (PP) 
所 定义 的 函数 @(X) 连续 【可 微 ) 等 价 ， ;同时 也 等 价 于 在 这 个 
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堂 标 邻 域 的 自然 标 巢 中 ，ow 的 分 量 是 局 部 举 标 的 连续 (可 微 ) 
函数 。 
现在 举例 如 下 。 
[ 枫 17Y gradf, 
设 / 是 在 对 上 定义 的 可 微 画 数 ，a 对 于 各 个 Xp 扎 计 zp, 是 
由 所 rz 六 = zj 定义 的 ， 显 然 @rE 凋 。 这 样 在 昌 上 各 个 成 
的 共 变 向量 的 集合 @ 与 区 上 各 个 点 的 可 微 向 量 场 并 有 
(OK)Y CP) = op( XE) = Kpf = (Xf) (DP) 
关系 ， 而 且 @ 是 总 上 的 可 微 共 变 向 量 场 。 称 之 为 / 的 梯度 也 时 
陡 度 ， 以 记号 gradf 表示 ， 在 华 标 分 域 (U0,p) (局 部 坐标 为 oa 
的 自然 标 巢 中， 它 的 分 量 在 PED 处 显然 为 (afAaw) on。 
当 莫 上 有 司 gradf=0 的 点 时 ， 这 个 点 叫做 了 的 临界 点 。 给 
出 了/ 极 大 值 或 极 小 值 的 点 当然 是 临界 点 、 也 有 不 是 极 大 或 极 
小 值 的 临界 点 。 关 于 人 临界 点 的 性 质 和 它 的 个 数 与 流 形 革 的 拓扑 
性 质 有 关 ， 这 里 不 讨论 ， 
[ 例 183 共 变 向 量 场 的 外 微 商 ， 
设 % 是 上 帮 上 的 可 微 共 变 向 量 场 ， 对 于 避 的 任意 切 问 量 区 z， 
YpE Mp， (PE 刘 ) ,把 它 扩 张 后 得 放 上 的 可 微 向 量 场 取 区 ,Y, 令 
Dap(K py YP) = XO) -YPN) -LX YH) 
Cp 是 在 点 了 的 2 阶 共 变 张 量 场 ， 它 与 和 p， Yas 的 扩张 方法 无 
关 ， 于 是 出 
220(K YT) = 站 四 人 一 站 (全 》 一 加 让 区， 

所 定义 的 a(XY) 是 放 上 的 可 微 国 数 ， 这 样 定 交 的 是 2 阶 共 
变 张 量 场 ， 显然 它 是 变 代 张 量 场 。 它 关于 容许 坐标 邻 域 人 PP) 
(局 部 这 标 为 和 … 和 9 的 月 然 标 浊 《6} < 的 分 昔 显 然 是 

cu = 也 Se - So) (1.36) 
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这 个 张 量 场 叫做 名 的 外 微 商 ， 当 4 = 3 时 ， 把 它 记 做 Reto 叫 做 局 
的 旋 度 ， 

关于 外 微分 和 外 形式 是 微分 几何 重要 工具 详细 可 参看 芳 尼 
梧 夫 著 ， 卡 当 的 外 形式 法 一 者 ， 


$2 黎 受 流 形 上 的 几何 


521 曲面 的 入 一 基本 怠 量 


设 嵌 是 参数 曲面 ,上方 提 -有 ”是 浸入 考虑 R 的 曲面 9 = 
《 攻 ，f，FR 中 对 于 计 的 任意 切 各 量 久 ,YE My, (PE M}，X,Y 
的 模 以 及 它们 的 光 角 8, 由 RR" 在 点 A(R) 的 向 量 fnX， fwxY 的 
横 以 及 它们 的 夹 角 来 定义 。 ( 当 计 是 及 的 子 集 ， 且 f=: 《是 
所 售 肌 射 ) 时 ， 则 fxX，JfnY 可 以 看 做 羡 ，Y 本 身 】， 

【定义 】 令 gpCX,Y) = CreX, frr (‘2.1) 
其 中 记号 <, 之 宕 示 R" 中 向 其 的 肉 积 , 则 关 的 模 上 关上 攻 ,多 ,了 类 
角 8 定 义 为 

| 肝 | = ge(X. XX) (2. 2) 
cos# = gp( X,YYA NRHN || (2, 3) 
把 gz 者 懂 刘 *x 则 rp 一 及 的 映射 ， 因 为 它 是 双 线 性 的 ， 因此 
它 具 有 性 质 
SrA YY) = get, KY 1 
若 祥 志 0,， 刚 gp(X，X) >0， SpO 人 = 
鸯 为 8 是 切 空间 辟 : 中 的 欧 几 里 得 度 景 ， 记 以 gr 在 点 了 是 昼 正 
的 2 阶 对 称 装 变 张 量 ， 
【定义 ]】 设 X.Y 是 村 的 任意 可 微 间 量 场 ， 令 
ER, YY) (CP) = gp (Xp YF) 


(2, 4) 
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其 中 革 p， 了 pz 是 X,Y 了 在 了 点 的 值 ， 因 为 

BRT) = Cr frY) 
所 以 8 (名 ,了 基 放 上 的 可 微 晴 数 ， 记 以 8 是 于 上 恒 正 避 币 3 芥 
对 称 共 变 张 量 场 ， 它 是 由 漫 入 在 刘 上 诱导 的 度量 张 量 场 ， 
也 称 之 为 昌 面 4 =《{i， 户 及 人 的 第 一 基本 张 量 场 ， 因 为 &” 的 
内 积 本 身 构 成 R" 的 2 阶 对 称 共 变 张 量 ， 用 & 表 示 、 则 


ERSY) = go (fyX, 人) (2.5) 
面 8 与 & 之 间 关 系 为 
吕 一 《2. 57 


当 政信 一 R' 是 艇 入 时 ， 在 ACM) 中 引入 了 章 的 诱导 哲 扑 ， 可 以 
者 做 了 (M) 本 身 就 具有 这 个 度量 fs。 如 果 把 于 与 /My 看 做 相 
同 的 ， 把 这 个 曲面 巾 示 艇 (MM，4，R"”) (是 包含 映射 》， 则 六 
=1(M) 可 以 考虑 具有 这 个 度量 5， 另 方面 ， 由 本 章 $1 定理 2 可 
知 ， 产 刘 一 及 "不 是 嵌入 而 基 浸 入 时 ， 上 面 结论 也 于 萌 。 
5 定义 〗】 设 章 的 容许 坐标 邹 域 为 (0 9) (局 部 谷 标 为 #， 

2) ,它们 的 自然 标 架 {sy， 纪 在 上 下 的 象 

如 = 及 (=1,2) {2, 6) 
是 可 中 和 觅 线 的 象 曲线 的 切 向 量 ， 如 果 取 rp 9 (7 一 及 为 
{CR 中 Bj; 的 分 量 为 

B= C7 
因此 ， 对 于 自然 标 架 {ss，::}，& 的 分 量 由 

一 (0 th = <B, Bi> (gg= £1 (2. 8) 
给 出 ，&i，(i,j=1，2) 显然 是 pg(0) 上 的 可 微 函数 。 有 了 时 把 
(#5 记 敏 (x， 仆 ;把 8 ga= Ba gs 记 做 E，F， 6， 
对 于 各 个 点 PE，{BLCP)，B,(P)} 基 在 点 了 (Pp), 切 于 UD 的 象 
7(D) 的 线 姓 于 空间 .fx (Mp 的 基底 ， 这 可 从 是 浸入 面 得 到 ， 
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AN 叫做 在 点 AP 上 5 的 切 平面 ， 

出 (2。23) ， (2。3) 可知， 做 为 二 维 微 分 流 形 放 上 
的 切身 重 的 模 和 它们 的 夹 第 的 定义 的 本 质 是 半 寺 的 2 阶 对 称 恒 
正 的 共 变 张 量 场 ， 它 不 必须 是 把 蜡 浸 入 于 欧 几 里 得 空间 及 "来 诱 
导 度 量 。 可 以 在 刘 上 抽 银 地 ， 与 浸入 无 闫 的 某 种 方法 来 给 出 
阶 对 称 正 定 的 共 变 张 量 场 &， 则 在 订 上 就 说 给 出 了 黎 曼 度量 ， 
这 时 称 & 为 基本 度量 张 量 场 ， 计 与 8 的 对 (好 ，8) 叫做 2 维 黎 
最 流 形 ， 同 样 ， 可 以 定义 # 维 3P3) 黎 显 流 形 。， 今 后 如 不 特别 
志明， 所 谓 黎 肥 流 形 ( 调 , 8) 都 指 的 是 训 是 类 (rf 之 3) 8 是 "类 
的 ， 

[ 例 1 3 在 RR 的 直 交 举 标 票 中 ， 以 原 塌 为 中 心 , 以 6 人 于 全 
的 球面 六 ， 它 的 北极 各 市 极 务 
为 和 NN,3。 现在 设 平面 t#, 从 上 


的 带 (一 o0,o0) x (~ 子 ， 屯 ) 


为 DD， 映 射 产 呈 一 及 定义 为 


X= ACOSNCOSD 


y= 好 S1TDNCOSY 


光一 Hiny 


图 4 一 14 


显然 六 D) = 六 ~ {N, 引 。 如果 把 中 看 做 微分 流 形 ，(w, 轧 看 做 
它 的 局 部 坐标 ， 它 的 自然 标 架 为 i = Of 9 es= 0/07, 而 县 


《一 4S108C0OS0 daCcOSNCOSY, 0) 


fte = (CC— acosnsing, — asiiwsins, acose) 
出 这 个 向 量 的 第 一 ， 第 二 分 量 所 构成 的 行列 式 为 z'sinvcoszs, 在 
D 上 榴 在 条 件 s = 0 时 为 零 ， 从 而 当 v 夺 0 时，Jfre1， /#6 线性 无 
关 ， 叉 在 ? = 时， 把 它 的 值 代 入 上 式 也 能 得 到 frr,，jrr; 线性 
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一 -一 -- 一 -一 - 一 一 一- 一- 一 一 一 一 -aa nm 1 一 一 一- 一 


元 关 ， 从 而 了 是 浸入 ， 由 这 个 浸入 在 D 上 所 话 导 的 歼 曼 度量 
J*g。 美 于 自然 宗 架 的 分 量 ， 由 (2 。8) 式 可 得 
如 i1 = CDS 2 Els = OO gs = a (2. 人) 


全 D' = (xg,, +27) x( -也 ， 荆 ) 


在 D' 上 的 限制 为 了 DP'， 则 CCD"”)，(f DD) 7D 是 5 的 举 标 邻 
域 ， (人 幻 ，《(spE 了 ) 是 它 的 局 部 坐标 ， 而 县 《2 . 3 起 是 
包含 觅 射 一 Ri 所 诱导 的 度量 5= 忆 8。(3 的 标准 度量 ) 在 
这 个 坐标 邻 域 的 自然 标 架 中 的 分 量 ， 
[ 例 2.23 设 环 面 天 = 了 x+ 的 第 一 和 第 二 个 圆 的 角 参 

数 各 为 6 0， 依 入 fT 一 ;为 

x!= (gcosp + B) cosg 

x:= (cosm + hb) singr (O08, wl2n) (2.10) 

和 一 qaingp 
这 时 从 RR 到 了: 的话 导 典 量 叫做 TT 的 标准 黎 显 度 量 。 因 为 在 的 
各 个 点 卫 具 有 以 (四 为 局 部 坐标 的 坐标 邻 域 ， 设 它 的 自然 标 
架 为 {a，pe}y， 则 fr jxe: 是 以 《2.10) 式 对 0，p 的 编 微 商 为 
分 量 的 向 重 ， 即 外 

fae = -Cacosmi+ sing, (xcosp + 下 CDsD，T0) 

fres= (— asingcosd, ~ gasinysind, acosg) 
给 出 。 因 此 ， 

gu= (qcosp + gr= 0 fn= a 

环 面 个 也 囊 以 由 

Su = B=1, B= 
引入 黎 曼 放量 ， 这 是 抽象 地 在 天 上 引入 的 最 简单 的 黎 友 度量 ， 
但 从 环 耐 T 到 R' 不 论 怎样 浸入 也 不 可 能 诱导 出 度量 ， 可 是 到 
Rt 的 伐 入 产 T:->R' 定义 为 
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人 
可 以 诱导 度量 ， 
现在 定义 黎 曼 流 形 上 出 线 的 弧 长 , 
【定义 】 设 * 维 黎 曼 流 形 ( 训 , ) 上 的 可 和 祯 出线 忆 由 映射 
机 ;Ca 六 -~ 六 给 出 ， 它 的 参数 为 t， 在 点 4( 四 的 切 向 量 为 1(7)， 
从 始点 4 到 终点 4( 六 的 曲线 加 的 磷 长 由 


JO = | Ni ld @.11) 


来 定 立 。 从 全 点 40) 到 点 4140) 的 弧 长 为 
; =| ay as (2.12) 


现在 设 2(0e 四) 含 于 一 个 举 标 邻 域 ( 品 ,gp)。 (局 部 学 标 为 
#，…9 9 车 4 人 的 局 部 坐标 为 #0 时 ， 则 在 这 个 坐标 邻 
域 的 目 然 标 架 上 4 了 中，4( 扩 的 分 量 用 站 (表示 。 扩 以 


| | = Eg OD 
当 考 虚 夺 上 的 任意 两 点 的 可 微 曲 线 中 长 度 最 短 的 ， 相 当 于 
Euclid 空 间 欧 线 毁 。 又 对 于 已 给 的 间 上 三 点 。 每 了 两 点 由 最 短线 
连结 可 得 相当 于 欧 几 里 得 空间 的 三 角形 ， 这 祥 我 们 在 对 上 可 以 
展开 对 于 站 上 种种 图 形 的 几何 惠 论 的 研究 ， 这 就 是 所谓 的 黎 坚 
几何。 
下 面 我 们 给 出 侧 个 黎 曼 流 形 等 从 和 的 慨 念 
【定义 】 设 有 两 个 同 维 数 的 黎 曼 流 形 CM 8)，(M',g); 面 
让 齐 一 季 是 微分 同 及 ， 如 果 对 于 种 个 XE 计 b， (PE 村) 有 
BX,Y) = 8 (faX, fuY) 
成 立 ， 即 在 六 下 刘 ' 的 度量 中 后 抑 到 于 的 f*g' 而 与 半 的 度量 
gs 相册 ， 这 时 把 /叫做 从 音色 省 的 等 距 映 射 ， 显 然 
= fe 
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EORY) = fyX, frY) 
成 立 。 在 这 里 上 XX : 宕 示 以 度 晤 # 测 得 XX 的 太 小 , 8 (A ， 下 
示 从 度量 & 测 得 X,Y 的 光 角 . 显然 对 任意 的 可 微 曲 线 4:fa, 的 一 
对 ， 以 度量 5 测 得 的 长 度 与 它 的 象 f° 本 [Cay 想 王 于" 以 8” 测 得 的 
长 讼 相等 ， 因 为 它们 的 长 度 是 


aed = fA eas 


反之 ， 若 二 笋 曼 流 形 (，28)，(M'，&') 之 间 存 在 微分 司 胚 
六 MMM'， 使 上 上 的 各 个 可 微 曲 线 与 了 下 的 将 的 长 度 相 等 ， 
则 了 是 等 距 映 射 ， 车 二 窗 曼 流 形 (村, 8)，(M', 8 之 闻 存 在 存 
在 等 距 映 射 户 旭 -> 则 该 二 流 形 本 质 上 是 相同 的 。 和 否则 是 不 
粗 同 的 。 例 如 (at, 2) 基 2 维 黎 曼 流 形 ， 而 疡 计 -=~R" 是 嵌入 ， 这 
时 R" 的 度量 为 fo, 由 广 后 拖 到 于 上 的 /8 著 与 8 一 致 时 ， 这 个 
嵌入 叫做 符 长 嵌入 。 但 后 拖 f 是 浸入 也 可 以 ， 这 样 可 同样 的 
定义 等 长 混入 ， 

当然 一 个 微分 流 形 间 可 以 通过 不 同 的 方法 引进 不 同 前 虐 基 
张 量 场 ， 而 得 到 不 同类 型 的 黎 曼 流 形 . 


$2.2 作为 度量 空间 的 黎 曼 流 形 


【定义 ] 设 (MM, 8) 是 z 维 黎 蛇 流 形 ， 连 续 曲 线 C 由 映射 
iiCe 的 - 刘 给 出 。 现 在 在 fa 的 中 存在 和 限 个 点 4 = 和 过 二 之 
eh 对 于 各 个 a(la=0，1，-…， 飞 -1)，4 在 开 区 间 
5 fa 上 的 跟 制 是 ce! 类 的 可 微 曲 线 ， 而 且 在 点 4(y 上 区 间 
(所 对 应 的 子 强 的 切线 不 一 定 一 致 ， 这 时 由 
线 C 呈 做 分 段 可 微 曲 线 或 叫 防 ' 类 曲线 ， 点 46 册 角 点 ， 对 于 

分 段 可 微 曲 线 长 度 定 尽 为 
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1 = (a la (2.14) 


安 王 孚 


现在 在 族 上 任 取 天 点 4,B， 连 接 4,B 的 所 有 六 ' 类 则 线 的 
集会 为 9， 则 
pA DD = gHT OY (2.15) 


叫 4， 了 如 两 点 在 黎 曼 流 形 (MI,g) 上 的 距 宛 ,因为 允 上 两 点 确 
定 非 负 的 正 数 p(4,B 取 ， 把 它 看 做 定义 在 于 x MM 上 的 函数 ， 这 
个 距离 函数 Pp 显然 满足 术 章 $1 [ 例 22 的 距离 三 公理 (1) 一 
《3 ) 。 痢 关于 这 个 距离 函数 构成 度量 空间 ， 

做 为 度量 空间 的 卉 的 拓扑 与 流 形 噶 的 拓扑 在 下 面 关 系 ， 

【定理 11 黎 曼 流 形 CM, 旭 ， 做 为 距离 空间 的 拓扑 与 做 为 
流 形 的 拓扑 等 价 ， 

(证 明 ) 只 须 证 得 对 于 对 的 任意 点 P， Gi) 做 为 微分 流 形 
的 邻 城 Q 含 有 度量 空间 的 邻 域 不。 (这 做 为 度量 空间 的 邻 威 咱 
含有 做 浮 流 形 的 邻 域 忆 就 可 以 ， 

(站 设计 为 做 分 流 形 ，P, 所 并 的 任意 令 域 为 0,; 取 的 坐 
标 邻 域 之 一 为 ，g)， 在 VU,NU 中 的 连通 分 支 设 为 UU,，， 当 取 
C0,，gp D0) 汶 (VU，) 时 ， 具 须 证 明 当 把 计 在 成 度量 空间 时 ， 
这 个 品 含 有 P, 的 邻 域 ， 设 ( 口 ，p) 的 局 部 堡 标 汐 (x!，…，#")， 
可 以 认为 了 与 原点 (0 ，…，0 ) 对应， 取 s 沁 0 充分 小 ， 使 数 
空间 R" 的 开 球 

Diley tw) + + (WD) 

使 之 会 于 gp ()， 令 VV (e) =y-'(D (6))， 这 时 (8) CU. 


另 方面 ，2 次 形式 》 8 2 和 在 (5 2 


| 


EtU) 到 处 为 正定 的 。 在 这 里 令 
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- 一 一 = ww 一 -i mr 


3} 
因为 Dle) x4"' 基 紧 致 的 ， 因 此 存在 正 数 tc,，r， 和 使 

RN SE HR RI (2. 16) 

(人 

现在 我 们 证 明 ， 属 于 划 而 不 属于 六 (6) 的 点 9, 使 PP 

U0) 之 a 为 些 ， 我 们 设 连 拉 点 Bo; 9 的 DD 类 曲线 为 三 ， 仅 限于 进 
入 口内 部 分 的 p( 站 在 R* 中 的 长 度 为 1 弧 长 为 , 表示 为 4: [0， 
站 > 有 ”GG (0D 为 原点 ) 证 4 的 = GC， WD); 刚 (297+ 
= 成 立 , 设 从 太 帅 发 的 二 最 先 与 VY (8) 的 边界 相 
交 的 交点 为 P' 与 1=# 对 应 ， 则 有 . 

SV ELD DO ost ECO, 1 
成 立 ， 上 式 中 间 项 为 上 4D 上 ,所 以 


of =| ea < ri) Hat 


设 与 区 间 [0, 直 对 应 的 的 于 弧 为 三 ， 沙 妆 的 黎 部 度量 
下 的 长 认为 有 (六 )， gt ) 的 欧 里 得 订 量 下 的 长 度 为 Ja(f') 
时 ， 国 为 s 所 六 由 上 式 可 知 
2 
从 而 连接 P, 9 的 任何 D' 类 曲线 的 长 度 都 不 小 于 cme, 因 此 可 知 
ce on(P,, 9) 
从 而 在 黎 况 度量 让， 以 点 DP, 为 中 心 ， 尘 径 为 co 的 开 球 序 (ee) 
(0 we 加 域 } 有 证 (re CV (E)CU 美 系 ， 
(ii 当 把 刘 看 做 度量 空间 时 ， 点 BP， 的 任意 邻 域 为 全 ， 这 
时 设 点 P, 的 虚 标 邻 域 之 一 为 位 ,wg)，( 局 部 坐标 为 ,2 ， 
pp = 的 ,用 (i) 同样 的 记号 ， 则 及 (we} 王 U 的 
coe 祈 0， 从 而 存在 的 5 邻 域 序 (的 使 WCWNW (se) 
CU 现在 证 明 有 使 这 (四 售 丰 六 (2 = OP) 的 cz0 在 
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在 ， 为 此 ， 人 恨 定 x 畏 定 ， 从 求 满足 这 个 条 件 的 = 开始 ,以 ER" 中 
连接 原点 wp(P,) 与 9(0) 的 线段 在 wp 下 的 道 象 取 为 连接 点 也 与 
QEV (ta) (QQ 在 U 中 的 局 部 坐标 为 (#'，-……，#) 的 曲线 为 了 , 
当 以 上 做 为 R* 中 弧 长 时 ， 线 段 p (P08 (0) 表示 为 

= Ho) te ae), 人 EC0,a7， 
了 在 殖 曼 度量 下 的 弧 长 Jz (3; 由 (2. 1 合式 ， 出 得 


Je -| 1 Mare (dt =a0 
注 疮 ， 当 取 ez<o7 oa 时 ， 则 Va EW (oO CW 


§2.3 测 地 线 


在 前 节 中 ， 对 于 #* 维 黎 昌 流 形 ( 诸 ,g) 上 两 点 4 了 已 经 出 
p(t, B) = 站， 


定义 了 距离 p (4A, B) 。 这 里 的 0 是 连接 守 上 任意 两 点 4,B 的 可 微 
曲线 全 体 的 集合 。J (e) 表示 属于 人 的 曲线 5 的 长 度 。 上 式 的 下 
限 是 ， 如 果 c 必 于， 当 曲 线 看 做 Q 上 地 数 而 给 出 了 的 最 小 值 ， 
这 时 在 寻 上 连接 4, B 的 有 曲线。 是 站 对 最 短线 
[定理 21 设 必 是 C' 类 s 维 葡 曼 流 形 ， (D0,g) 是 是 的 坐标 
邻 域 ，(#'，…，# 中 是 它 的 局 部 坐标 。 在 口内 的 曲线 由 
fitas dr UcCM 
给 出 。 而 参数 a,8 所 对 应 的 端点 为 4, B， 则 连接 4, 了 的 如 内 
D' 类 曲线 C 是 最 短线 的 必要 条 件 为 
dip fi ld du 
ds (jkf ds dr 
(证 明 ) 首先 取 在 Ca 幻 上 定义 的 r 类 画 数 81(D)，(i= 
1，…，#) 使 满足 
Ft) = 号 (及 =0 


= 必 人 一 1， 2 rr 1) 


. (£2.17) 
$70 


T=《=8，e) (te 计 0， 充 分 小 ， 把 映射 FF:[4, 的 xI-xU 出 
tT)，(tE [Hy 人，TED 的 局 部 举 标 wi(f,r)， 即 

#' (FT) = #1) 十 于 区 六 {2,18Y 
来 确定 。 这 时 Fry = 下 (= 了 3， 所 以 

下 (有 = 下 人 
即 由 F,: Cay52->U 所 定义 的 曲线 C, 都 是 连接 .4, 3 的 CC 类 曲 
线 ， 为 求 出 曲线 族 C: 为 给 定 曲线 的 粗 对 最 短线 的 条 件 ， 把 
所 考虑 的 曲线 叫 变 分 曲线， 而 三 叫 变 分 。 

曲线 C， 的 长 度 ， 如 采 

Fu DD = a (2.19) 

则 出 


Ter -| co HE Da) FTED Yd 
给 出 ， 从 :为 " 类 的 黎 曼 诬 量 的 假定 可 知 ， 当 把 实 (wi) 看 做 


图 4 一 工 5 图 4 一 16 
区 为 独立 变量 的 后 类 函数 (但 (05 车 
六 时 ， 被 积 函 数 对 上 连续 ， 对 tf 是 c* 类 函数 ， 从 说 J (7) 存在 
微 商 (tr)， 为 
了 (0) = | (9 + dt 
这 里 了 ww， 人 了 ;i 表示 wt， 的) 到 (和 )， 0))， 而 
J 岂 做 给 出 的 长 度 的 积分 
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J =| > (wa ) dF (2, 20) 


的 第 一 变 分 。 当 。 为 最 短线 时 , 看 做 区 间 了 上 的 函数 的 J( 引 在 
r=1 必 为 极 小 ， 则 了 (0) = 0。 

现在 ， 特 别 是 考虑 太 人 级 三 和 9，…，5(D) 三 0 的 变 分 ， 这 村 
(0) =10 为 


| ez. + 学 mat=0 {2,20)' 


这 时 ， 他 ， 他 办 是 否 连 续 和 可 微 都 不 知道 ， 注意 把 上 式 左 边 的 
第 一 项 改写 做 


fae e fa) -el fre Ye 
则 由 t2.17) 式 可 知 右 边 第 一 项 为 6， 所 以 (2.20)' 式 变 沪 
EE -|F ud dt=0 (9,21) 


现在 再 利用 下 面 引 理 来 处 理 它 . 
5 引 理 1】 世人 在 [ae 妇 上 连续 ， 而 且 对 于 在 sj5 均 为 0 的 
所 有 * 类 函数 $8(), 如 果 


4 
| ZHdi =0 (2, 22) 


成 立 ， 风 昌 QD 在 ta, 人 上 是 常数 ， 
{证 明 》 设 :是 由 


{a (Dd = eb a) 
所 定义 的 常数 ， 若 令 
EF) -| G (fy — ey dt 


上 显然 是 在 [zs 人 上 定义 的 ce' 类 函数 ， 显 然 在 a,5 上 为 0 。 从 而 
这 个 函数 满足 2。 32) 式 ， 即 
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[a (HO d=0 
威 立 。 另 方面 ， 因 为 
: [aw -edt-0 
成 立 ， 把 它 与 前 式 相 减 ， 则 得 
[a Ur)dt=0 
因为 (0) -c) :是 非 负 的 连续 落 数 ， 可 知 HU 二 ce. 
现在 把 这 个 引 理 应 用 于 (2 ，34) 式 ， 则 得 
9:= | Fd + const (2, 23 
这 个 式 子 的 右边 是 可 微 函 数 ， 令 
| 
上 和 式 堪 边 括 弧 中 心 的 可 微 性 虽 不 明确 并 不 影响 匀 ,5 的， 的 可 微 
性 ， 从 而 可 知 对 i =1 时 ， 
Fu 0 (f=1，, ” ») {2.34) 
成 立 ， 完全 同样 出 可 以 导出 i = 2， ny # 由 成 立 ， 《2 。 24) 
式 是 连接 两 点 44,B 的 曲线 C 为 最 短线 的 必要 条 件 ， 称 (2. 24) 
式 为 欧 拉 (Euler) 的 微分 方程 ， 欧 拉 微 分 方程 的 解 曲线 叫做 
黎 巡 流 形 ( 划 ,站 的 测 地 线 . 
设 测 地 线 为 和 类 ， 现 在 导 上 出 洲 地 线 微分 方程 的 常用 的 形 
式 。 首 先 由 《2 ，19) 式 可 得 


dF Tarr 
3 i (2, 95) 
f= | 


经 过 计算 ， 并 利用 爱 因 斯 坦 总 和 约定 。 令 


。 _ 1 Of Ogn _ Og 
Uh 人 


因为 。 7, 门 =[ 和 局 : 门 


02, ， ， 
~ = [il, + CEI,j) (2.27) 
取 ;为 弧 长 ， 则 有 
6 和 = oe dn ds 
站 ， 站 -一 一 dr dt 


双 册 《3,12) 式 知 $= 所 以 


9 _ dw! 
Gr 子 gi = fi ds 
d /0F Ogi dnl dw\ ds 
因而 a -人 On! ) = (gi Tr + or ds ds 9 jt 
dzi da | ds 
-= [a jr Ch tik 学- Ii 
而 且 
9 4 人 
On df \ on’ 
_ dx dui du ds 
ke， ds ds ee) dt ‘2. 28) 


阵 《gw 的 道 降 为 (8 ，《〈85) 也 是 对 称 阵 ， 车 令 
[十 ]= gCjhs 有 
两 边 乘 以 84， 并 对 i 做 总 和 ， 则 得 
” Ch = gol i 
Cjhs 站 ，[ 训 ] 各 称 为 克利 斯 多 夫 第 一 种 和 第 二 种 记号 ， 利 用 第 
二 种 记号 得 
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0 守 FY dw 上 \ dw’ dnty ds 
(3 gu dr Tg ds Ta 


注意 det gil 志 0， 


9 = 多 失 0, 则 菊 控 微分 方程 为 


| | dni dn _ 呈 
5 th/ a 0 


(2 。29) 式 就 是 笋 曼 流 形 (XM, 6) 上 的 测 地 线 微分 方程 ， 从 上 
式 可 以 看 出 ， 若 奉 曼 流 形 为 “类 《r 之 2) ， 则 测 地 线 为 ”类 


的 。 
车 令 -42 = 2 代入 测 地 线 微分 方程 〔2 。29》 式 ， 则 得 
da’ ,， 
EE 
(2.30) 
Mr fi 


dr LE 
上 式 是 一 阶 常 微 分 方程 组 ， 它 也 是 测 地 线 的 微分 方程 。 从 这 个 
方程 组 可 直接 导出 下 一 定理 
【定理 3】 在 黎 曼 流 形 上 的 各 全 点 ， 沿 冲 个 方向 都 存在 唯 
一 的 一 条 测 地 线 . 
【推论 1 设 CH, 为 # 维 莹 曼 流 形 .而 连接 两 点 A, BE 刘 
的 类 最 短线 本 [0, LI] 一 他 含 于 某 一 上 华 标 邻 域 ,wo) ， (局 部 
坐标 为 加 ， 若 以 弧 长 ?为 参数 ， 则 4(7) 的 在 局 部 坐 
标 邻 域 (0, 9) 中 的 微分 方程 为 《2 。29) 式 
和 
更 译 如 果 则 -最 得 线 含 二 另 一 坐标 邻 城 (人 ， 界 ， (六 部 举 标 为 
5 而 也 站 本 有 它们 局 部 坐标 之 间 的 变换 式 为 
入 =) 


一 性 
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则 该 曲线 在 〈 口 ,大 中 的 微分 方程 为 与 上 方程 形状 相同 的 方 
程 ， 奴 

di dilt di 

+ -2 0 (3.41) 


【证 骨 ) 着 先 在 变换 红 = 尼 (#;…',#") 下 ， 基 本 张 量 &1 与 
4 之 间 有 
£1 = Bs ar ar {2.42) 


从 而 


8 _98, dN ow 9 ， Ou Out 
On Ox: Ox Be wone Owi 


Ou Om 
+ Ow! OwiOw 
成 立 ， 将 上 式 的 指标 按 六 j, 卡 的 顺序 轮换 ， 随 之 指标 za, b,c 也 
按 硕 迪 轮 换 ， 再 将 前 两 式 宰 加 后 减 去 后 一 式 ， 则 得 


Og Og 一 2] 
De tT Bw OW 


_ (02 ,08s OB) Ol OO 
ON Be ON /On Or’ Owi 


Ou Olut 
Or dnidnrt 


即 用 交 利 斯 多 夫 记 和 号， 上 式 可 写 若 


十 22,, 


QW gue +E, Ou Ou! 
人 一 


[jj 门 =[2e， du Oa deol dx Orion 


将 上 式 两 边 缮 以 


jn Dae OW Ox OR 
2 说 du 


中 7 


这 里 如 二 名 《人 是 U 首 避 的 局 部 举 标 变换 式 ) 并 对 i 做 
总 和 ， 则 得 


{1 jel OW Ou | On Ou .43) 


它 还 可 以 号 做 


fi ow _ a ou Ou Dit 
{| Oni On’ tT dor {2 
(2, 43)(2. 44) 是 在 局 部 坐标 变换 下 克利 斯 多 夫 记 号 的 变换 规 


律 ， 
它 在 避风 中 为 Ww ，GE DD 上) ， 若 在 (PD 中 表示 为 
WD )， CEL} 时 ， 刚 

gi: Oe de’ 

ds or ds 

di OW du de du! du 

don dr ordw ds? ds 


将 后 一 式 的 第 二 项 用 (2.44) 式 代 入 ， 整 理 后 得 


du y dm di Au" (4 { :18 \ 
dr bef dr dr VOr dt likl ds ds 


从 而 证 得 测 地 线 微分 方程 的 形状 与 局 部 坐标 系 的 选取 无 关 。 


8$2,.4 共 变 导数 与 曲率 张 量 


设 半 是 * 维 微分 流 形 ， 产 划一 玉 是 站 上 的 可 微 函 数 ， 这 时 ， 
对 于 间 的 各 个 容许 举 标 邻 域 (U, Pp)， 《局 部 坚 标 为 蕊 pw ， 
上 做 为 局 部 坐标 的 务 数 可 表示 为 J/(#*:，…，#”)， 它 的 偏 导 闸 


数 - 忆 _，(G = 1,23，…， 作 做 为 M 上 大 范围 共 变 阅 量 场 gradj 在 


OD 


好 


EE 


刷 ,p) 中 的 自 热 标 架 的 分 量 ， 已 在 〔 例 173 中 看 到 。 但 戏 张 量 
这 一 事实 并 不 成 立 ， 例 如 六 为 村 上 的 向 量 声 ，(V,%) 的 局 部 举 
标 为 如，…，# 中 ， 面 (0, 下 的 局 部 华 标 为 有，…，W 人 四， 但 
UNDXS, 而 {er}, 6), {8}), {6}, 0, 六 6, a, 6, c=1, 
2，… 0) 时 ， 它 们 各 为 自然 坐标 架 和 对 侦 基 ， 则 在 Un 这 的 
各 点 有 


忆 二 OW Er 0 = Op 


On dW? 
又 关于 和 直 然 标 架 ， 苹 的 分 量 XX', 名 :之 间 ， 在 U NU 的 各 点 有 
R= Ox 
OW 


特 上 式 对 进行 偏 微分 ， 则 得 
OX Gu dr odX! Hs Dg | 
du dx dar Bar | Big Be (92,652) 


由 于 上 式 右边 存在 第 二 项 ， 这 说 明 向 量 X 在 各 坐标 邻 域 的 自然 
标 架 中 分 量 X' 的 偏 导 函 数 S57 在 自然 标 架 (以 及 对 偶 基 底 ) 中 


不 构成 大 范围 张 量 场 . 
[命题 1】 在 荣昌 流 形 中 ， 向 其 场 区 的 共 变 导 函数 将 成 
(1,1) 型 大 范围 张 量 场 ， 
(证 明 ) 从 前 面 已 知 向 量 场 X 的 偏 导 列 数 在 局 部 坐标 变换 
认 =W(wl，…，# 站 下 的 变化 规律 为 
ON: bi dx: OX ON Ox’ 


pe 一 一 -一 - i 
Ou An’ Ou An + Ouida du 全 


因为 流 形 是 黎 曙 流 形 ， 因 此 有 《2.44) 式 


(i 
jfon tbefonl dr Onids: 
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成 立 ， 把 它 代 入 上 式 整 理 ， 则 但 


[al OR: du du /ox! fi 
15 8 人 G(r r+ 2 ) 


Ox" dX 
令 Se,,, Dy ~ + {XX {或 记 杠 Wi 人 (2, 53) 


代入 上 式 ， 则 得 


上 式 说 明 在 获 曼 流 形 中 ,向量 场 X 的 偏 导向 量 构 成 大 范围 (1.1) 
型 张 量 场 ， 

这 个 张 量 场 也 叫做 反 变 向 量 场 忆 的 共 变 导 莫 数 。 

同 祥 地 ， 设 0 为 六 上 的 可 微 共 变 向 量 男 ， 在 各 举 标 邻 域 的 
自然 标 架 的 对 偶 基 底 的 分 量 为 0;， 则 


i = (也 写 散 Wx@)) (2. 04) 


可 知 《oj 必 的 全 体 确定 太 上 天 范围 的 《〈0,2) 型 张 量 场 ， 称 之 
为 共 变 向 量 场 w 的 共 变 导 范 熬 ， 

同时 也 易于 导 得 

Oj k— Oks = 

从 上 元 右边 可 知 ， 它 是 与 黎 曼 虚 量 无 关 的 张 景 场 ， 由 (4,35) 
式 可 知 它 是 中 的 外 数 商 ， 

例如 ， 若 上 为 民 ,1) 型 张 量 场 ， 同样 地 在 各 坐 奈 邻 域 的 
自然 标 架 和 它 的 对 得 基底 中 和 成 具有 分 量 汶 


FE = 号 二 全 本 -1 各 | P。 《或 记 做 YP) ) 


的 异 .2) 型 大 范围 张 量 场 。 


ie 


【命题 3] 《〈 李 西 《RiceDb 引 理 ) 在 黎 曼 流 形 中 ， 度 量 张 
量 扬 Zrx 的 共 变 导 阔 元 为 零 ， 

(证 明 ) 因为 度量 张 量 扬 8 为 (0,2) 开张 景 场 ， 所 以 它 的 
共 变 好 应 数 为 


dF, 卢 A ， 
Eits! = 3 -1 je -人 je 《或 记 懂 VE 


利用 (2,28) ， 可 得 


gtrt=0 (或 Vg=0) 2.55) 
如 果 攻 是 欧 刀 里 得 空间 ， 取 站 交 尝 标 系 时 ， 显 然 
Bi = Oi 


这 时 间 量 扬 艾 的 共 变 导 首 数 由 (2.53) 式 可 知 为 


i 站 


由 44=611 (常数 ， 可 知 | 统 j=0， 所 以 在 欧 刀 里 得 空间 中 


1: _OX' 
Gr 
即 共 变 导 通 数 是 普 适 偏 导 函 数 的 扩张 ， 

对 于 一 般 的 〈r， 咏 型 张 量 场 的 共 刘 导数 可 按 上 述 方法 导 
出 ， 

下 而 我 们 导出 获 曼 流 形 的 曲率 张 量 ， 

现在 设 产 计 -> 有 是 刘 上 er 类 (fr 之 2) 的 可 微 沿 数 ， 了 的 
梯度 Vi 的 共 变 导 通 数 V Vf 在 坐标 邻 域 ( 口 ,p)，( 局 部 坐标 
为 4&5 …， 89 的 自然 标 架 的 对 侦 基底 中 的 分 量 为 

GF Ji19 
fix J -i CVeVif) 


wig 车 


因为 /为 类， 所 以 有 


af 9 
Bs eo 


成 立 ， 从 和 而 
Prie=fsn CVAVif = Wi 
所 以 VY Vf 是 人 6,2) 型 张 量 场 。 反 之 ;对 于 二 阶 可 微 亿 偏 导 酸 
数 不 一 年 为 连续 的 函数 , f 可 定义 YYf, 车 它 构成 对 称 张 量 场 ， 
则 在 各 坐标 邻 域 中 他 .56) 式 成 立 ， 
其 次 ， 若 多 为 ?类 {+ 实 引 的 可 微 反 变 辣 量 场 , YX 是 (1,1) 
型 张 量 场 ， 司 它 的 共 变 导数 YYX， 则 


| + 
Xt (YrVrk') 


DD dt! 
注意 Ogidn’ Axidg* 2.57) 
则 得 

从 一 站 = 下 jr (2. 59) 
但 这 里 . 


AE) fi 
， | if fi1fp 21/k 1 
R= — 一 J + 人 上 1 {2.59) 


六 (2.58) 式 左边 是 刘 上 的 大 范围 张 量 场 ， 在 各 个 坐标 邻 域 
《Do 的 自然 标 架 中 考虑 RiwX* 了 时 ， 可知 它们 的 全 体 梅 成 型 
上 大 范围 的 (1,2) 型 张 量 场 。 轩 为 匡 是 型 上 的 任意 类 (六 纺 
的 沿 量 场 ， 所 以 可 知 在 各 个 坐标 邻 域 上 的 只 5 的 全 体 确 定 则 上 
的 〈t,3) 型 大 范围 张 量 场 . 

【定义 】 由 Ri 所 确定 的 张 最 场 情 则 司 以 8 为 基本 张 量 
场 的 黎 紧 流 形 划 的 曲率 张 量 . 

显然 (2.58) 式 与 他 .57) 式 等 价 ， 完 全 同样 地 可 以 通过 
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共 挛 网 量 场 @ 来 导出 曲率 张 量 。 
设 @ 为 间 上 的 cr 类 (rf 主 3) 的 共 恋 向 基 场 ， 因 为 


jy 


o | [Ik | 
Wy = dw {ior {jp 


Fo _ dm; 
er er (2..60) 
导 得 

Dy kr — Oi t= 一 及 和 | (‘2.61) 


显然 (2.60) 与 〈2.61) 式 等 价 。 

下 面 我 们 讨论 曲率 张 量 有 的 分 量 之 间 的 关系 . 

在 坐标 邻 域 ( 吕 ,wg)，( 局 部 坐标 本 ，…，# 疏 的 自然 标 架 种 
对 偶 基 底 中 ， 由 已.59) 式 可 知 


Riju= Ri (2. 62) 

及 ii 二 及 十 及 = {2.63) 
在 这 里 如 果 令 

Ri = geal jrt (2,64) 
则 得 Rijwu= -Rirt (2.65) 

Ry t Rerst Rirxr= 0 {2,60) 


又， 在 下 式 中 *)4 表 示 把 它 前 面 的 2 个 项 中 的 有 与 ! 对 换 后 
的 式 子 ， 所 以 由 (2.64) 式 得 


jh lfml 
Ruw= gil Dr + 有 瑟 广 | 


下 


_ OCjEi] drinlb | 
On om! [jE! 


- (8 Og 8) 
Omqn: duidn . OW’ Ox 


a 
+ Cmiy i p8] CC*), 
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js 了 1 
Ci Ch DD {tm 
从 而 得 


logit Og OR Oe 
Rius= 卫 (就 By OniOnt Onidni 


0 
从 上 式 直 接 可 得 

Riirr = ~— Kin {2, 68) 

Rijsrr = Raii : (2.69) 
《2. 65), (2, 66), (2. 68), (2. 69) 是 曲率 张 量 只 的 分 量 民 pe 之 间 
的 找 数 恒等式 ， 它 们 并 不 独立 ， 例 如 (2.69) 可 以 由 其 它 三 个 
式 子 导出 。 为 倒 于 记忆 ， 注 意 下 图 正八 面体 上 西 斜 线 的 三 角 
形 ， 把 注 有 i 的 三 角形 顶 
点 所 标的 划 率 张 重 分 量 相 
加 ， 由 (2.66) 式 知 等 于 
, 0 。 把 注 有 j 的 三 角形 顶 


有 让 


A 点 所 标的 曲率 张 量 分 量 相 
Ri Tk ， 者 ,利用 (2.65), (2. 68) 
$f Re ， 

WW 由 《2,66) 得 0 。 对 于 
Cp 如 1 的 情形 也 是 一 样 ， 
RV 其 次 ， 对 于 注 ji 的 

图 4 一 17 两 个 三 角形 项 点 上 ， 只 的 


方 个 分 量 之 和 减 去 注 有 司 上 两 个 三 角形 顶点 上 的 的 六 个 分 
量 之 和 为 0 。， 从 这 个 式 子 看 到 ， 水 平面 正方 形 顶 所 的 中 个 分 量 
正 负 消去 ， 只 简 (2.69) 式 两 边 的 2 箔 这 说 明 (2.69) 工 可 
四 《2.65) 式 名 .66) 式 和 (2.68) 式 导 出 。 这 些 恒等式 对 简 
化 计算 很 有 用 处 . 
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下 面 通 过 曲率 张 量 导出 高 斯 曲率 ， 

关于 2 维 葡 澡 流 形 ， 利 用 上 面 代数 得 等 式 于 曲 家 张 量 的 分 
量 不 为 0 的 各 个 分 重 上 ， 则 得 Re 或 Ra 等 ， 或 与 Rin; 只 流 负 
号 ， 

设 (DU,p)，( 局 部 上 坐标 为 #4 ，( 加 ,5)、《 局 部 坐标 为 
以 ， 记 )， 而 且 对 于 0 人口 半 B 的 举 标 邻 域 ， 当 UN 如 中 局 部 上 坐标 
变换 时 ， 洪 度 量 张 量 g 关 于 自然 标 架 {1， 不 } 的 分 量 为 8。， 
(4; =1,2) 时 ， 则 


dal ge) 2 
Bl Dh = {p18 — Be) [5 | 


成 立 ， 这 时 曲率 张 量 有 关于 上 述 基底 的 分 量 阁 为 Rs 时 ， 列 
Qa’ dx! On dg! 


Rs Rn om dm dn di 
_ 0 Cx, KY ] 
-Ru [5 
成 立 . 令 
K=-— Re (2. 70) 
BitBis 1: 


叉 如 果 把 上 式 右 边 的 gi1，Rint 用 ep 县 ar 代 换 后 令 它 为 
天 ， 刚 在 了 站 如 的 各 点 有 民 = 怀 . 它 表 示 ， 竹 所 考虑 的 歼 明 流 形 
上 的 各 个 坐标 邻 域 (DO,gp) 中， 由 地 .70) 式 所 定义 的 天 确定 
计 上 大 范围 的 可 微 函 数 K: 以 ->R(R 是 一 准 数 空间 ), 由 (2.67) 
式 可 知 这 个 函数 下 仪 内 度量 张 呈 4 (及 其 偏 导 数 ) 所 确定 。 称 
之 为 黎 曼 流 形 的 高 斯 曲 府 。 叉 对 于 各 点 PE 对， 天 (P) 叫 佑 在 
点 P 的 高 斯 曲率 . 


$2.5 曲面 的 第 二 基本 张 量 


【定义 了 设 者 是 参数 曲面 ， 产 划一 及 是 "类 混入 ， 这 时 在 
3284 


M 上 从 并 的 度量 g 由 了 引入 度量 (第 一 基本 张 量 场 ) 上 
=f*g,， 这 时 ， 和 车 在 天上 取 坐 标 令 域 (0 ,9), (局 部 从 标 为 1, #,) 
关于 自然 标 架 {6，s2) 设 5 的 分 量 为 B=fret，Gi=1,2) 已 出 
2.8) 式 给 出 ， 其 次 ， 在 点 PEU 对 应 点 /了 )， 取 午 直 于 
fe (Mp) 的 R: 的 单位 疝 是 x《P)， 它 满足 


《Bi #> =0 (2. 71) 

《Ny 和 > 一 二 《2. 72) 
它们 车 再 满足 

det |B,, B,, #] >0 (2.73) 
则 * (唯一 确定 ， 对 于 

"i (2, 74) 


(x 号 是 回 量 积 ) 由 条 件 
<“BxB,,B>=0 人 = 二 2) 
BxBl:= | Bl Bl -<B,B,>” | (2.75) 

~ det|B,B,,BxB,| = |BxB,| >0 
唯一 确定 。 在 A 也 处 把 {B,，B,，#) 看 敌 R' 的 基底 ， 称 之 为 
在 举 标 邻 域 (0,g) 上 点 ?的 高 斯 标 架 。 当 点 PP 在世 内 运动 
时 ，#(P) 在 口内 显然 构成 可 微 向 量 场 。 

在 我 们 头脑 中 考虑 曲面 了 = {MW， 户 BR) 的 直观 形象 ， 当 
PEUC AM 时 ，fr (MP) 是 在 点 六 下 处 AD) CACM) 的 切 平 而 ， 
在 了 (DP) 的 侣 域 ， fCM) 的 形状 只 须 研究 fn ( 刘 D 隧 了 运动 而 变 
化 的 状态 就 可 以 知道 ， 

为 研究 fr(M) 随 P 同时 运动 状态 ， 只 须 研究 5，G, j 


=1,2) 就 可 以 。 为 方便 换 指标 并 辕 定 j,， 对 于 各 个 (w!，#) 


Ep (0) ,5 于 是 R 的 向 是， 注意 {B,，B.，a) 是 它 的 基底 ， 从 


488 


7 = "nnB; + hn 


在 wp(U) 上 定义 的 函数 组 1 “志和 +。 
2 (2,8) 微分 的 式 子 


各 有， 部 ) - 获 


再 由 他 .8) 和 (2.71) 式 ， 则 得 


Og 
Tha td 加 全 二 2 


在 这 里 令 
Ti = jgin 
上 式 变 为 
Ti ;ti := 


但 是 ， 3 ， 由 .7) 式 知 对 于 jk 对 称 ， 从 而 六 ji，hir 对 


于 j, 上 也 对 称 。 从 而 六 x | ;对 于 方 上 也 对 称 。 把 上 式 看 向 关于 
fa :前 联 立 万 程 ， 为 了 解 它 把 指标 轮换 ， 则 得 


Trt nl; = SE 


TulitTs| O88 


将 第 一 式 与 第 三 式 相 加 再 减 去 第 二 式 ， 则 得 


Bp gti 9 
者 一 人 (+ -SE ) = (7 站 


从 而 得 
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二 = 各 = 
因此 ， 令 


了 9 下 一 Opt 所 了 | 


则 人 .76) 式 妇 结 为 
Bk= hinn 《2.78) 
(将 (2.74) 所 确定 的 # 以 一 # 代 换 ， 仅 4 改变 符号 )， 
在 这 里 ， 设 讨 的 另 一 个 坐标 邻 域 为 《D0,)， ( 它 的 局 部 上 化 
标 沟 (WW， 记 )， 洪 UD3$， 则 UN 上 上 各 个 点 对 于 D9) 的 
自然 标 架 {4E，z,}， 则 有 


B, =/ 5s -f(t )= fee 


: 
所 以 B= -6B 


从 而 有 
ob; _ ow' 有 Da Ox: dB. 


me 呈 “~ - 一 - 一 一 -= 


TFT 


成 立 。 将 与 人 44) 式 类 似 的 式 代 入 上 式 则 得 
Qn’ Out 
B,, 。 a Be bs 
这 里 的 Bo ,是 与 人 .77) 定义 的 式 子 是 相似 的 ,在 避 , 办 中 车 
由 与 人 2.7 幼 类 似 的 式 子 所 确定 的 单位 法 向 量 场 为 形 则 对 于 
B;;。 也 有 与 〈2.78) 相 类 杞 的 式 子 成 立 。 因 此 ， 在 U ND 各 个 
点， 因为 有 下 =# 或 = 一， 所 以 


0 0 
ic = 《Boy .> = + 3 Se- Diy ks #2 


则 得 
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FE PR 


Oi Out 


hes 5 一 十 Olt du 了 此 


《2 79) 


当 参 数 曲面 好 为 可 定向 时 ， 指 定 间 的 一 方向 ， 这 时 好 可 
以 仅 由 与 此 方向 相 容 的 局 部 坐标 邻 域 所 复 葬 。 在 各 坐标 邻 域 
(U, Pp) ，( 局 部 坐标 为 w， 2 中 ， 几 《2.74) 所 唯一 确定 的 单 
位 法 向 量 场 ， 首 UNDAg 的 各 个 FUn 起 上 重合 。 从 而 灌 
f(M) 构成 R。 的 向 量 场 。， 又 这 时 在 了 站 如 上 符号 为 正 ，Ax 在 间 
全 体 上 有 定义 ， 即 它 是 大 范围 〈0,2 ) 型 张 量 场 的 分 量 。 这 个 
张 量 场 叫做 /一 RR 的 第 二 基本 张 量 场 ， 以 记号 4 表示 (次 
的 方向 改变 ， 则 第 二 基本 张 量 场 成 为 -办 。 如果 间 不 可 定向 ， 
张 量 场 # 连 在 计 的 可 定向 的 部 分 区 域 也 不 能 定义 ，(2.78) 式 叫 
役 曲 面 ?= (M,f) (在 U 上 的 限制 (UU，f |U)) 的 高 斯 诱导 方 
程 ， 
其 次 ， 导 出 万 加 滕 诱导 方程 ， 


在 坐标 邻 域 《U,y) ，( 局 部 坐标 为 wr，#) 中 考虑 -955 
微分 (2 .7 分 式 ， 则 得 


(55) ”PE 中 在 AP) 与 1M) 的 单位 法 向 量 垂直 ， 所 


以 它 作 四 je(Mr) 上 。 因 此 存在 满足 
= kB, 


人 


的 两 数组 有 ij， (人 =1，2)， 另 方面 ， 微 分 (2.71) 式 得 


By Bn) + + 《Bi 
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将 前 式 和 他 .7 人 6 式 代入 上 式 ， 则 得 

Bii + Ei Bs = 
两 边 飞 以 &'" 并 对 i; 作 总 和 ， 瑚 把 所 得 式 子 中 的 i 换 伐 w, m 换 和 做 
1， 则 得 


天 于 一 — mg" 
如 果 仿 各 ;= m8 '”"， 则 导 得 
55- 一 下 下， 《之 。 80) 


当 参 数 曲 面 可 定向 时 ， 则 如; 是 是 上 的 (1.1) 型 张 量 场 
的 分 量 。 他.80) 式 是 曲面 $= tM, 1) (在 DU 的 限制 (U， 
了 IU) 下) 的 万 加 联 泛 导 方 程 ， 


$2*6 曲面 的 曲率 


设计 是 参数 曲面 ，f: 放 ->R! 是 浸入 ，& 是 在 刘 上 出 R 所 引 
入 的 度量 张 量 场 ， 取 点 PE 可，(U,wp) 是 会 点 了 的 坐标 分 域 ， 
(局 部 坐标 为 #，#9， 设 由 (2.74) 所 确定 的 沿 (UD) 的 单位 
法 向 量 场 汶 *， 由 这 个 * 在 避 上 所 斑 定 的 局 部 的 第 二 基本 张 量 场 
为 
由 和 之 忆 训 必定 确定 二 次 形式 8 (XX,X)， (XX,X)， 因为 
(4 是 正定 的 ， 考 罕 上 XXX) 关于 8(X,X) 的 特征 值 、 
特征 疝 量 时 ， 则 得 到 与 已 给 向 面 上 点 也 汐 邻 域 性 质 无 关 的 不 变 
量 ， 设 在 举 标 分 域 避 ,gp) 的 自然 标 架 (se,，s2) 中 ，&， 的 分 量 
各 设 为 8ip 8 7=1, 为, 则 和 畦 征 方程 为 
det Ii; 一 PE =0 (2. 81) 
展开 ， 则 得 
Sp 一 LE hp+tdetla =0 
这 里 如 = det| 8i1l 。 设 特征 值 为 忆 ; 站, 从 根 同 系数 的 关系 可 知 
28H 


此 十 下 ,二 让 所 {=28) (2, 82) 

1 B= det| ail /det as C= KP)) (2.83) 
成 立 ， 关 于 积 天 天 >， 从 该 式 右边 可 知 ， 只 要 确定 点 了 PEM， 
它 与 合 了 的 举 标 的 取 法 雇 及 玉 在 了 点 的 单位 法 向 量 的 方向 无 关 
的 量 。 称 这 个 量 尖 所 考 碟 则 面 在 点 了 上 的 商 斯 昌 率 ， 用 天 表示 ， 
若 了 在 U 上 运动 ， 则 关 是 UU 上 的 可 微 函 数 ， 由 (2.83) 式 可 知 它 
与 间 是 管 定向 无 关 。 高 斯 晶 率 天 是 亲 上 的 大 范围 的 可 微 钞 数 . 
二 此 相反 ， 在 PEU 上， 上 ,+ 卡 ; 的 值 ， 随 取 # (的 相反 方向 而 
改变 符号 ， 用 五 寄 示 二 (如 + 避 )， 叫 艇 刘 在 点 了 的 平均 曲率 ， 
设 玉 是 可 定向 的 ， 指 定 计 的 一 个 方向 ， 它 被 与 它 相 容 的 谷 标 邻 
域 系 所 复 头 ， 把 这 些 举 标 邻 域 结 合 起 来 来 考 周 曲面 的 单位 法 问 
量 场 x, ， 由 (3.74) 来 确定 ， 则 平均 曲率 于是 在 亲 上 定义 的 大 
范 闭 可 微 函 数 。 车间 不 可 定 癌 《全 如 例 12] 的 考 比 乌 斯 带 ) 
时 ， 谨 开 一 RB* 即 或 是 杏 入 ， 但 LM) 不 存在 连续 单位 法 向 量 场 
#; 这 时 平均 曲率 瑟 习 福 局 部 有 定义 ， 一般 地 它 不 是 大 范 曾 的 可 
微 省 数 。 另 方面 ， 如 上 果 在 凋 上 的 任何 举 标 分 域 所 确定 的 *， 使 
五 三 和, 这 个 性 质 与 单位 法 疝 量 场 的 选取 无 关 ， 在 世上 具有 到 处 
使 日 = 0 的 曲面 了 = ( 刘 ， 廊 闻 不论 是 否定 向 都 叫做 极 小 曲面 ， 

下 而 我 们 考虑 则 面 在 一 点 法 曲率 对 诬 的 极 值 方 丫 、 

前 面 已 缀 求 得 与 二 次 形式 ECX 相关 的 二 次 形式 LX， 
X) 的 特征 值 。 下 面 让 然 地 对 考 察 特 征 自 量 ， 设 与 特征 值 上 对 
应 的 特征 向 量 X， 是 具有 满足 

(hi — EE KR =0 {f=1,2) 
(关于 自然 标 架 ) 的 分 量 XY; 的 同 量 ， 而 与 特征 值 必 , 对 应 的 特 
征 启 量 立 :是 具有 漕 足 
(hii — BE R= (=1,2) 
的 以 X.' 为 分 量 的 向 量 ， 将 第 一 式 箭 以 X,， 第 二 式 条 区 X4'， 
2 从 


按 ? 取 和 ， 并 将 上 式 减 下 式 ， 则 得 
(k,— RY) ET 下 
因此 在 点 了 上， 震 局 闪 大 2 则 在 ”的 一 特征 向 量 正 交 ， 
取 XEWr 出 
E=h(X, KY/ EK, X) 
叫做 含 交 与 # 的 平面 所 对 应 的 法 曲率 ， 当 在 时 中 运动 时 ， 
这 个 在 值 取 最 大 和 最 小 值 所 对 关 的 方向 是 关于 二 次 形式 &8,# 的 
特征 癌 量 的 方向 ， 志 ，*; 基 法 此 率 的 最 大 值 和 最 小 值 ， 特 征 匡 
量 Xi，X， 在 总 p 上 所 指 的 方向 (fr CMp) 上 的 方向 fxX1 fwX2) 
叫做 主 曲 率 方向 . 切 问 是 在 点 卫 常 指向 主 曲率 方向 的 基线 4 
计 ( 广 和 [一 疙 4) 叫做 记 考 虑 曲面 昔 的 曲率 线 。 
下 面 考 虞 肝癌 吾 的 浙 近 方向 ， 
设 已 给 曲面 应 于 一 BRI、 在 点 PE 训 的 切 空间 计 ? 的 向 景 六 ， 
它 的 第 二 基本 张 量 #, 当 满 足 使 CX, XX) =0 的 < 的 方向 叫做 曲 
面 凋 在 点 了 的 浙 近 方向 这 个 式 子 是 关于 XX 的 分 量 XY，，XX* 的 二 
次 形式 ， 因 此 若 训 #,s 一 训 , 记 0, 从而 下 (PP) 汪 0， 则 玉 不 存在 渐 
近 方 向 ， 当 下 (P) =0, 丙 日 rank (8,;) =1 时， 如 果 不 区 别 相反 
方 淹 ， 峙 剖 z? 只 有 一 个 浙 近 方 问 ， 著 rank (hi 六 =0， 则 Hiz 的 所 
有 方向 都 是 渐 近 方向 。 如 果 下 (P)<0,， 怡 好 有 次 个 淅 近 方 
向 《不 区 别 正 反 方 兽 ) 。 章 上 的 可 微 曲 线 4 一 并 ， 它 上 各 点 
的 切 问 量 常 指 铝 渐 近 方向 时 , 刚 称 之 党 渐 近 曲 线 。 当 上 旱 线 4 一 > 
衣 关 于 举 标 邻 域 0, gp)，!( 局 部 化 标 为 各 后 ) 用 #' 0， (ED 
客 孙 时， 则 上 曲线 为 浙 近 曲线 的 条 件 为 
hs Cw Cf Y= 人 


$27 高 斯 方程 和 柯达 奇 方程 
我 们 在 32.5 中 已 经 给 出 ， 当 肝 面 4 在 混入 f:M>R 下 ， 


(7 的 为 时 的 容许 堂 标 邻 域 ， (we ， 双 ) 是 它 的 局 部 坐标 ， 则 有 
高 斯 和 万 如 滕 的 诱导 方程 (2.78)，(2. 80) 式 成 立 , 给 定 映 射 广 在 
玉 上 的 分 量 淆 数 wx*”，({&a=1，2，3) 为 co 类 以 上 ， 这 时 对 于 各 
个 9; 则 gradx” 关于 由 ,9) 的 自然 标 哥 的 分 量 Br; 满足 

dnidwgt Awidw* 
从 而 按 (2.60)，(2. 61) 式 的 同样 理由 可 得 

中 一 一 有 《2. 84) 
成 立 ， 利 用 高 斯 诱导 方程 (2,78) 则 上 式 变 为 

在 边 = hj) 一 CN) 
和 锌 下 菜 布 尼 兹 微分 法 则 和 万 加 滕 诱导 方程 ， 则 上 式 变 为 

左边 = (hey 一 hp OR Crh B; 
它 等 于 (2. 84) 式 的 右边 ， 注 意 电 ，B,，” 是 线性 无 关 的 向 
基 ， 则 部 

Ru = hinh' 1 一 瑞生 十 天 (2.85) 

Riks1 = isk (2, 86) 
成 立 ， 

其 次 ， 波 在 了 II:U-> 玉 的 单位 法 向 量 # 在 R' 中 的 分 景 为 
zx (aa=1，2，3)， 如 果 了 是 类 以 上 时 ， 则 #*r 为 口上 的 类 
以 上 的 隙 数 ， 则 有 
dn 0:# 


Sar Gn’ dadn’ 


咸 立 。 从 而 由 (2.56) 式 与 它 下 近 的 式 子 等 价 的 同 理 可 得 上 式 
村 
六 二 办 
等 价 。 再 把 万 加 腾 的 诱导 方程 (2.80) 代入 上 式 ， 则 得 
Ch Bs), ! 三 (Ch! 1B)) ,x 
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一 一 一 
人 TE rr pb be re pe i pe —! 


此 把 高 斯 诱导 方程 (2.78) 代入 上 式 ， 刚 得 
{Ris — B's ny Bt Ch" skir— Bhi =0 
具 而 左边 的 有 i，# 的 系数 均 为 9090。 其 中 前 者 可 由 李 西 引 理 
{2. 55) 式 知 ， 它 与 〈2. 86) 等 价 。 后 者 无 非 是 代数 恒等式 ， 
(2.85) 式 叫 商 斯 方程 ， (2.86) 式 叫 柯达 寄 方 程 。 
又 (2.85) 式 ， 容 易 改写 为 
Royti = Brabrr— Brik 


显然 它 与 
县 ist 二 一 {Chih 一 六 二 
等 价 。 它 是 〈2. 83) 式 所 定义 的 高 斯 曲率 天， 它 可 以 写 为 
= — Re (2., 87) 
FAT 


将 它 与 (2.70) 式 比 较 可 得 下 面 定 理 。 

【定理 41 设 5= 1， 六 有 为 所 类 彰 面 ，(TT，0) 为 并 
的 华 标 邻 域 。 这 时 在 村 上 的 诱导 度量 f，U 上 由 第 二 张 量 场 # 所 
兢 定 的 高 斯 曲率 (2, 83》 与 黎 曼 流 形 {i 析 , f) 的 高 浙 曲 率 在 上 U 
上 的 限制 (2, 70) 一 致 , 

这 个 定理 是 高 斯 发 现 的 重要 定理 ， 也 是 获 曙 在 它 的 启发 下 
而 创立 了 黎 曼 几何 ， 


$2.8 曲面 的 基本 定理 


从 前 孔 节 已 知 ， 着 了 是 由 浸入 /上 计 一 Ri 给 定 的 曲面 时 ， 

则 在 妆 上 存在 做 为 诱导 度量 的 第 一 基本 张 量 场 8 又 如 果 旭 可 定 
向 时 ， 则 在 型 上 存在 大 范围 的 第 二 基本 张 重 场 上 和 大 范围 的 韶 
位 法 向 量 场 xs, 而 且 它 们 之 间 有 高 斯 方程 “2. 85》 和 柯达 奇 方 
程 (2,86) 成 立 ， 在 这 一 节 中 ， 我 们 证 明 其 逆 (定理 5 与 定 更 
7 ， 定 理 6 与 定理 11) 。 它 们 是 中 曲面 理论 的 基本 定理 。 为 
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此 我 们 还 要 引进 一 些 新 概念 ， 
【定义 ] 在 # 维 往 分 流 形 痢 的 各 点 上 ， 对 应 它 的 切 空间 
则 ?存在 唯一 ## 维 子 向 量 空 间 羡 m 《LS 让 二 从 时 ， 这 个 对 应 但 
m 维 分 布 ， 用 记号 上 岩 示 ,分布 在 PE 的 邻 域 U 中 可 选取 
可 微 向 量 扎 XI，…，Xws 使 它 在 各 个 点 QEU, EX,(Q)，…， 
XmtU) 张 成 扩 e， 则 称 这 个 分 布 为 可 徽 分 布 ， 可 微 的 扩 维 分 布 
工 ， 若 在 理 各 个 点 了 的 令 UtP》 中 当 张 苞 这 个 可 微分 布 的 可 徽 
向 量 场 X，…， 和 的 所 有 油 极 括 弧 
C1 
可 表示 为 X,，…， 艾 ,的 线性 结合 时 ， 则 称 研 为 对 合 的 。 显 
然 ， 这 个 定义 与 张 成 分 布 工 的 耐量 场 羡 ,，…， 苹 。 场 的 选取 方法 
无 关 ， 
【定义 ] 设 工 是 音 的 可 微 的 兴 锥 分 布 。 如 果 刘 的 子 集 计 具 
有 微分 流 形 的 结构 ， 包 含 上 映射 i:N 一 间 是 嵌入 ， 县 在 不 的 各 
成 2 ， 记 的 切 空 间 Naz 常 译 于 Ye 时 ， 则 六 叫做 工 的 积分 流 形 。 
这 时 冉 的 维 数 x 有 1 所 # 筷 和 关系。 如 果 积 分 流 形 凡 总 不是 与 它 
具有 相同 分 布 的 任何 积分 流 形 的 直子 集 时 ， 则 称 之 为 最 大 积分 
流 形 ， 
关于 积分 流 形 是 否 存在 , 由 下 面 弗 胃 宾 尼 斯 【Erobcenius》 
定理 给 出 ， 
[ 引 理 3】 设计 是 # 维 微分 流 形 ， 工 是 训 上 的 可 微 对 合 的 
级 维 分 布 (1 竺 mm 生 )、 这 时 ， 则 古诗 二 各 点 了 在 在 到 过 点 了 的 
最 大 积分 流 形 N (P)， 
这 个 引 理 的 证 明 需 要 一 些 予 备 知识 ， 这 里 不 证 (参照 C. 
Chevalley: Theory of Lie groups I.) 
下 面 转 入 基本 定理 的 证 明 ， 证 明 分 IT、T1 两 个 部 分 ，I 是 特 
殊 情 形 ， 当 热 ] 是 1 的 基础 . 
39 和 


第 1 部 分 。 参 数 曲 面 村 是 (x'，w*) 平面 的 单 连 通 区 域 了 的 
情形 ， 
[第 一 段 ] Dx 名 中 的 对 合 分 布 。 
在 tw'"，#') 平面 的 单 连 通 区 域 刀 上 ， 蕊 给 恒 正 且 对 称 的 张 
量 场 &1; 和 对 称 张 量 场 名;。 假定 它们 诸 足 了 上 的 高 斯 方程 
(2.85)》 和 柯达 冶 方 程 (2. 86) 。 
设 R" 是 12 维 的 实数 空间 ， 它 的 坐标 为 (Cw?， "x 和 1 ， 
ta =1，2，3)。 现 在 设 在 R" 内 满足 条 件 
KI NL = XN 
的 点 集 为 N，F = R*- 和 NN 是 R? 中 的 余 集 ， 记 以 上 是 R* 的 开 
集 ， 
积 空 间 Dx FF 是 14 维 微分 流 形 。 我 们 在 DxF 的 各 点 t%'， 
x*"， Xz 7) 尾随 有 以 下 列 为 分 量 的 两 个 问 量 5,7: 
S21 证 1 大 2 六 区 十 丙 关 2 一 再 于 汪 刘 ] 
7 (0;1, ye, 二 ye 十 站 :一 he 1°) 人 
5 确定 了 只 x 丰 上 的 现 个 向 量 场 ， 从 丘 的 确定 方法 可 知 它 在 也 
xF 的 各 点 是 线性 无 美的， 而 且 #,w 在 DxF 的 各 点 上 确定 一 个 
二 维 分 布 ， 
【 引 理 3】 在 只 x 卫 内 由 xy? 所 确定 的 分 布 是 对 合 
(证 明 ) 只 须 证 得 泊 松 的 插 强 C6, 表示 为 65,7 的 线性 结合 
就 可 以 ,我们 先 证 C56; 152 = 了 0， 设 在 DxF 中 的 向 量 场 5&7, C5, 
的 分 量 为 (2 ，5，5'， $589) (f=1,2，2=1，2，3); 首 先 
s'，&" 是 常数 ， 显 然 
cs" =0 
因为 
dn’ 


Dn’ On 
1 El | 时 | 8 


An: 站 下 
上 8 中 
二 二 
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3 6 


下 本 六 人 本 Me MB me 5 (2. 89) 


其 雇 把 最 后 式 子 中 的 ;用 e 代 换 ， 并 注意 后 =xe， me = wm 
因为 
Sr = = Le} es 十 加 2 
所 以 
[én = 8 — = 
当 把 《2.89) 式 中 的 ;以 指标 % 代 换 ， 则 
二 "| = {oY + hn 
并 注意 上 面 的 乓 式 ， 刚 得 


CE mt E(t ee ) + E(B + SB + 59h 


-7 wo, + + Soyge ) - nh} nH nh 


在 这 个 式 子 右边 以 5,w 的 分 量 (2. 88) 代入 ， 容 易 变 形 为 
CE, NS = CR hh, ~ Bik xt (hiss — Rs a) #” 
人 显然 
[Emma = 
同样 容易 验证 
LE, n= 0 [97 下 
从 这 些 方程 求 得 
[5,1 =0, 
[第 二 段 】 工 的 最 大 积分 流 形 D* 与 区 域 了 局 及 ， 
由 引 理 3 已 知 ， 在 DxF 中 向 量 场 ,9 所 和 确定 的 二 维 分 布 
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是 对 合 的 ， 所 以 通过 DxF 的 各 个 点 存在 这 个 分 布 的 最 大 积分 
流 形 。 这 时 它 通 过 4(x ' so 和 了 满足 条 年 


Sx = Eik RY) 
xn = 0, 2 #0)’ =1 《2. 90) 


det [wnsy wos Ho >0 


的 点 A x， Xo， or 为人， 将 所 考虑 的 分 布 的 最 大 积 
分 流 形 以 D+ 表示 。 设 x7:Dx『->D 的 映射 是 与 4ED 时 (4 
SDxF 对 应 的 映射 ， 叫 答 自 然 的 射影 。 我 们 将 证 明 在 这 个 射 
影 下 ，DP* 与 也 同 淘 ， 

首先 证 明 D* 在 x 下 映射 到 了 上 ， 为 此 ， 设 从 点 4w%) 出 发 
的 可 微 曲 线 广 =《[0,1]，4, DI 用 

#' = ftECO, 1 (ge =#" (0)) 

表示 ， 考 处 线性 微分 方程 组 


dw” (2 dn 
和 
dx 一 Ct Vw 十 hinnr i 
所 dt FE i 1 

dn ， | 
本 


在 和 =0 所 对 应 的 w= xo5 x = = 有 ”为 初始 条 件 的 
解 。 这 组 解 车 以 xef 的 ，w5i(，82 人 CEC01)》 替 示 时 ， 风 
(ar CH), x0), x x A GE CO, 1 在 Dx Re 中 
确定 曲线 让。 我 们 认为 帕 钱 站 * 在 DxF 内 ， 为 证 明 这 个 结论 ， 
首先 注 党 所 考 虚 的 解 有 下 式 
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dS rx) 
一 一 一 一 = 人 (ix 


dt 
十 ks Co ip) 十 AhR (CS nr) Ji 
d (ry 】 
一 -一 = 入 二 人 (xm 
十 hrm(En sw) I 
dn ) 
一 一 = 一 2 和 (wp) 


成 立 ， 从 侧 A Xj ei" 之 Cx") ?是 以 P;;= Pi 0Q,, 及 汶 
未 知 曙 数 的 下 看 线性 常 微分 方程 组 


开 = Cn}Pirt OY Pst hi + Birdi)a 
mt 二 人 -上 £P;; 十 {Li}, 十 六 和 用 了 全 

dR ， 

[ 一 2 站 Oi 


的 解 ， 站 果 把 P;x，;，R 分 回 换 为 人 人 的 )，0，1 时 ， 上 上面 
方程 也 恒 被 满足 ， 从 而 由 (2.90) 式 , 注意 到 wj Swi 


之 (9) 在 点 4 有 具 存 上 面 的 值 ， 我 们 由 微分 方程 解 的 唯一 
性 可 知 
Ex jx = Bik(# {i)) 


xt =0, 2 (nr):=1 {2.91) 


detr | xy 和 有 | >0 


恒 上 成立。 由 《2.91) 式 知 ， 在 六 * 上 
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二 


x XL 


2 


Xo LS 2 Xe 


之 wei XL XE | 加 1 S12 


NN NE 网 E22 
夫 而 1* 在 DxF 上 ， 

站 * 的 各 个 切 向 量 易 知 可 以 写 艇 站 + op 形状 ， 因此 则 线 
1+ 在 积分 流 形 D* 上 。 这 个 事实 指出 曲线 六 上 的 各 点 是 D* 上 曲 
线 * 的 点 在 射影 x 下 的 象 ， 由 于 了 了 连通， 了 的 各 个 点 与 点 4 辐 
由 可 徽 山 线 来 连接 。 从 而 De# 由 z 上 映射 到 了 了 上。 我们 把 曲线 了 
叫做 曲线 7 的 上 升 (Lift)， 反 之 D* 的 各 点 可 以 看 向 从 忆 上 点 
几 出 发 的 中线 的 上 和 天 的 端点 。 

[ 引 理 41 设 六， 六 是 在 (w'， 央 》 平 面 的 单 连通 区 域 了 D 
上 的 具有 相同 端点 扫 4, 3 的 可 微 曲 线 ， 这 时 通过 点 4*Ez (4) 
的 由 了 ,，{ ， 上升 的 曲线 站 *， 二 具有 辐 一 终点 中 3*。 

(证 明 ) 设 D 内 的 自然 标 架 为 ”te，t2}， 由 自然 的 射影 
| D*:D*->D， 电 和 然 

光 = 开本 信 二 8 

这 里 所 9 是 由 《〈2. 88)》 式 所 定义 的 了 * 的 切 向 量 ， 而 县 D* 在 点 
了 PC， 2 2 外 由 $n 所 张 成 的 向 量 空间 投影 为 在 
点 PGW) 外 由 6， 是 所 张 成 的 切 空 间 。 这 一 ' 事 实 表示 身影 上 是 
局 部 同 胚 映射 ,又 因为 D 基 单 连通 的 ,而 且 / ,经 连续 变形 为 了 0 
因此 可 知 下 与 了 具有 相同 的 终点 B*. 

[ 引 理 5】 对 于 Dx 中 的 各 个 最 大 积分 流 形 D* 的 月 然 射 
影 zx:DxF-xD 在 D* 上 的 限制 zj D* ( 雇 下 仍 记 做 x 是 同 且 
映射， 

《证明 ) 由 引 理 4 .可知 5:D*->D 的 道 觅 射 定 六 为 :DPD 一 
人 


D*, 它 是 满 射 。 因此 x#:D*->D 是 满 单 射 ， 如 所 周知 它 是 局 部 
同 耳 有 映 射 。 从 而 rr*-> 六 是 同 肚 映射 。 

[第 三 段 ] 定理 5 、 定 理 6 及 其 证 明 

由 引 理 $$ ， 我 们 已 选取 积分 流 形 D* 的 参数 为 (x ， 坟 )。 DD* 
的 点 #'，(=1,3) 基 了 DD 的 点 2 的 zx” 的 象 ， 而 且 积 分 流 形 
D* 用 了 上 定义 的 话 数 

x Ws) ly WY 交 帮 1 帮 人 (2.92) 

来 天 示 。 因 此 ， 这 个 积分 流 形 上 的 如 曲线 ，#** 曲线 的 切 问 量 的 
分 其 各 为 (601; ，(6.',…)，D* 的 向 量 场 5,n 泡 非 是 划 旧 
线 、 42- 曲线 的 切 向 量 场 、 而 且 可 知 (2,92)》 式 的 函数 是 微分 方 
程 组 


sa 1 
i {hs 十 iA ; (2, 93) 


On 


fi, 
Ori ct 


的 解 。 由 (2.93) 式 ， 我 们 按 第 二 上段 同样 方法 ， 易 知 
ry CW) rH) = Fr CY 


RY = = 1 {2, 94) 


det |x (CH) x CH #(#)| > 

在 DD 上 恒 成 立 ， 
现在 用 GW ，xw，X 定义 抽 役 D:D x 了 一 > 
尺 ， 这 时 ， 车 把 本 身 看 艇 二 维 泥 形 的 也 到 RR 的 钢 射 定义 为 了 = 
Ptz| D*) ;DD-> 民 ,用 上 商 导 得 的 曾 数 (x'、#3 来 表示 ， 由 于 


D(x’, Xx) fx Di 
Ouluy) Orv) ? Ow!, #2:) 


B00 


在 D 上 各 点 不 同时 为 上 零 ， 因 此 f 是 了 到 民 B 的 浸入 ， 由 (2.93) 
第 一 式 可 知 巡 是 浸入 急 A(D) 的 切 向 量 ， 可 知 它 满足 (2. 94) 
的 第 一 式 ， 而 且 它 所 给 出 的 张 量 场 gj 是 曲 而 3= (D，f，R”) 的 
第 一 基本 张 量 , 而 (2.94) 的 第 二 ， 三 式 给 出 的 rt#) 是 曲 而 
了 的 单位 法 向 量 场 。 又 由 (2.93) 的 第 二 式 记 给 出 的 张 量 场 
是 5 的 第 二 基本 张 量 场 ， 于 是 得 到 下 面 定 理 ， 

【定理 5 丁 在 (es 4 平面 的 单 连 通 区 域 品 中 ， 和 定义 策 
正业 二 阶 对 称 张 量 场 pixel，8s7 和 和 站 类 二 阶 对 称 张 量 场 +， 
如 果 它 们 满足 高 斯 和 柯达 奇 方程 《〈3.85) ， {2.86) 式 ， 则 
存在 DD 到 已 的 浸入 曲面 ， 它 以 给 定 的 张 量 场 &jk，#;4 为 第 一 ， 
第 二 基本 张 量 场 ， 

又 ， 从 通过 始点 A* 存在 唯一 的 工 的 最 大 积分 流 形 的 事实 ， 
可 放下 面 定理 成 立 ， 

【定理 6] 从 (ww， 坟 ) 平 而 的 单 过 遂 区 域 D 到 中 的 浸入 
fi:D-~R: 9 六 :了 一 R 定 艾 的 本 个 可 微 曲 而 Ja 如 果 它 们 其 有 
相同 的 张 量 场 xsi，22)， 有 ti8 8 极为 它们 的 第 一 ， 第 二 
基本 张 量 场 时 ， 则 在 已 中 存在 运动 了 ,使 f,= 了 To. 

定理 5 ， 定 理 6 是 R' 中 (局 部 ) 出 面 的 基本 定理 ， 

第 工人 部 分 。 参 微 由 而 是 二 维 流 形 的 情形 . 

[第 4 段 ] 于 上 纤维 从 的 建 这 ， 

设 微分 流 形 必 是 连通 且 可 定 疝 的 ，4(Ui，gD1}，UE 人 DD 是 
复 盖 刘 的 类 单 连 通 的 相 容 的 柳 标 分 域 ， 这 时 我 们 把 各 个 0, 急 
第 1 部 分 那样 散 积 空间 gg, (0D xx 了 由 于 把 (A, 了 Ep(U,) x 
与 (pp "(A),P)EU,xF 看 做 相同 的 ， 从 而 把 gp (Un xF 与 
U,xF 也 看 做 相同 的 。 在 这 个 基础 上 首先 对 所 有 的 Uix 卫 ， 
(4E .4 构成 上 上 的 一 个 纤维 从 并 给 出 DixF QE 少 的 点 之 
间 的 视 为 相同 的 法 则 ， 
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为 此 ， 先 考虑 上 到 本 身上 的 线性 变换 
下" 三 Ww | 


R= HN a Ht ila 


} 
-> 0 (2. 95) 
| 2 


Ra = NR + Ne 
Es 
这 种 形状 的 线性 变换 群 记 做 和 如。 现在 关于 坐标 邻 域 (U ，w)， 
(局 部 仅 标 为 人 42 ，25)， (为 使 记 法 简化 而 略 去 指标 办 ，(D,， 
Wo)， (局 部 华 标 为 (如 ，2))， 设 DN Ug， 在 UN1U; 中 局 部 
坐标 变换 为 

WU ,EU NU, CU, (‘2.96) 
它 的 反 解 为 

4 = HD, WHY EU NU, CU, 

于 是 把 U,xF 的 上 (7 x x xr Cp) 

EONUY 与 VU, xF 的 点 (及 '，R"，R Rr 在 

=’ (Ca! 四 


下 有 
Rw 
二 一 : OW” 
] dl”™" 
了 097 
ge (2. 97) 
~ = 
十 二 be 
视 为 相同 . 


我 们 把 (2.97) 式 的 变换 用 ,Cv'，w*) 宕 示 。 如 果 还 有 举 
标 邻 域 亿 ,gw)， 使 i 站,N0, 和 # 时 ， 易 知 这 时 有 ,和 ; = 
yu 成 立 。 从 而 可 知 ， 所 有 积 空间 xF，(4E 1) 的 集合 构成 
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四 aa ee ee 1 - 


区 间 为 底 空间 ， 王 为 标准 纤维 ，G 为 结构 群 的 纤维 众 ， 这 个 纤 
维 欠 的 全 空间 以 身 表 未 ， 射 影 以 了 : 奉 一 寻 表示 ， 
[第 五 段 2 在 U;xF LE 上 定 习 的 二 维 分 布 的 集合 构 
成 硼 上 的 二 维 分 布 ， 
我 杂 在 微分 流 形 旭 工 已 给 出 重 正 的 二 阶 对 称 张 量 场 &;x 和 
二 阶 对 称 张 重 场 入 oo 殷 定 它们 满足 高 斯 各 柯达 奇 方程 (2.85)， 
(2.86) 式 ， 而 在 各 个 积 空间 U0; x 下 上 都 具有 第 部 分 所 定义 
的 二 维 分 布 LX'， 甘 于 这 些 分 布 ， 有 下 面 引 理 6 成 立 . 
[ 引 理 6] 在 xXF，(4E 人 上 的 分 布 上 的 全 体 ， 构 成 
和 调 上 的 一 个 二 维 分 布 上 《〈 它 与 DT x 了 上 分 布 上 相同》 ， 
证明) ， 首 先 在 PCUnE 中 ，Ux 了 的 了 向量 明 二 在 
雁 斥 为 《zx wx，x%a，#) 的 坐标 系 中 的 分 量 以 (A= 
i ic，9*，-Lo 表 示 ， 它 在 品 ,X 下 上 举 标 党 《HE ，* ls 
2， 1 的 坐标 系 中 的 分 其 以 经 表 示 。 叉 在 PCD x 门 避 中 ， 
U, x F 的 向 量 场 E 关 于 上 述 第 二 个 坐标 系 的 分 量 以 可 表示 。 同 
样 我 们 可 以 定义 办，94， 谭 。 显 然 2，7 
ER， 
而 (64 吕 如 人 吕 和 十 而，《 吕 吕 1 十 而 二 5， 一 下 :党 让 。 
为 简单 起 见 ， 令 
WX! = NT 
这 时 把 变换 (2.96) ， (2,97) 归纳 的 写 做 
允 攻 一 其 和 人 四 


由 这 个 记 法 ， 则 


ER OR £ 入 


我 们 容易 写 出 阵 {984/9x5) 如 下 
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muh 1 


On 性 0 0 

0 d'} 1 0 
和 

Oudu Awi du au! 

Ox On an 
amom 7 0 9 oF 

0 如 0 0 

从 矩阵 (974/ax 的 形状 可 知 
E70 gi - 最: 


A 
0 
所 以 站 二 人 二 


sl FE 
其 次 Er ke Ne gt 


Os Ow! 
-OU AW 
所 以 上 = = Bp 十 da 让 
更 E 一 名 Ow OW ej 


在 最 后 ， 将 6&4 用 (2. 88) 的 分 重信 个， 则 得 


-f/f Ow On! 
i -a Oe + UB) + ha da 


Jn" Aut dnt ， 
一 (5) Se 和 7 站 名 1 — + hx EP 一 个 这 


一 、_ _ | EJ 
= CR + hr or 


0 0 
和 1 = Bet ax!l! 


nt Or 其 | + 


同样 可 以 导 得 


- OH- Au: -~ 
é8° = Ba 2" i Be 


— Ou -- QU: 
上 va = 3 下 


把 三 面 结果 归纳 起 来 ， 则 得 


最 后 的 两 个 方程 说 明 在 PU 由 UU) 中 Ux 了 的 两 个 向 量 5,w 所 
张 成 的 二 维 分 布 £ 与 C* xF 的 向 量 5,7 所 张 成 的 二 维 分 布 人 ;一 
致 ， 这 一 事实 表明 UxF，(E 小 的 各 个 确定 的 二 维 分 布 
工 :的 集合 构成 D 上 的 大 范 围 的 二 维 分 布 。 
[第 六 段 ] 最 大 积分 流 形 的 性 质 ， 
在 第 1 部 分 中 ， 已 定义 过 在 2，25) 平面 上 连通 的 且 单 连 
通 区 域 航 曲 线 在 DxF 中 二 维 分 布 的 最 大 积分 流 形 上 的 上 升 。 
由 引 理 6 可 径 上 升 的 概念 ， 可 以 扩张 到 微分 流 形 章 上 的 纤维 从 
了 :前 一 则 。 在 出 的 点 4 上 过 站 的 点 A* 且 由 引 型 6 所 确定 的 分 
布 过 的 最 大 积分 流 形 设 为 闽 *, 这 时 其 有 端点 4， 引 的 并 的 上 曲 
线 六 , 上升 为 过 点 4* 的 上 升 喝 线 亏 * 的 端点 8 必 在 W* 上， 这样 
可 以 得 到 MW* 的 各 个 点 ， 
[ 引 型 了] 在 二 维 微 分 流 形 刘 上 ， 绎 维 从 了 : 具 ->AM 的 各 个 
最 大 积分 流 形 M* 是 前 的 复 盖 流 形 ， 
(证 明 ) 首先 , 显然 射影 P;M* 一 站 ，( 了 是 PI M* 的 简写 》 
是 满 射 现在 考虑 A* 与 PiU CE 力 的 充 ， 一 般 地 它 不 是 弧 
状 连通 的 ， 面 具有 上 几 个 弧 连 通 分 文 。 由 引 理 5 可知， 各 个 这 样 
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纪 状 连通 分 支 在 射影 p 下 与 中 同 且 ， 罕 如 ,的 点 了 .上 M*# 的 点 专 
Pi*，P*,.… 表 示 ，P,*,，… 具 有 在 射影 8 下 与 了 的 邻 域 问 胚 的 领 
域 ， 从 而 旭 * 是 措 的 复 盖 流 形 ， 

[1 推论】 当 微 分 流 形 六 单 连通 时 ， 对 在 虽 上 纤 吕 具 疡 : 前 一 
间 的 分 布 上 的 最 大 积分 流 形 对 *， 射 影 站 M* 是 同 胚 映 射 ， 

[第 七 长] 定理 7 ， 定 理 旨 揭 证 明 

我 们 对 连通 且 再 定 阿 的 微分 流 形 草 的 相 窜 坐标 孝 域 所 构成 
的 复 靖 《〈U，p0D， (局 部 父 标 为 Car， 0， 在 
PTEUD 站 M* 的 各 个 连通 分 交 中 ， 引 入 和 和 第 三 段 一 样 地 参数 
tw ny 则 第 三 段 的 理论 对 这 里 都 适合 ， 而 且 与 (2.93)， 
(2,94) 类似 的 式 子 对 出 * 全 区 域 都 成 立 ， 如 果 遇 射 pet TD 
一 及 用 CW! ns ls Xr 定义， 这 个 定居 在 UU 站 
$$ 时 ， 它 与 按 同样 方法 定义 的 pi:p (0 一 及 在 喘 射 
pAU4NUD) 下 是 一 致 的 ， 当 指标 4 在 /A 内 移动 对， 这样 映 射 的 
全 体 确 定 了 得 一 RR 的 上 蜡 射 ,这 个 映射 以 表示. 

现在 考虑 Pp 在 MM* 上 的 限制 , p:M* 一 RR, 在 户口 六 门 而 9 
(HE 的 各 个 迷 通 分 支 上 上， 由 于 有 与 (2.93) ， (2.94) 类 
示 的 式 子 成 立 ， 则 这 个 映射 是 微分 流 形 旭 * 到 R’ 中 的 漫 入 。 从 
而 这 些 各 外 连通 分 支 在 漫 入 时 ， 旺 然 它 们 的 第 -~-， 第 二 张 量 场 
与 村 上 以 前 所 缩 定 的 张 量 场 8, 6 在 U; 上 的 四 制 是 一 致 的 ， 从 而 
得 到 下 而 定理 ， 

【定理 7] 在 连通 县 单 连 通 的 二 维 微分 流 形 韶 上， 和 出 
# 类 恒 正二 阶 对 称 张 重 扬 & 与 "类 对 称 二 阶 瑟 量 声 *， 假 定 它 们 
满足 高 斯 和 柯达 奇 方程 ， 这 时 4 = 四 A 下 的 曲面 (MM，psg™， 
R 的 第 一 ， 第 二 基本 张 量 场 与 8, 中 一 致 ，“〈 若 半 不 是 单 连通 
但 是 可 定向 曲面 (CAM*，Pp，RD 的 第 一 ， 第 二 基本 张 量 场 与 如 ,大 
在 庶 9 后 拖 的 天 5，24 一 致 

3 人 0 


最 后 ， 对 训 是 微分 流 形 的 情形 ， 下 面 定理 与 定理 相当 ， 

【定理 8 ] 漫 入 RR 的 两 个 参数 昭 面 ， 它 们 连通 ， 可 定向 而 
且 互 相 油 分 同 胚 ， 如 果 其 有 相同 的 张 量 场 与 4 分 出 做 为 第 一 ， 
第 二 基本 张 量 场 时 ， 它 们 在 只 的 茶 运 动 于 重合 ， 
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第 二 部 分 ”微分 几何 学 习 指 导 


第 一 竺 ”曲线 论 学 习 指 导 


(一 ) 本 重要 点 


本 章 讨 论 空间 曲线 在 正常 点 邻 域内 的 性 质 和 形状 ， 其 要 尽 
有 四 : 

1. 给 出 简单 特 线 弧 的 概念 和 解析 表示 式 : 在 赐 线 上 一 点， 
引进 了 相伴 三 枝 形 ， 并 导出 构成 相伴 三 枝 形 的 三 直线 〈 切 线 ， 
主 法 线 ， 副 法 线 ) 和 三 面 〈 法 平面 ， 从 切 座 ， 密 切 平 面 ) 的 方 
程式 。 其 中 切线 是 “最 贴近 曲线 ”的 直线 ， 密 切 平 面 是 最 贴近 
在 线 的 平面 ， 

弧 长 是 曲线 的 自然 参数 ， 它 是 曲线 的 运动 不 变 曙 ， 引 进 弧 
长 参数 可 以 使 许多 公式 化 简 。 

2， 导 出 空间 曲线 的 基本 公式 (F 一 3 公 式 ) 。 基 本 公式 的 
应 用 ， 贯 穿 在 整个 的 曲线 论 中 ， 在 推导 此 公式 的 同时 ， 引 进 了 
曲线 的 两 个 主要 的 微分 不 变量 一 一 项 率 和 搁 举 ， 这 两 个 量 沁 定 
了 曲线 的 形状 特征 ， 是 刻 划 空间 曲线 在 某 点 邻近 的 次 曲 程度 种 
离开 密切 平面 而 扭曲 的 程度 的 量 ， 

3. 利用 曲线 的 基本 公式 ， 讨 论 曲 线 在 正常 点 邻 域 的 结 
构 ， 从 波 开 特 公式 罩 出 ， 曲 线 在 基点 的 曲率 和 找 率 完全 决定 了 
曲线 在 该 点 邻近 的 形状 。 基 本 上 上 有 两 种 情况 ， 当 x*>>0 时 ， 为 
右 妇 旋 线 ， 当 x< 0 时 ， 为 左 坚 旋 线 ， 

4。 空 间 曲 线 的 基本 定理 ， 它 从 理论 上 进一步 证 明了 ， 不 
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但 曲线 形状 决定 了 它 的 曲率 和 拨 率 ， 而 且 曲 率 和 挠 率 还 决定 着 
曲线 的 形状 ， 从 而 显示 了 微分 不 变量 x (3)，x (的 重要 意义 ， 


二 ) 基本 要 求 


1. 表 清 简单 曲线 弧 的 概念 和 解析 条 件 ， 会 判别 给 定 条 件 
下 的 曲线 是 否 为 简单 曲线 ， 

3， 举 担 曲 线 相伴 三 楼 形 的 概念 、 结 构 、 用 途 以 及 对 于 取 
不 同 参数 时 ， 它 的 计算 公式 ， 

3。 深 入 理解 F.S 公 式 的 几何 意义 ， 并 能 应 用 此 公式 讨论 
空间 曲线 中 的 一 些 问 题 . 

4。 深 入 理解 曲率 、 挠 率 的 几何 意义 ， 熟 记 对 不 网 参数 的 
时 率 和 挠 率 药 计算 公式 ， 并 能 根据 它 的 特点 ， 判 别 曲 线 的 一 般 
特征 ， 

5， 理 解 定义 、 定 理 ， 例 题 的 目的 、 作 用 、 几 何 意义 及 前 
后 的 关系 。 


(三 ) 内 容 分 析 


一 、 概 述 

本 章 所 讨论 的 对 象 是 简单 曲线 弧 ， 它 是 通过 直 钱 段 在 空间 
中 的 同 胚 喘 射 来 定义 的 ， 由 于 同 胚 映 射 是 双方 单 值 且 连续 的 ， 
所 以 由 简单 曲线 缴 的 定义 可 知 它 是 无 自 交 点 和 尖 点 的 光滑 曲线 
弧 . 

从 数学 分 析 和 解析 几何 中 知道 , 空间 曲线 可 用 函数 来 表示 ， 
反 过 来 又 常常 通过 方程 〈 函 数 ) 来 定义 曲线 ， 例 如 参数 方程 
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( 单 参数 的 函数 ) 
X= x p=, s= 2(0) 《 工 》 
表示 一 条 空间 曲线 ， 

有 时 ， 也 用 空间 两 个 此 而 的 交 宗 来 定义 曲线 ， 即 

人 2) 
G(x y, 2) = 人 0 

上 述 方 程 所 表示 的 曲线 不 一 定 都 是 简单 曲线 ， 只 有 方程 
《1 ) 满足 本 章 红 定理 工 的 条 件 ， 方 程 《2) 满足 本 章 红 定理 
2 的 条 件 时 ， 才 是 我 们 所 楼 讨 论 的 简单 曲线 。 困 此 ， 通 过 红 1 的 
两 个 定理 ， 给 出 了 笠 单 曲线 弧 的 解析 表示 式 ， 即 (1)，(2) 
式 . 

在 曲线 论 中， 主要 讨论 四 个 基本 概念 ， 即 切线 、 强 长 、 曲 
率 和 挠 率 ， 并 通过 这 些微 分 不 变量 在 曲线 上 不 闻 点 的 变化 情 澡 
来 研究 曲线 的 局 部 形状 和 性 质 ， 

概括 地 说 ， 就 是 首先 建立 昌 线 上 的 相伴 三 楼 形 {P; Tt,v， 
By。 然 后 根据 人 ti TV， 具 对 菜 男 定 氮 的 tP Tv 的 相 
对 的 微小 变化 来 描述 曲线 的 变化 状态 ， 而 它 的 转动 变化 规律 即 
是 F 一 $ 公 式 。 其 中 系数 表示 曲线 的 切线 向 量 + 的 方向 对 弧 长 
* 的 变化 率 的 绝对 值 ， 它 描述 了 曲线 对 切线 的 弯曲 状态 ，Y 表 
示 副 法 线 向 量 妈 的 方向 对 弧 长 :前 变化 率 ， 它 刻 划 了 曲线 离开 
密切 平 而 所 向 空间 的 状态 ， 这 两 个 量 描述 了 简单 曲线 弧 在 正常 
点 了 , 邻 域 中 的 形象 . 

由 上 所 述 , 曲率 和 挠 率 y* 完 全 能 够 赣 划 曲线 的 基本 特征 。 
反之 , 当 # = wts) 沁 0,x%*=X() 为 连续 可 微 函 数 时 ， 在 区 间 5< 
<& 上 又 完全 确定 了 曲线 的 几何 形状 。 这 一 事实 ， 由 曲线 的 基 
本 定理 作出 了 理论 上 的 回答 ， 最 后 ， 通 过 定价 曲线 和 贝 特 朗 曲 
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线 等 特殊 曲线 的 讨论 又 进一步 给 出 具体 的 实例 ， 这 就 是 本 章 的 
基本 思想 方法 ， 


二 、 对 一 些 主 要 问题 的 分 林 


1。 直 线段 与 简单 曲线 疆 

在 本 节 中 ， 玫 何 地 结 出 简单 曲线 弧 的 概念 以 及 它 的 解析 表 
示 式 。 因 此 用 直线 段 通过 同 胚 映射 定义 简单 曲线 驱 。 简 言 之 ， 
就 是 ， 简单 阳线 红 是 一 直线 段 的 连续 变形 (拓扑 象 ) . 

从 几何 直观 上 解释 ， 简 单 则 线 弧 是 一 直线 段 通 过 连续 变形 
而 得 到 网 “光滑 曲线 段 ”， 
为 叙述 方便 ， 我 们 不 妨 以 了 
平 而 上 的 简单 曲线 弧 为 


8! 
例 ， 如 果 ， 我 们 把 直线 自 of 
AB 置 于 直角 坐标 系 的 x | 


| 
办 上 ， 它 的 连续 变形 为 简 | 
单 曲 线 弧 A'B' (如 图 


1 一 1) ， 从 定义 不 难看 。 “| 人 BC Bb,0) 
出 ， 简 单 曲线 弧 有 下 列 特 图 1/ 一 1 
点 : 


0) 当 线 段 AB 上 的 点 从 x = 4 移动 到 x = 时 ， 有 曲线 骤 人 名 
上 的 点 从 x =a 的 对 应 点 4, 移动 到 对 应 于 x= 6 的 点 ,其 轨 带 
恰 为 曲线 绒 A'B' 反 之 , 曲线 驱 A'B 上 的 点 与 线段 4B 上 的 点 也 
一 一 对 应 。 因 此 ， 简 单 曲 线 弧 无 自 交点 ， 

(i) 篇 单 曲 线 弧 上 的 每 一 点 都 有 切线 ， 且 当 切 点 在 弧 上 移 
动 时 ， 它 也 随 之 连续 转动 ， 所 以 ， 简 单 晶 线 弧 上 无 尖 点 ， 

由 曲线 的 参数 方程 可 直接 写 出 它 的 向 量 式 方 程 工 ;， 闻 = 站 (9 
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生生 vid 1 


et 加 当 向 基 方 程 满足 下 列 条 忻 ， (2) 癌 量 消 数 *= 7( 是 
连续 的 ， 且 虐 上 的 点 与 参数 1 的 值 一 一 对 应 ; (9) 问 量 函数 ”人 的 
有 连续 导向 量 7(7) 存 在 ， 且 7 中 半 0, 则 说 rf 所 表示 的 由 线 为 
简单 曲线 ， 

2， 正 常 点 与 奇 点 

简单 曲线 弧 上 的 点 为 正常 点 ， 而 正常 点 的 邻 域 内 的 曲线 弧 
为 简单 阳线 弧 .直观 地 说 ， 
如 果 在 了 点 的 邻 域内 划一 
很 小 的 长 方形 ， 莫 在 长 方 
形 内 的 曲线 部 分 为 简单 曲 
线 弧 时 ， 那 么 ， 点 了 为 正 
常 点 ( 邵 图 1' 一 2) 。 反 
之 ， 不 论 长 方形 怎样 缩 图 1 一 2 
小 ， 始 终 达 不 到 这 一 条 性 的 点 ， 叫 和 散 奇 点 。 可 图 1 一 4 上 土 的 点 
P, 和 P;. 

下 硬 ， 我 们 以 平面 曲线 为 例 ， 介 绍 一 下 正常 点 及 交点 的 解 
析 条 件 ， 

Q) 正常 点 : 设 平 面 曲 线 C 的 方程 为 P(x， 7 = 0， Mw, 
430 为 和 上 的 已 知 点 。 著 F(x， 和) 对 x 和 了 在 该 点 的 偏 导 数 信 
Fe， 9)，Fy (Cx) 不 局 时 汶 6， 则 点 齐 ,Cx0，30) 是 正常 
点 ， 

此 结论 的 证 明 可 从 隐 函 数 存 在 定理 直接 得 到 ， 读 者 可 仿 昭 
本 章 红 1 定理 2 的 证 明 中 的 有 关 部 分 ， 独 立 解 决 . 

这 里 值得 广 意 的 是 上 述 结 论 只 是 正常 点 的 充分 条件 。 济 不 
是 必要 条 件 。 也 就 是 说 ， 当 并 ,为 正常 点 时 ， 也 可 能 出 现形 ,(xw 
加 ，Fy (xm) 同时 为 和 的 情形 . 

例如 ， 抛 物 线 F(x, 为 = 一 x=0， 因 为 F,= -1 六 0， 所 
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以 它 上 面 的 点 全 部 是 正当 点 。 如 果 我 们 在 上 述 方程 左 端 习 以 
(2+1， 则 得 新 的 方程 CG(x， 力 = (一) C++) = 0。 由 于 
x 十 六 = 0 只 包 食 原点 * =0, =0, 所 以 新 方程 C(tx， 力 =0 所 
代表 的 曲线 仍 为 原 抛 物 钱 ， 从 此 方程 容易 得 到 ， 虽然 原点 (2 
0 是 正常 点 ， 但 在 此 点 仍 有 G0 0) = 0，Gy(o, 0 = 因此 
说 ，Gafx 加 ，Gyfxw ya 不 同时 为 868， 只 是 正常 点 的 充分 
条 、 并 不 是 必要 条 性 . 
GD) 末 点 ; 设 曲 线 上 C 的 方程 为 Fx， 办 = 0， ixo 7 为 
4 上 的 已 知 点 ， 车 了 (xz 0) = Py xo yo = 人， 则 开 , 为 曲线 
4 上 的 奇 点 、 这 时 ， 曲 线 在 该 点 的 切线 方 癌 不 能 确定 。 
有 显然， 交点 的 坐标 同时 满足 三 个 方程 : 
了 (xy = 0, Fstxos 0) =0, 了 (xy = 
此 事实 ， 将 在 讨论 包 络 中 应 用 。 
奇 点 包括 弧 立 点 、 结 点 和 尖 点 ， 
假设 有 曲线 CC ，F(x，) = 个 的 参数 方程 为 
X= x y= 7 (1) 
月 当 1= 胡 时，%= (tn =y py 为 奇 点 。 将 参数 式 代 入 一 
般 式 ， 得 
F(x(D), yD))=0 
关于 独立 参数 上 微分 上 式 ， 得 
Fax +F 2 -0 


7 
再 座 微 分 ， 得 
dx dx dy dy dx 
Fe 人 + 2 人 Fe + 
da: 
+ Py gO 
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因为 奇 点 满足 方程 F(x, 力 = 0, Ty Cx, 7) = 0， 所 以 上 式 变 为 


P( 称 ) rzpv 敬 铺 + 入 ) 


或 Pdx:+ 2Fydxdy t+ Fyydy' =0 
将 值 x =x,， 了 = 7 入， 则 
F(x 3) = #, Fy Cys yey = 六 F,, (x Pe) = 


清 为 常数 。 所 以 在 点 (x， 儿 ) 处 的 切线 方向 -学 -完全 由 上 曾 方 


程 决 定 ， 此 时 须 解 关于 -区 -的 二 次 方程 ， 而 其 判别 式 为 


末 =@r 一 下 
{a) 当 妃 >0 时 ， 无 实 根 ， 其 在 以 点 计 , 为 中 心 的 充分 小 
邻 域内 ， 踪 刘 , 点 外 ， 再 没有 旧 线 C 上 的 点 ， 这 时 称奇 点 旭 为 
孤立 点 。 人 例如， 曲线 人 + 和 人 一 2 一 了 = 如 汲 标 斩 点 喜 是 它 
上 面 的 瑰 立 点 (如 图 1 一 3) 。 
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图 1 一 3 图 1 一 
(b) 当 瑟 <0 时 ， 关 于 - 印 - 的 二 次 方程 有 不 同 二 实 根 ， 这 


时 ， 曲 线 有 疯 支 线 过 寻 , 点 ， 此 时 称 间 ,为 结 点 ， 在 该 氮 邻 城内 
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一 Tr pmp 一 


由 线虫 两 条 彼此 相交 的 简单 曲线 组 成 〈 如 图 二 一 4)》 。 

(ec) 当 五 = 0 时 ， 方 程 有 重 根 ， 印 册 线 从 奇 点 则 ,出 发 的 知 
支线 在 该 点 有 共同 的 切线 。 根 据 各 支线 对 于 过 奇 点 的 切线 和 法 
线 的 位 置 不 同 ， 此 时 ， 叉 可 分 为 第 一 类 尖 点 和 和 第 二 类 兴 点 ， 

如 半 立 方 抛 物 线 只 = ar: 土 ， 坐 标 原 点 为 奇 点 ， 过 此 点 的 
二 支 械 位 于 过 奇 点 (o, 9》 的 法 线 司 便 而 在 切线 的 异 钢 〈 如 图 
1 一 5) ， 这 时 称奇 点 (原点 C0)〉 为 第 一 类 央 点 ， 

又 如 ， 曲 线 GO: 一 x*) -xs= 0 坐标 原点 也 是 它 上 的 奇 点 ， 
但 过 该 点 的 二 支线 位 于 过 坷 点 的 法 线 及 切线 的 一 便 〈 如 图 1 一 
6) ， 这 时 称奇 点 ii (o 9) 为 第 二 类 尖 点 。 
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0 EE 
` 骨 11 一 5 图 1 一 总 
关于 奇 点 的 讨论 ， 是 较 复 杂 的 问题 ， 上 面具 介绍 其 中 几 种 
简单 的 情形 。 有 兴趣 的 读 着 可 阅读 诺尔 金 (Homaaa) 的 《微分 
几何 》 等 有 关 参 考 书 . 
5， 曲线 的 切线 
大 家 热 知 ， 在 解析 几何 中 ， 我 们 曾 用 割 线 的 极限 位 置 来 定 
义 二 次 曲线 的 切线 ， 对 于 空间 曲线 同样 有 类 似 的 定义 ， 
设 PtD 为 图 线 工 上 一 点 ，PiGr+ 7) 为 L 上 Po 点 的 仓 近 
点 。 当 点 DP, 沿 曲 线 趋 近 守 点 P 时 ， 割 线 PP 的 根 限 位 置 ， 即 为 
号 二 


曲线 在 P, 点 的 切线 、 实 际 上 ， 上 述 定义 与 本 教材 的 定义 是 完全 
一 致 的 ， 

因为 空间 直线 由 一 已 知 点 和 一 个 定 方向 完全 确定 。 为 求 过 
空间 曲线 工 上 的 已 知 点 P 的 切线 ， 关键 在 于 确定 其 切线 的 方向 
向量 为 此 ， 我 们 不 妨 先 来 考察 一 下 市 线 只 P, 的 方向 商量 的 极 
限 基 什么 ? 了 到 P,P 了 ,为 割 线 的 方向 向 量 ， 其 中 了 ,点 是 港 着 曲线 工 
的 增加 方向 选取 的 〈 如 图 1 一 7) ， 册 于 

PP=r(s+ A 一 条 人) 有 六 


- 一 一 
则 当 了 ,>P 时 , P,P, 的 极限 为 电 


= lim 
1 


他 十 A rs) 
= (1) 


由 导向 量 的 几何 意义 可 知 ， 它 刚好 是 曲线 工 在 P, 点 的 切 向 量 。 
所 以 ， 以 过 上 上 了 ,点 的 切 向 量 为 方向 向 量 的 直线 是 曲 线 在 P, 点 
的 切线 ， 

切线 有 一 条 很 重 双 的 性 质 ， 即 曲线 在 切 点 的 分 域内 与 切线 
的 差异 程度 比 其 它 过 该 点 的 任意 直线 的 差异 程度 都 小 ， 换 句 话 
说 ， 切 线 是 最 贴近 上 昌 线 的 直线 。 因 此 ， 曲 线 上 某 一 点 的 临近 部 
分 ， 可 用 其 切线 上 揭 对 应 线段 来 代替 ， 这 洋 “ 以 直 代 山 ” 的 误 
差 是 很 小 的 ， 

上 述说 法 具 是 描述 性 的 叙述 ， 利 用 切 稻 阶 的 梳 念 可 给 出 
曲线 与 切线 贴近 程度 的 数值 估计 ， 有 从 本 章 83 曲 线 与 曲线 在 公共 
虑 也 构成 * 阶 切 钨 的 充 要 条 件 可 知 ， 曲 线 工 在 了， 点 的 切线 与 曲 
线 志 在 该 点 至 少 析 成 一 阶 切 触 ， 在 非 扣 禄 点 CrxF 志 用处， 切线 


号 1 


与 曲线 的 切 甬 阶 是 1 ; 在 去 留 点 ， 其 切 俐 阶 一 般 是 4， 也 可 能 
更 高 ， 若 在 已 点 ， 向量 各 入 中 第 一 个 趟 等 于 零 的 是 
”出 切线 和 井 线 有 s 阶 切 触 ， 如 平面 曲线 ? =x 在 原点 与 切 
线 有 二 阶 切 般 ，.” = 关 在 原点 与 转 线 有 三 阶 切 航 等 等 . 

显然 ， 在 PDP 点 直线 与 曲线 具有 1 阶 切 触 ， 就 是 直线 与 曲线 
有 两 个 公共 点 PB，Pl， 当 了 P,P 时 ， 直 线 的 极限 位 置 ， 即 在 
已 点 的 切线 ， 如 果 工 与 4 在 也 点 具有 # 阶 切 甬 ， 那 就 是 上 与 C 
有 #+ | 个 公共 点 了 Py Po Pw 当 了 Py"…， 了 了 时， 直线 上 
的 极限 位 置 一 直线 ， 是 在 P 点 的 上 曲线 的 切线 ， 可 见 # 阶 切 能 的 
切线 比 一 阶 切 触 的 切线 ， 在 户 点 更 齐 近 华 线 ( ， 

4， 曲 线 的 密切 平面 

昌 热 空间 获 线 并 不 在 一 平 画 上 ， 但 是 对 于 曲线 任 一 所 
一 般 说 来 都 有 一 个 最 贴近 昔 线 的 平 疗 ， 这 就 是 曲线 在 该 点 的 密 
切 平 面 . 

密 茹 平面 嗓 热 是 最 贴近 已 知 则 线 的 平面 ， 那 么 过 该 点 的 切 
线 应 当 在 密切 平面 上 。 但 是 ， 过 已 知 点 又 包含 其 切线 的 平面 有 
无 数 儿 个， 为 慎 找 这 样 平面 中 与 曲线 上 点 偏差 最 小 的 平面 ， 我 
们 可 以 采取 如 下 做 法 ， 

将 些 线 工 投影 到 过 了 . 
点 面 奏 直 于 切线 工 的 法 平 
面 9 上 {各 图 1 一 8)， 
则 曲线 工 在 了 点 的 分 域 部 
分 在 8 上 的 射影 形成 一 条 
- 曲线 ({ 吉 图 1 一 8 所 
示 ) ， 此 新 草 线 一 般 以 
P 点 为 尖 点 ， 大 曲线 在 图 1/ 一 8 ， 

P 点 的 切 向 量 为 久 ， 则 由 了 和 态 决 定 的 平面 就 是 虹 贴 近 牙 线 的 
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平面 x。x 即 海 了 点 的 密切 平面 。 

由 申 线 在 正常 点 邻 城 结 构 的 讨论 可 知 ， 担 线 上 在 了 点 的 法 
平面 上 的 射影 申 线 避 ， 正 好 是 以 主 法 线 为 切线 的 半 立 方 抛 尾 线 
《 详 见 本 章 86) ， 岂 以 上 述 作 法 中 的 CC 曲线 的 切线 为 原 盟 线 上 
的 主 法 线 ， 因 此 TT 与 村 决定 的 平面 为 密切 平面 。 

对 于 密切 平 丙 ， 我 们 同样 可 通过 切 触 阶 的 概念 给 出 它 与 欧 
线 趾 近 程 度 的 数值 司 计 ， 即 密切 平面 是 与 沿线 至 少 其 尖 二 阶 霓 
和 触 的 平面 。 这 里 “至 少 ” 的 切 触 阶 是 指 在 曲线 的 非 训 留 点 ， 面 
在 过 留 点 ， 密 急 平 面 的 法 向 量 由 Yixr'" (将 0) 决定 ， 此 时 ， 密 
切 平面 在 该 点 与 曲线 至 少 有 上 阶 切 触 ， 

应 用 密切 平面 的 性 质 ， 在 近似 计算 中 ， 如 果 误 差 要 求 允 许 
易 线 上 某 点 到 平面 问 距 离 满足 三 阶 无 穷 小 时 ， 则 可 把 空间 曲 钱 
在 这 点 邻 域内 的 小 葛 线 段 转化 为 该 点 密 团 平面 上 的 平面 摧 线 米 
处 理 ， 共 面 减少 问题 的 复杂 程度 ， 为 计算 带 来 了 方便 。 

通常 情况 下 ， 简 单 曲线 上 的 每 一 点 都 存在 唯一 的 密 团 平 
交 。 特 殊 地 。 当 熙 线 为 直线 时 ， 在 它 上 每 一 点 的 密切 平面 都 基 
不 确定 的 ， 这 了 时， 我 们 可 以 把 每 一 个 经 过 该 直线 的 平面 着 成 它 
每 一 点 的 密切 平面 ， 当 申 线 为 平面 帕 线 时 - ( 非 直线 ) ，: 它 扩 在 
的 平面 即 为 黄 氏 上 每 一 点 的 密切 平 曾 ,， 

对 于 密切 平 辣 从 不 同 前 角度 出 发 ， 可 得 下 列 儿 种 定义 。 

(a) 其 线 L 上 过 P 了 点 的 切线 和 主 法 线 所 确定 的 平面 ， 叫 上 
在 了 点 的 密切 平面 
此 定义 ， 正 是 我 们 本 章 中 所 采用 的 ， 它 比较 交 观 明了 。 
(b) 与 葛 线 工 在 了 点 有 共有 至 少 二 阶 切 般 的 平面 ， 咱 密切 于 
十， - 

此 定义 比较 确切 ， 它 给 出 了 曲线 与 密切 面 贴近 程度 的 数值 
情 计 。.， .， | . 
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Cc) 本 章 妈 的 【 例 2 3 ， 也 可 看 作 密 切 平面 的 天 一 定 尽 ， 
它 是 用 极限 有 遇 想 终了 出 的 ， 类 似 的 想法 ， 还 可 引进 下 而 等 价 的 定 
设 P 为 曲线 上 上 一 点 Pl，P。 为 上 上 在 了 ,邻近 的 两 点 ， 这 
三 所 一 般 地 活 定 一 平面 r。 当 已 ， 哺 洛 曲 线 工 趋 近 于 疡 时， 平面 
x 的 极限 位 置 也 岂 散 工 在 加 的 密切 平面 ， 它 号 前 面 密切 平面 
的 定义 蚌 竺 价 的 ， 

下 面 ， 我 们 米 证 明 这 个 等 价 性 ， 

(1) 仿照 杯 认 $4 5 例 2 的 证 法 ， 只 要 家 出 PPix PB 
的 极限 为 ?xr" 即 可， 读者 可 自己 推导 ， 

(3) 首先 求 出 由 P79) ，PjG + A ，P(ts+ 5) 三 点 
决定 的 平面 x 的 方程 。 为 此 疫 o 为 * 上 和 任 一 点 的 流动 向 径 ， 出 问 
量 : Pp 一 7 一 TT 洪 而 ， 所 以 此 三 点 庄 定 的 平面 方程 为 

(p -Ty PT ?m7)=0 (1) 
其 中 TO) 一 的 (9 = 人 LA -rr) {2) 

-TD = 了 0 上 cr 一 70 《如 图 1 一 人 人 3) 
对 (2) ，、《3) 式 应 用 数学 分 析 中 的 中 值 定 理 得 

了 人 十 <) -FD = tO) 00,1 

FD) 一 人 =r + < 
于 是 方程 (41) 变 为 

(pp~t, POOASD), TOTEAID)=0 (4) 
对 于 第 (4) 式 ， 从 第 三 到 列 三 去 第 一 列 ， 上 一 用 一 次 中 值 定 
理 ， 便 得 

(p 一 fo TCD Pts =0 
其 中 页 L1 < A < 当 和 0 SO 时 则 得 x 的 
极限 位 置 的 方程 为 

(p -rey), rs) rs))=0 
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即 为 密切 平面 。 

这 种 定义 方法 有 很 太 的 竺 
遍 意 义 ， 它 不 仅 应 用 于 曲线 ， 
还 可 以 由 在 曲面 上 ， 同 如 定义 
曲面 的 密切 球面 ， 

5。 曲线 的 密切 妹 与 密切 加 

[ 定 关 2 说 一 个 球面 了 与 一 图 1 一 
条 空间 曲线 和 有 一 公共 点 Po 如 果 球 而 4 与 曲线 C 在 了 至 少 构 
成 三 阶 接触 ， 则 称 3 了 为 CG 在 点 PD, 的 一 个 密切 球面 。 设 了 为 曲线 
GC 上 PD 的 邻近 点 ，# 表 示 了 到 球面 5 的 距离 ，d 表 示 了 与 P 之 间 
的 虹 离 ， 则 对 密切 球面 来 说 ， 按 两 个 图 形 的 接触 阶 的 定义 ， 我 
们 有 有 
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先 确定 六 联结 了 与 球 心 4 交 球 疝 于 网 态 了 ，?,， 则 记 到 P 
为 了 到 球面 的 最 短 距 诊 ， 
了 ,到 了 为 了 点 到 球面 最 长 
距 词 。 若 球 半 径 为 4, 则 4 
分 别 为 
hh=PP = AP-a 
六 = PP,= AP+a 
因为 当 P 一 ?Di 村 ， 
he—> AP +a= 24 
所 以 各 与 坝 ' 玉 是 河 阶 无 穷 小 ， 图 1 一 -10 
名 p= :6= 44 产 -全 与 凡是 同 阶 无 穷 小 。 
若 曲线 忆 的 自然 参数 表示 为 
Y= Ft) (2) 


CT 


一 -一 一 一 一 一 一 他 一 一 “* 
则 癌 量 AP= PP -Pd4=YrD -Yo ~- PA, 因此 
p=AP: go cr) 一 条 全 站 _PAY:_a (3 
因为 足 PP= 4 与 弧 PP= ss; 荐 同 阶 丘 穷 小 ， 若 全 ;一 有 = 
4， 峙 条 件 (1 ) 可 写作 


Sx (下井 (4) 
小 沁 


然后 将 = s+ 4 代入 (3) 式 ， 并 撤 索 勒 级 数 关 于 c 的 宕 级 数 
展开 ， 得 


p= pt pt 让 下 (5) 


其 中 撤 号 表示 对 弧 长 的 导数 ， 下 标 *0 "表示 导数 在 点 ;=5 取 
值 。 要 满足 条 件 〈4 ) ， 展 开 式 〈5) 必 从 4 的 四 次 项 开始 ， 
因此 必 有 
P=0, pr =0 pl = 六 p=0 (8) 
若 取 球面 的 半径 za= PA 则 由 《3》 可知， 第 一 个 等 式 
Ps= 0 是 满足 的 ， 其 次 ,把 (3) 式 对 了 求 导 ， 则 月 
Dp'= 2 TY 人) 一季 人 -Pd 


一 一 
= 2zrfyrny -Toy 一 了 . C7) 


. J 、 
用 于 [yt -yt Pd] = — PA 


因而 条 忻 pi' = 变 为 
ThA=0 > - (8) 
此 式 表明 ， 在 已 点 球面 ; 的 半径 4P, 与 曲线 r =?(s) 的 团 线 各 
直 ， 因此， 与 遇 线 C 在 P 点 相 切 药 球 面 中 心 落 在 过 肠 点 息 直 于 
切线 的 法 平面 上 ， 
为 计算 $6) 式 中 的 第 三 式 pw = 小 我 们 将 《7) 式 和 
3321 


分 ， 则 有 
一 

Pa CFO -P08) — PAI+S (9) 
当 ， J = 7 代入， 则 De = 0 不 为 
一 一 > 

— rv PA+1l=0 
_ ~ 
芯 1 PA= R, (10) 
这 里 Ri= 过， 为 出 线 5C 在 点 的 曲率 半径 ， 


从 (QD 式 看 出 ， 球 心 4 在 该 点 主 法 线 上 的 投影 8 点 为 册 
线 C 的 出 率 中 心 ( 滋 )， 因 而 直 
线 44 是 曲率 加 (党 )， 由 此 可 
见 ， 跟 出 线 稳 成 二 阶 切 触 的 球 
面 ， 其 中 心 落 在 曲率 轴 上 上 (图 
1' 一 11T) ， 

显然 ， 这 种 球面 有 无 限 多 
个 ， 因 为 这 种 球面 中 心 在 上 曲率 
思 上 的 位 置 可 以 任意 选取 ， 所 图 1/ 一 1 
有 这 种 球面 和 密切 平面 相交 于 同一 个 圆 ， 这 略称 为 空间 曲线 的 
客 切 圆 . 

” 最后， 计算 (8§) 式 中 的 第 四 式 Co "= 纺 为 此 将 〈9)》 对 

+ 再 微分 一 次 ， 便 得 


p= 27 ry +2[C70) — Ft) 一 PF Cr + pr'y 


因为 


( 涛 ?曲率 中 心 ， 位 于 上 主 法 线 正 向 ， 且 与 曲 强 的 距离 等 于 败 率 半 穴 的 点 《密切 井 
中 心 }》， 则 明 率 中 心 ， 
(党 ) 则 率 轴 ， 可 过 曲率 中 心 并 平行 于 副 法 衣 的 直 绩 ， 于 米 曲 率 轴 ， 
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> -- 一 > 
T= Tp = KT + XB, Ty = 0, PT= 人 DVI= RK, 


所 以 ， 忆 += 5 代入 上 式 ， 得 


站 ro 
启 一 ~ 200XaE Ad PB, — 2 (11) 
曲 
这 表明 ， 如 果 
Rh Ko 1 
P,A PB, = ye 一 了 及 {12) 


其 中 Ts 表示 曲线 在 已 点 的 挠 率 半 径 ( 当 )， 则 曲线 C 和 球面 了 在 
P, 点 构成 三 阶 切 触 ， 该 球面 为 盟 线 在 已 点 的 密切 球面 . 

(12) 式 表 示 球 心 4 在 副 法 线 上 的 投影 与 点 也 的 距离 等 
TR 

因此 ， 密 切 球 的 中 心 4 的 向 征 汶 


A= FAs) + Rv + ToR,'b, (13) 
半径 为 

a=| ?Oo) ~ a) = RY + (CTR,) (14) 
战 a = Ro eT RY: 


笃 此 ， 我 们 可 直接 给 出 密切 圆 的 定义 曲线 在 六 点 的 密切 
球面 与 该 点 的 密切 平面 的 交 线 ， 即 为 曲线 荆 在 己 点 的 密切 圆 。 
密切 图 与 曲线 工 在 公共 点 P, 有 共同 的 切线 和 主 法 线 ， 所 以 它 与 
曲线 在 该 点 徇 成 带 少 有 二 阶 切 融 ，。 这 一 事实 ， 在 近似 计算 中 也 
有 应 用 ， 如 果 误 差 允 许 范围 限制 在 三 阶 无 穷 小 之 内 ， 那 么 曲线 
在 该 点 邻 域 的 局 部 起 线段 可 用 它 的 密切 贺 上 圆 弧 来 代替 , 这 样 ， 
即 洲 足 了 误差 要 求 ， 允 使 计算 能 化 繁 为 简 . 


G8 党 计 半径， 内 吉 在 点 的 3 


3 人 


86， 平面 曲线 

平面 曲线 固然 可 视 为 空间 曲线 的 特例 ， 但 又 不 完全 如 此 ， 
国 它 逊 具 有 本 喘 的 一 些 特殊 性 ， 下 面 ， 我 们 分 三 部 分 来 介绍 ， 

(1) 平面 曲线 的 基本 公式 

假设 平面 曲线 在 xy 平面 上 ， 则 作为 空间 曲线 ，《 的 副 法 
问 量 和 x% 轴 上 的 单位 向 量 e; 最 多 只 盖 一 个 符号 ， 即 

B= se,, £= +1 (1) 

在 非 逗 留 点 ,上 的 主 法 向 基 总 指向 曲线 的 四 入 的 一 方 。 因此 ,者 
8, 戎 著 纸 的 上 方 时 ， 则 B= ee= (如 图 1' 一 12 中 的 PI 点 } 4 
而 在 斑点 ，B= 一 6 2 = -1。 在 换 点 P 处 ， 主 法 册 量 > 和 副 法 
向 量 Bf 都 不 能 无 条 性 地 了 歇 一 确定 ， 当 切 点 从 不 同 的 方 问 趋 于 
PP 时 ， 主 法 向 量 和 出 法 向 量 的 极限 都 有 不 同 的 正 周 ， 这样 回 量 
阔 数 ?7 和 在 Po 点 是 不 连续 的 ， 


. 图 1! 一 12 
但 是 在 平面 曲线 上 ， 这 种 不 连续 性 是 可 以 设法 避免 的 ， 单 
位 问 量 e, 兹 定 为 平面 的 正 山 ， 使 它 成 为 有 问 平 面 ， 于 是 在 xy 了 
画 上 可 引进 有 加 和 角 的 概念 ， 这 样 ， 我 们 就 可 以 在 tt 上 的 每 一 点 


3 


取 在 光 面 上 〈 主 ) 法 线 上 的 单位 问 量 为 8g， 使 切 向 量 T 到 ?的 


有 向 角 为 于 ， 即 令 
N= 2 xT 
而 以 # 代 蔡 主 法 向 量 "。 显 然 # 是 连续 的 ， 而 且 根 据 《1) ， 得 
n= ,XT=eBxT= ey 
如 时 我 们 前 讨论 不 超出 x 平面 之 和 外， 单位 向 量 % 就 称 为 平面 项 
线 的 法 向 量 ， 
现在 对 于 平面 曲线 ,B= 0， 挠 率 xx =0， 所 以 ， 基 本 公 
起 变 六 
T= ky 
Vp -kT 
以 7 代 v， 即 得 
T= er 
Nc exT 
令 x =ex， 则 平面 曲线 基本 公式 可 写成 
T' = 得 
N= -HT 
其 中 xk.(r) 称 为 曲线 在 平面 上 前 相对 蝎 率 ， 它 和 “绝对 曲率 ” 
X 不 同 的 证 ; xzz0， 而 必 则 可 正 可 负 。#r 是 连续 列 数 ， 当 变 
号 和 时，#; 也 变 号 ， 而 中 途经 过 零 ， 投 如 在 图 1 一 13 中 ， 了 点 的 
Kr 祈 0, 在 Po 点 ;= 0，Ps 成 
rr. 
注意 ， 当 此 线 的 方 同 
匡 侧 时， ;:，T 和 n 都 变 
号 ， 因 此 “也 随 之 恋 号 。 
例如 ， 一 个 按 反 时 针 方 
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.向 描绘 的 加 的 kr>0， 而 一 个 按 顺 于 钳 方 癌 描 绘 的 圆 的 必 必 0。 
国 恕 ， 车 只 给 一 条 无 向 曲线 ，#r 不 能 确定 ， 这 一 点 与 (是 不 同 
的 。 ; 

(2) 平面 曲线 的 相对 有 卡 率 

设 平面 曲线 C 在 一 点 的 切 涧 量 与 x 轴 正 占 所 成 的 有 向 第 为 
PP 《图 1 一 14) ， 则 

T=icosp + jsing C2) 


投 = icos( p+ 子 ) 


t+js:n ( p+ 于 


= -ising +jcosy 


EE 阅 1' 一 1# 


昌 于 Fo mm do 
T1= — si TOO030 
1 ds J 9 ds 


= -ising+jcose) -92 
一 ns 
-各 平面 曲线 的 基本 公式 毕 较 ， 得 相对 山 率 


_ dp 
kr = -32 (3 ) 


由 此 可 知 ， 在 上 曲线 “向 左 转 ” 的 地 方 ， #. 汪 0， 在 山 线 “ 疝 右 
转 ” 的 地 方 ，K;:<0 (图 1 一 15)。 这 个 公式 基本 上 与 曲率 «的 几 
何 意义 一 致 ， 不 局 的 是 此 处 2 为 一 有 问 角 ，、 而 在 空间 曲线 的 相 
诬 公 式 里 的 -49 是 空间 两 个 向 是 的 光 角 〈 无 向 角 ) 。 
上 而 是 通过 基本 公式 。 
了 3 


=- -一 -- 一 pr 


地 二 KT 


和 T=icosp+jsing， 导 出 相对 曲率 


dy 
ds 


上 一 


反 过 来 ， 从 相对 曲率 #,= -9 于 和 T=icosp+jsinp 也 可 扒 


出 平面 申 线 的 基本 公式 ， 作 法 如 下 ! 
由 于 T= icosgp +jsing 


看 


区 


do 


n= —ising+ jcosg 


T'= (- ising + jcosw) = 4 0 


， , d 
m= (- tcosp ~ jsing) 和 =- 


a = Kp 所 坟 ， 基本 会 式 为 


一 
T'= Kr 


R= — rT 
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平面 上 的 运动 都 可 视 为 一 个 平移 和 -个 旋转 之 积 ， 在 平移 变换 
下 ，9 和 上 不 变 ， 而 经 过 一 个 旋转 时 ， 每 -“ 条 切线 也 部 转动 同 


祥 大 小 的 角 ，* 也 不 变 ， 所 以 -32 不 变 。 


若 x (9 和 ?0 为 卫 点 的 举 祭 ， 则 
T= w+ yj 


其 中 x'= cosyp y= sing， 寺 是 


| 2 = -sinp-92 - —y ie 


(0 cosp -So = wf 


由 于 x'，y* 中 至 少 有 一 何不 为 0， 折 以 这 两 个 卡子 至 少 有 一 个 
可 用 . 将 (4) 工 中 的 两 七、 分 别 底 次 有 习 以 -7 ，x* ,得 
YK 
Y= we 
由 于 x + y= COSP+ Sin:p 二 二 
所 忌 ， 上 边 三 式 相 加 ， 得 
N= 
车 引进 任意 参数 t!。 并 设 弧 长 增加 的 方向 为 的 增加 方 
向 ， 则 
7 
OT 
当 取 t= x 时 ， 则 
$28 


一 -人 下 
em. er 


3》 开 面 项 线 自然 方程 的 积分 
由 曲线 的 基本 定理 证 明 可 知 ， 若 纵 定 曲线 的 自然 方程 
K=O XX 
则 这 组 晒 数 可 确定 唯一 的 一 条 曲线 ， 
按 自然 方程 来 确定 曲线 ， 称 之 为 自 榴 方程 的 积分 法 问题 ， 


也 就 是 求 微分 方程 组 
A 
Te 
+t 
A - -加 


的 解 的 问题 ， 这 个 问题 不 是 初等 的 ， 但 对 于 挠 率 xX = 0 的 特殊 情 
况 ， 方 程 组 可 按 求 积 法 得 到 它 的 积分 基线 ， 下 面 ， 就 米 介 绍 平 


面 曲 线 自然 方程 的 积分 法 ， 
0， 为 而 线 ， 这 时 方程 组 变 为 
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现在 来 请 明 ， 只 须要 通过 两 次 求 积分 就 可 得 平面 曲线 的 腿 方 
程 . 


平 芝 曲线 的 自然 方程 
此 三 下 《人 
设 a 为 曲线 的 切线 与 * 轴 的 交角 ， 则 有 
和 0 = COsa, = sina 


分 别 对 上 面 各 式 积分 ， 便 得 
a=| «0 ds+ a 


旨 


， . 
“=| COsads+ 0 
了 


= {sinads + 加 
其 中 ，az，xo， 为 分 别 为 角度 a， 坐 义 x，.y 库 点 ;=5 处 的 值 ， 
由 于 Cos 一 CDS (ve 级 了 十 a, ) 
| = cosa cos (fx {3s) ds) — Sinaosin (ee ds) 
Sinw = S11 (| CAst oa ) 
= SINO,COS (fx (1) ds) 十 COScS1T (fx (7) ds) 
而 A = COSA, -2 =sina 
再 次 积分 ， 得 
1 = CoOsa, | ses (fs ds)ds | 


33 外 


sina sin (fx 《人 ds )d; + x 
J 中 了 
《的 = sina| COS ( 人 (人 ds) ds 
说 人 
+ cosanl $1 ({ x Cs) ds)ds + yo 
9 Ed 


信 XY = jcos(f« (Cs) ds )ds 
bE | aa (人 《3 了) ds )ds 


X= XCosr — yp*s1ne, + x 

= x*Sna + y* COSa + y, 
此 式 表明 ,如果 浆 个 平面 平移 一 个 向 量 00' = xve, + yue:。 然 后 再 
旋转 一 个 角 a,， 则 每 一 点 tx，y)》 就 可 以 从 上 成 《rw 了 吓 ) 得 到 ， 
这 就 是 说 ， 竟 线 (x (的 ) 是 从 则 线 (x*(D，y*(9)) 经 过 
一 个 变换 得 到 的 ， 因 此 ， 胖 而 曲线 的 形状 由 它 的 曲率 r= ts) 
完全 确定 ， 其 中 k(n 为 连续 枉 数 ， 

[ 酌 2 试 求 曲 率 #*= 常 数 的 常 曲率 曲线 ， 


( 解 ) 设 “ 拓 0，c 为 切线 与 y 轴 的 来 衣 ， 册 于 -名 -= 第 
一 次 积分 ， 有 
a= | ndst a test a {说 吕 = 的 
第 二 次 积分 


F 由 
Ey -| COS RS + oo) dr = 1 in (rst a + 
0 i . 


站 二 | sin{rxs+ ea) ds= 一 cos (xs + on) 十 ye 
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从 上 式 消 去 4$， 得 


Cx 一 0) 十 他 一 加 二 x 


它 表示 所 十 为 半径 ，(x,， jo) 为 中 心 的 国 ， 


车 = 了， 则 a =a，( 常 数 ) 。 斯 以 


二 
X= | COSm ds = SCOSo, + x 
t 


下 
y = | sinnds= $sinas + 


消去 3， 得 
P= tA — Xo) 

这 是 平面 上 的 直线 方程 ， 

因此 得 出 ， 平 而 上 的 党 曲 旧 赐 线 育 两 称 ， 

( 当 上 曲率 不 为 0 时 ， 是 以 曲率 倒数 为 半径 的 圆 。 

(ji) 当 曲 率 等 于 0 有 时， 是 一 条 直线 ， 

了 .了 一 $ 公式 的 几何 意义 

我 们 已 经 知道 ， 简 单 则 线 放 上 每 个 所 上 ， 都 伴随 着 一 个 相 
伴 三 棱 形 {P(D TD，2(09，8D2)。 而 且 当 相伴 三 棱 形 项 局 
P05) 沿 简单 曲线 弧 工 ，? = 7(3) 做 微小 移动 有 时， 相伴 三 核 形 也 
随 着 运动 。 描 述 相 伴 三 枝 形 人 运动 规律 的 关系 式 ， 就 是 我 们 熟悉 
的 F 一 Ss 公式 。 即 


dT 

J 

dy 

jr KT + xB 
db 

Tar 
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一 -一 -一 -- 一 ”一 


因为 我 们 要 通过 它 的 运动 ， 来 分 析 曲 线 的 弯曲 状态 ， 消 以 把 运 
劲 的 平 符 移 动 部 分 97 = 略 去 ， 而 只 讨论 转动 部 分 ， 


af 
A 


Bsrasy 


(St48) ds 


2 (8t45) J {8+48) 


er 
2 


中 


(1) (2) 
图 1 一 16 


下 面 ， 我 们 对 F 一 8 公式 描述 的 微小 转动 作 一 个 分 析 ， 

把 兰 摊 形 看 散 一 个 刚体 ， 当 它 微微 小 转动 时 ， 必 绕 一 个 枉 
时 旋转 轴 转 动 ， 

由 第 一 式 -9 = ww 知道 ， 沿 量 T' 总 在 主 法 向 量 » 的 正方 和 
上 ， 其 模 长 等 于 曲线 在 该 点 的 曲率 x， 所 以 ，T' 和 其 它 向 量 一 


样 ， 等 于 它 前 模 丧 以 与 它 同 河 的 什 筷 癌 量 ， 又 由 第 一 章 中 86.1 
的 井 罕 定义 和 定理 ， 育 


， A 1 ， 
lim | 务 |=* lim 


Ed | -nd | 


| 1 
备 |= 
其 中 ，-16 表 示 沿 曲线 距离 为 -43 的 两 点 的 切 向 量 的 夹 角 。 当 第 
二 条 切线 沿 曲 线 欧 近 于 第 一 条 时 ， 比值-$ 的 极限 称 为 在 对 应 


点 处 关于 曲线 上 冯 走 这 的 路 程 的 切线 的 转动 定 度 ， 这 个 巡 度 的 
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大 小 锋 于 在 同一 点 处 的 曲率 慎 ， 所 以 也 称 癌 量 xv 为 曲率 向量 ， 
Ky En 所 以 它 以 副 法 线 冶 量 为 履 时 旋转 轴 , 以 曲率 * 为 巡 
其 次 ， 由 人 \ 式 的 第 三 式 


a "= XP 


ds 


说 明 盎 法 向 量 对 张 长 的 微 商 与 主 法 向 基 共 线 ， 其 大 小 等 于 
1 x1。 由 找 率 的 定义 和 定理 ， 有 
lim 


lm| a |=| -xb lim| S81= 人 | 
城中 4p 雪 示 汪 肯 线 中 高 为 有 5 汉 丙 上 的 天 法 线 半 的 入 ，: 当 第 
二 条 副 法 线 沿 上 曲线 趋 近 于 第 一 条 时 , 比 全 $f 的 极限 为 在 对 应 点 


处 关于 沿 曲 组 上 所 老 的 路 程 的 副 法 线 的 旋转 速度 ， 这 个 速度 的 
大 小 等 于 在 周一 点 处 挠 率 的 横 }- X 小 又 因为 付 法 钱 瑟 直 于 密切 
平面 , 所以, 在 曲线 上 两 点 处 的 付 法 线 闻 的 夹 角 等 于 在 此 两 点 处 
密切 面 间 的 交角 ， 因 此 可 以 说 |~X] 为 密切 平面 关于 没 曲 线 所 


走 的 路 程 ? 的 旋转 速度 显然 -和 8 = 一 加 给 直 于 T， 因 此 ， 它 


以 切 向 量 为 屏 时 旋转 二 ， 以 | ~x| 为 速率 ， 向 ?的 反方 向 旋转 ， 


表明 主 法 向 量 对 于 弧 长 5 的 微 商 总 平行 于 从 切面 , 其 方向 
由 -~ er i 7 米 确 定 ， 其 大 小 等 于 vi 二， 从 运 


动 学 的 意义 来 讨 ， 此 公式 表示 对 于 每 一 个 给 定 的 3 值 ， 相 伴 三 
本 形象 刚体 一 样 旋转 时 的 角速度 向 量 ， 而 它 是 俯 两 个 瞬时 旋转 
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一 一 一 一 一 一 1 -rr 


轴 T， 的 合成 轴 ， 即 -xt 与 从 合成 的 向 量 为 瞬时 旋转 轴 ， 
以 V+X 为 速率 的 转动 。 

总 之 ，F 一 $ 公式 所 描述 的 相伴 兰 楼 形 的 转动 。 通过 切 向 
量 T 的 转动 方向 看 出 盟 线 的 弯曲 方向 ， 它 的 转动 速率 表示 了 曲 
线 的 弯曲 程度 ， 通 过 付 法 疝 量 了 的 转动 方向 兰 出 曲线 是 左 挠 曲 
还是 右 挠 曲 ， 它 的 转动 速率 表示 了 曲线 的 挠 晶 程 度 ， 


(四 ) 本 章 小 结 


一 、 曲 线 的 烙印 与 公式 
1， 曲 线 方程 与 正 向 


曲 纺 方程 的 形式 | 曲线 的 正 向 
参数 ! 或 -增加 方向 
汶 曲 线 正 向 


1 T= 
参数 起 y= 中 或 = Yt8) 
(sz0 Fatsy 


寻 汐 企 章 大 数 ， 呈 为 得 级 强 长 ) 
j Flrs yy =0 | 


交 面 式 


| ry = ] 


则 量 式 f=r(ty 或 了 =To) | 
(s、t 意义 同上 ) 


2， 曲 线 的 相 收 三 楼 形 中 的 三 个 单位 同 量 


LE 
省 称 | 定 义 正 方 向 
单位 切 测量 t=r'(s) 与 时 占 正 疝 一 致 . 
单位 主 法 癌 量 = 指向 曲线 四 全 ， 
|r"is) 1 
单位 副 法 向 量 Bartxv 由 TX 尼 决定 
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三 者 的 关系 
T=vxB, r= BxT, B=Tx» 

3， 相 伴 王 徒 形 中 的 站 线 和 平面 方程 

设 计 ,(x,，y%，%s) 为 曲线 上 任 一 已 知 点 

《1 ) 切线 与 法 平面 方程 


茹 器 方 和 旱 ] 法 于 疝 六 程 
参 区 一 村 | 将 一 | 。 
Ee 六 = EA TT 0 + 
1 
交 区 -YN 站 Te 
| Fy Fu ” | 7 Fy Fn Flix Fly F'sg 二 
者 | 六 
向 
站 T= + A (reo ra = 
我 | 
(2 》 主 法 线 和 从 切面 方 各 
| 主流 线 方 四 | 从 妇 出 方 和 
参 -Tt 划一 和 空 一 号 和 ， tt 有 
炊 Ee a or | za (FE 芭 下 提 一 部 人 十 六 一 二 有 二 站 
向 | 
量 TfT= fg 二 成 ri tTe = 站 
汇 ! 


《3) 副 法 线 与 密切 平面 方程 


名 法 规 方 程 | 视 切 南方 各 
| i nt TI- Yo A 
监 加 中古/ 羡 汪 和 M "| ga ye gp = 活 
1 ye Ea) Jeer zed eer ye Ta 
加 | 
| | T= tA x Fa | -ras for fey=0 
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上 面 三 个 表格 中 ， 如 ， 剖 ，… 琢 东 以 上 为 参数 时 ，- 经 -， 
和 … 在 战 M tx, Ps gs 中 寻 的 慎 : Xs Y's … 状 示 以 弧 长 


5 为 参数 时 ，-， 丰 和 ，.,， 在 点 玉 处 的 值 ， 尝 等 。，F， ， 


ds dr’ 


-= OF dP 
人 Dp 天 未 下 一 Br 在 点 刘 处 前导， 等 等 ， 


4。 曲线 的 共 本 公 于 


和 
db 
= — KT+ Bh 
Sr 加 
特点 : _ 
(1)》 基本 向 量 T， 7 对 训 长 的 导数 ， 用 站 加 的 
线性 组 合 形 示 。 
《2) 系 束 阵 是 一 个 反对 称 阵 
FO x 0 
je 
“人 -x 
(3) 系数 xt，X 的 儿 何 意 交 是 它们 分 别 表示 曲线 网 曲率 
和 抄 率 ， 


5。， 自 率 和 找 率 的 定义 及 计算 公式 
(1) 臣 率 和 搁 率 定义 ， 昂 本 帝 内 容 。 
《2) 曲 窜 和 邱 课 的 计算 公式 ， 
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| 曲 率 | 找 率 
一 一 一 | 一 

elt | tr rT riy , 
向 | KE=T"| 《全 洱 参 获 ) | X= 为 各 数 ) 
全 jr 

Fy 

式 | 大 天 | 十 X 了 | 川 开 《为 参 数 ) = 一 让 (为 参数 ) 
oT | 
者 六 二 二 | Db 2 
式 [x| "多 数 ) 
奉 | yy 民 中 | + EE 5 ; 
标 | = yf | a + + 习 刘 一周 站 > :| 
式 (B+ 十 号 2 D 2 


6。 基 本 定理 和 自然 方程 
在 一 个 闭 区 间 a 和 所! 所 4 上 给 定 任 意 两 个 六 绪 胃 数 x(s) 和 
X 0， 基 中 9>0 则 除了 空间 位 置 差别 外 ， 唯一 地 存在 一 
条 空间 曲线 ， 它 耻 3 为 骂 长 ，r (0) 为 曲率 ，X (为 拼 率 ， 
方程 组 
K=KO) 0 X= XC) 
称 为 空间 上 曲线 的 自然 方程 ， 


二 ，、， 特 殊 茧 线 
1。 定 倾 曲 线 的 定义 和 人 性质。 
2， 乓 特 衣 曲线 的 定 立 和 性质 ， 


(五 ) 独立 练习 题 


1， 复 习题 
(1 )》 和 什么 巴 空间 曲线 的 基本 淘 量 和 和 相伴 三 楼 形 ? 
(2)》 写 出 空间 曲线 的 基本 公式 ， 并 说 明 其 特点 及 硅 上 曲 线 
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论 中 所 起 的 作用 ? 

《3) 空间 其 线 的 茵 本 不 变量 是 什么 ?它们 十 怎样 定义 
的 ? 写 出 其 表达 式 ， 

(4 ) 一 条 空间 曲线 在 每 一 个 正常 点 邻 域 内 的 结构 如 何 ? 

(5 ) 蔡 间 员 线 的 基本 定理 的 内 容 和 作 册 ， 些 定理 证 明 的 
主要 步骤 如 何 ? 

2， 练 习题 

(1) 求 抛物 线 y =x 对 应 于 -< 么 X 委 4 一 段 的 隆 长 ， 

(2 证 明 朝 线 x=T+ 和 3 二 2f9 了 = 总 一 中 +58， = 
~ 上 为 平面 时 线 ， 并 求 出 它 所 在 的 平 商 方程 。 


3， 讨论 曲线 了 ={all SinD, a(1- cosh), 4zcos 才 | 在 


哪些 点 的 曲率 半径 最 大 ? 

4， 如 果 有 曲线 的 所 有 的 法 平 商 包含 固定 向 量 e, 那么 这 山 线 
是 直线 或 平面 曲线 ， 

5。 加 果 两 条 盆 线 的 点 之 闻 可 以 建立 这 样 的 对 应 关系 ， 使 
它们 在 对 应 点 的 雪线 平行 ， 则 对 应 点 的 主 法 线 和 付 法 线 也 分 别 
平行 ， 并 且 曲 罕 与 找 率 必 成 比例 A* ;XX*= KY， 

6， 证 明 如 果 但 线 在 每 一 点 的 密切 平 曾 跟 曲 线 痢 有 三 阶 霓 
触 ， 则 它 是 平面 划 线 ， 
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第 二 章 ” 包 络 论 学 习 指 时 


关于 直线 与 烛 面 包 结 的 理论 ， 不 仅 在 《 常 微分 方程 》 及 其 
它 学 科 中 要 讽 到 ， 而 且 在 许多 生产 实践 中 次 有 重要 应 用 ， 所 以 
本 章 对 曲面 族 的 包 络 理论 微 了 比较 详细 的 论述 。 至 于 册 线 族 包 
络 的 内 容 ， 则 完全 可 以 进行 类 似 的 研究 ， 故 对 这 部 分 内 容 闪 做 
了 简单 的 叙述 。 为 了 恒 于 读者 学 习 有 头 包 络 的 知识 ， 下 面 就 有 
关内 容 做 些 说 明 ， 并 进一步 加 以 讨论 。 


(一 ) 本 章 朗 点 


首先 给 出 了 曲面 论 所 研究 的 基本 对 象 一 一 简单 曲面 片 的 几 
何 定 义 ， 同 时 给 出 了 解析 式 的 判别 条 件 ， 然 后 ， 利 骨 曲 而 的 参 
赦 方 程 给 出 了 了 曲面 的 阳线 坐标 网 。 随 后 ， 讲 述 了 本 章 的 主要 内 
容 一 一 单 参 曲 而 族 及 平面 族 的 包 络 定义 及 求法 ， 同 时 也 讲述 了 
特征 线 族 的 包 络 一 一 凑 线 ， 并 利用 着 线 将 单 参 平面 族 包 络 面 
(可 展 曲 面 ) 进行 分 类 ， 还 给 出 了 直 姓 面 是 可 展 曲 面 的 判别 条 
件 。 最 后 ， 作 为 包 络 理 论 的 一 个 应 用 ， 介 绍 了 渐 伸 线 与 浙 届 线 
的 有 关 知 识 ， 


(二 ) 基本 要 求 


1， 理 解 和 学 握 简 单 卓 面 片 的 定义 ， 对 于 曲面 片 的 解析 
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式 ， 会 用 解 李 法 判别 其 是 到 确定 简单 用 盏 片 。 
2. 能 通过 则 方程 的 迁 当 参 数 化， 建立 曲线 网 ， 会 用 让 
线 阿 研究 几何 问题 ， 
3. .训练 掌握 单 参 曲面 族 《平面 旗 ) 包 络 的 定义 及 求法 。 
-4; 了 解 妾 参 平面 族 包 络 的 分 类 ， 
_ 5。 学 河 运 用 包 络 理论 来 解决 某 些 简单 问题 。 


(三 ) 内 容 分 析 


” 概述 


本 章 首 先 给 出 了 局 部 微分 几何 在 曲面 论 中 所 研究 的 对 象 
一 一 简单 划 曾 片 的 几何 定义 及 其 解析 表达 式 ， 举 例 说 来 ， 一 条 
生 行 车 里 带 上 的 一 小 块 ， 可 看 散 一 块 平面 片 ， 当 车 带 充 满 空 气 
后 ， 车 带 变 成 了 环 面 ; 原来 的 一 小 块 平 面 片 训 成 了 一 小 块 曲面 
片 ， 这 两 所 小 面 片上 的 点 连续 地 一 一 对 应 ， 也 就 是 说 前 者 
经 过 连续 变形 变 成 了 后 音 ， 并 且 在 变形 过 程 中 保持 了 光滑 和 不 
自 交 的 两 个 基本 特征 。 通 常 我 们 把 具有 这 样 两 个 特征 的 曲面 片 
称 作 简单 曲面 片 。 也 就 是 说 ， 它 是 处 处 存在 切 平 面 ， 而 是 当 切 
点 运动 有 时， 其 平面 连续 变化 的 曲面 片 ， 所 以 ， 我 们 把 简单 碍 面 
片上 的 点 称 骸 正常 点 ， 反 之 ， 对 于 不 人 存在 切 平 面 的 点 称 做 奇 
上 点。 显然 ， 充 满 空 气 的 自行 车 里 带 ， 其 上 的 点 ， 内 气孔 一 点 为 
奇 点 外 ， 其 它 点 殿 为 正常 点 ， 所 其 其 它 点 的 邻 域 秋 为 简单 曲面 
片 ， 
我 们 知道 ， 为 了 用 数学 方法 来 研究 几何 图 形 ， 人 好 总 是 把 
几 形 与 方程 建立 对 应 关系 ， 即 用 方程 来 表示 地 线 和 和 曲面， 那 
么 ， 读 者 自然 会 问 ， 曲 面 方程 中 的 函数 具备 什么 性 质 才 能 断定 
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它 确 定 的 更 面 片 是 简单 曲面 片 呢 ? 为 了 回答 这 个 问题 ， 继 简单 
曲 曾 片 定 久之 后 ， 给 出 了 三 个 判别 定理 ， 即 用 参数 方程 ， 显 式 
方程 及 隐 式 方程 给 出 了 判别 简单 曲面 片 的 充分 条 件 。 

知道 了 研究 对 象 一 一 简单 晶 夯 片 ， 学 担 了 基本 工具 一 一 回 
莉 分 析 ， 偿 要 会 运用 几何 上 研究 问题 的 基本 方法 一 一 坐标 法 。 
在 微分 几何 中 ， 人 们 往往 把 平面 上 的 仿 射 坐标 系 推广 到 骨 面 上 
去 。 即 建立 曲面 上 的 曲线 坐标 网 ， 对 此 ， 是 通过 曲面 的 参数 化 
来 实现 的 。 道 常 ， 给 定 了 曲面 马上 的 一 个 向 量 式 参 数 方 程 

T= (4, 5) = {XER, 2 HY SC 共 } 

世 就 在 上 建立 了 一 个 曲线 坐标 网 ， 这 基因 为 ， 当 #= 如 (党 
数 ) 或 = ( 弟 数 ) 时 ， 回 量 

= 了 =) 
之 终点 的 轨迹 为 了 圭一 条 sz 曲线 或 一 条 # 有 曲线 ， 在 一 般 情况 下 ， 
一 条 * 曲 线 与 一 条 ?曲线 在 了 上 只 交 于 唯一 一 点 ， 所 以 就 把 数组 
(#9) 称 为 该 点 的 曲线 礁 标 。 总 之 , 图 面 经 过 适当 的 参 玫 化 后 ， 
就 可 使 其 上 的 点 与 实数 对 之 间 建 谋 一 一 对 应 关系 。 从 而 ， 为 用 


向 量 分 析 来 研究 几何 问题 创造 了 条 性， 
.. 硝 了 以 上 的 准备 , -接着 就 研究 了 本 章 的 主要 内 容 一 一 单 参 
上 蛙 如 族 的 外 络 理论 ， 
. 我 们 知道 ， 方 程 
ra) =R (1) 


表示 一 个 以 常数 及 为 半径 ， 中 心 在 (0, 0,a) 点 的 球面 ， 面 当 实 
数 a 《〈 族 参数 ) 连续 变化 时 ， 方 程 〈t )》 则 表示 球 心 在 0x 轴 上 
连续 变化 的 一 旗 球 面 ， 那 么 ， 这 族 球 面 间 有 何 关系 呢 ? 可 以 想 
”和 象 得 到 ， 每 个 球面 都 与 半径 为 R， 以 0x 轴 为 轴线 的 桩 面 习 相 
切 ， 并 且 瑟 上 每 一 点 都 是 它 与 某 个 球面 相 切 的 切 点 。 直 观 上 来 
滑 ， 柱 面 三 不 但 把 每 个 球面 都 包 起 来 ， 面 且 把 它们 联络 成 一 个 
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整体 ， 

从 上 述 一 类 具体 问题 中 ， 我 们 概括 出 包 络 的 定义 

已 给 单 参 曲面 族 号 。， 了 (x、y,*;9) =0， 其 中 为 三 .的 族 
参数 ， 如 果 存 在 曲面 3， 它 满足 如 下 条 性 ， 

(i》 对 了 上 每 个 点 ， 都 有 族 芋 , 中 一 曲面 与 在 此 点 相 切 ， 

(i) 旗 王 。 中 每 个 曲面 都 与 曲面 相 切 。 那 么 ， 就 称 曲面 + 
为 单 参 曲面 旋 芋 .的 包 红 曲面 . 

有 了 定义 ， 下 面 就 来 研究 它 的 求法 ， 


若 已 给 单 参 曲面 族 方程 次 
F(x,y, Xi 0} = 人 0 (2) 
由 求 包 络 的 通常 步骤 如下 : 
(i) 就 参数 ec 微分 族 方程 (2) ， 得 
F(x ys A) = (C3) 


(iD 从 族 方程 (2) 及 《〈3) 的 联 立方 程 
jE (x 7 53 GD = 日 
[F(x, y, %40) =0 
中 消去 参数 a, 得 判别 曲面 三 的 方程 
Pw, y= : {4) 
(iii) 从 判别 曲面 上 去 掉 旋 浊 面 十 的 琳 点 ， 则 得 包 络 则 面 $ 
的 方程 。 
我 们 知道 ， 点 动 成 线 ， 线 动 成 面 。 那 么 ， 包 络 面 是 什么 则 
线 运 动 的 轨迹 昵 ? 实际 +， 著 方 程 (4 ) 是 包 络 曲面 ， 由 其 推 
导 过 程 可 知 ， 包 络 曲 面 上 的 点 ， 姨 在 曲面 《2) 上 又 在 曲面 
(3) 上 ， 因 此 它 是 所 有 交 线 
人 二 自 
" FCxs ys S30) = 0 
构成 的 ， 工 。 称 做 特征 线 ， 还 可 证 明 ， 特 征 线 就 是 族 邯 曾 中 相 廓 
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二 曲面 的 交 线 的 极限 。 所 以 包 络 面 是 特征 线 的 轨迹 ， 如 整个 特 
征 线 族 闭 满 了 包 绪 曲面 。 
特定 线 族 是 随 参 数 a 连续 变化 而 产生 的 曲线 族 ， 类 做 于 曲 
面 族 存在 包 绪 问题 一 样 ， 特 征 线 族 或 更 一 般 地 说 来 ， 曲 线 族 也 
存在 包 络 问 题 。 所 以 本 章 以 特征 线 族 为 例 ， 给 出 了 包 络 线 的 定 
义 和 求 法 、 具 体 说 来 ， 给 出 了 将 线 的 定义 和 求法 ， 
[定义 3 已 给 曲面 族 三 的 包 络 曲面 4 的 特征 线 族 
(F (x ys ge =0 
(F(x, ys ws A} = 
如 果 存 在 曲线 C， 福 足 
4 曲线 C 上 每 个 反 都 有 工 , 中 一 曲线 和 它 相 切 ; 
(ii) 工 , 中 每 条 曲线 都 与 曲线 C 相 切 ， 那 么 ， 盟 线 C 就 叫做 
了 的 包 绊 曲线 。 有 时 上 也 称 做 包 络 曲 画 了 的 兰 线 。 
者 已 给 曲面 族 >。 的 特征 线 族 
【下 《wy yy 10) = 人 0 
F(x, y, %30) =0 
为 求 其 包 络 〈 兰 线 ) ， 只 须 
将 方程 Cx 230) = 0 对 G 征 分 ， 得 
P(x, ys 2 CD = 0 
《1 由 方程 组 
和 yy 2 一 站 
Plx, ys X36) =0 
Fox ys Es 0) =.0 
求 出 解 曲线 C， 
x=x(ta), F=y(0), 2= 2(0) 
CC 即 为 所 求 的 包 结 线 ， 
“… 谅 上 所 述 ， 对 已 给 的 单 参 上 曲面 族 F(x,y,*; 4) = 0 ， 第 一 次 
| 
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求 包 络 得 一 此 夯 ， 第 二 次 求 包 络 得 一 曲 级 . 

有 了 将 钱 的 知识 ， 就 以 它 为 工具 把 单 参 平 而 族 的 包 络 进行 
了 和 分类， 正如 定理 所 述 ， 

所 给 单 参 平面 族 : R(Q}? -了 (a) =0, 则 它 的 包 络 面 是 切线 
曲面 、 锥 面 或 柱 面 。， 

上 述 三 种 曲面 是 大 家 比较 熟悉 的 曲面 ， 它 们 展开 后 都 可 完 
全 贴 合 在 平面 上 ， 放 都 是 可 展 昌 面 ， 面 可 展 曲面 又 是 直 纹 面 中 
常见 的 一 类 ， 所 以 又 引出 了 直 纹 面 与 可 展 曲 面 的 知识 ， 

我 们 已 经 知道 ， 直 纹 面 是 直线 按 某 种 规律 运动 形成 的 曲 
面 ， 每 条 真 线 风 做 它 的 母线 。 所 说 直人 纹 面 基 可 展 的 ， 是 指 沿 其 
一 条 母线 只 有 一 个 切 平面 。 那 么 ， 直 多 面 与 可 展 曲 面 究 竞 有 何 
关系 呢 ? 下 而 的 定理 给 出 了 回答 ， 

直 绞 面 4 是 可 展 曲 面 的 充分 必要 双 件 为 5 是 单 参 平 面 族 的 
包 络 ， 

此 外 ， 还 可 验证 ， 可 展 曲 面具 有 切线 曲面 ， 锥 面 及 柱 面 三 
种 ， 
本 章 量 后 还 举 出 了 曲线 族 中 包 络 的 例子 ， 即 淅 导 线 是 渐 伸 
组 法 缓 族 的 包 络 。 所 谓 渐 届 线 与 渐 介 线 是 指 ， 已 给 曲线 荆 ， 它 
的 切线 族 的 正 交 曲线 为 L， 则 称 L' 为 L 的 渐 仲 线 ， 称 LL 为 L' 的 
渐 慑 线 。 


二 、 几 个 主要 问题 的 分 析 
1， 简 单 曲面 片 与 平面 片 
简单 曲面 片 之 与 平面 片 D 的 向 胚 
”在 定义 箱 单 曲面 片 时 用 色 了 “ 同 胚 ”概念 ， 现 在 将 其 给 以 
简单 解 酸 。 
设 这 与 D 为 二 度量 空间 ， 如 果 对 应 
4 


Fi2——>D 

从 王 到 D 是 一 一 的 、 连 续 的 ， 且 基 满 映射 ， 面 且 逆 上 映射 也 是 连 
续 映 射 时 ， 则 称 了 为 同 胚 映射 ， 此 时 称 空间 三 与 了 为 同 是 的 ， 

由 上 述 同 胚 定义 可 知 ， 在 简单 前 面 片 的 定义 中 ， 关 于 曲面 
片 王 与 平面 片 D 同 胚 是 措 在 二 者 间 在 在 着 双方 单 值 旦 连续 的 映 
射 。， 所 以 可 以 把 简单 曲面 片 看 做 册 平面 片 连续 变形 得 到 的 ， 而 
量 这 种 连续 变形 是 不 自 交 前 。 总 之 平面 片 是 最 直观 的 简单 曲 
片 ， 简 单 曲面 片 则 是 平面 片 的 推广 , \ 

(让) 简单 曲面 片 与 其 切 平 面 

对 于 平面 片 可 以 看 作 处 处 存在 切 平面 ( 它 本 身 ) ， 切 平面 
评 可 看 做 随 切 点 连续 变化 而 连续 变化 的 ， 箱 单 曲面 片 保 持 了 平 
_ 面 片 这 一 特征 ， 也 就 是 说 ， 其 上 每 一 点 处 处 存在 切 平 面 ， 且 当 
切 点 连续 变化 时 ， 切 平 而 亦 随 之 过 续 变 化 ， 因 而 简单 曲 而 片 荐 
光滑 的 曲面 片 ， 

《和 i 顺 重 指 出 ， 本 章 只 研究 团 形 的 局 部 性 质 ， 所 以 本 章 中 
所 强调 的 是 曲面 上 一 点 邻 域 的 一 小 块 曲面 一 一 曲面 片 ， 

2. 念 射 坐 标 与 曲线 华 标 

为 了 用 解析 法 来 研究 儿 何 图 形 ， 在 解析 儿 何 中 ， 我 们 曾 建 
立 了 仿 射 坐标 系 ， 从 而 使 平面 上 的 点 与 有 序 实数 对 之 间 建 立 了 
一 、 一 对 应 关系 ， 当 有 时， 我们 是 把 平面 上 的 仿 射 众 标 系 看 散 两 
个 相交 的 数 轴 构 成 的 。 其 实 ， 给 定 了 平面 上 的 一 个 向 量 式 参 做 
方程 ， 也 就 给 定 了 平面 上 的 一 个 仿 射 坐标 系 。 例 如 在 空间 取 一 
定点 0，6 =7, 为 平面 上 定点 P, 之 向 径 ，e， 与 6; 为 平 南 上 两 个 
不 平行 的 常 向 量 ， 则 平面 上 任意 一 点 了 之 向 径 ? 可 表示 为 
+ + . . . {1 
或 一 

FF 的 
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可 见 ， 实 数 (wx,y) 就 是 平面 上 点 的 仿 射 侄 标 〈 图 名 一 1》,. 特 不 
地 , 车 el Le， 且 四 | = le =1， 则 中 9 相当 于 平面 上 点 的 
直角 坐标 ， 也 就 是 说 ， 此 时 参数 方程 《1 ) 给 出 了 平面 上 的 家 
角 坐 标 系 、 


图 2 一 1 图 2 一 2 


类 似 地 ， 我 们 也 可 以 用 参数 方程 建立 曲面 上 的 坐标 系 ( 轿 

3 一 2) 。 础 如， 中心 在 开标 原 点 ， 半径 为 < 的 球面 之 参数 方 
程 为 

r= {acostcosw, acostsing, «sind) (2) . 


其 中 ， Od or, 一 也 PE | 当 P= 为 常数 时 ， 轴 rc8， 


9 之 终点 轨迹 在 球面 上 商 出 了 纬 组 ， 当 8= 60， (党 数 ) 时 ， 刚 
Y(l， 几 在 球面 上 画 出 了 经 线 。 显 然 ， 当 参数 8 号 9 连续 变化 
时 ， 就 得 到 了 球面 上 的 一 族 经 线 与 一 族 纬 线 ， 因 此 每 对 实数 
中 ，g) 确 定 了 球面 上 唯一 的 一 点 ， 兴国 的 参数 方程 ， {1) 
确实 给 出 了 球面 上 的 一 个 坐标 系 ， 
一 般 地 ， 落 
T= 《2 人 只 ) (3 ) 


为 参数 #,v 的 连续 向 量 函 数 (其 中 8 表示 w rv 平面 上 的 一 个 区 
域 ) ， 则 向 径 ? 余 点 的 胃 迹 是 一 片 巡 续 上 曲面 片 和 ,显然 当 # (由 阅 
定时 ， 就 得 到 一 族 v(#) 曲线 ，* 曲 线 族 与 ?曲线 族 盖 注 了 整个 曲 
面 ， 通 常 称 这 两 族 册 线 为 册 面 上 的 坐标 曲线 网 。 由 于 参数 选择 
的 任意 性 ， 所 以 曲面 的 参数 方程 不 是 椎 一 的 ， 当 然 坐 标 曲线 网 
亦 不 是 瞧 - 一 的 。 综 上 所 述 ， 平 面 上 仿 射 坐标 是 曲面 上 曲线 坐标 
的 特殊 人 情况， 曲线 坐标 是 伪 射 坐标 的 自然 推广 

5， 正 则 网 与 正 交 网 

我 们 知道 ， 在 方程 “2 ) ,中 ，? 是 参数 的 单 值 疝 量 函 数 ， 
每 一 对 参数 值 确 定 曲 面 上 唯一 的 一 点 ， 但 反 过 来 ， 曲 面 上 点 都 
不 总 基 其 对 应 于 一 组 数值 ， 例 如 ， 在 “2 〉 中 ,对 任意 的 6 值 ， 


数 对 (9, 闻 | 确定 点 (0,0,4)。 同 理 ， 点 (0, 0, ~ 4) 也 对 应 无 


， 数 组 参数 对 (9 记 )， 其 中 5 任意 ， 这 种 前 线 网 和 平面 上 极 毕 


标 系 类 似 ， 是 不 完全 举 标 系 ， 即 在 这 种 曲线 坐标 网 中 ， 曲 面 上 上 
点 和 数组 间 不 余 是 一 一 对 应 关系 (图 2' 一 3) ， 今 后 我 们 一 
般 采 用 正则 网 ， 所 谓 正则 网 就 
是 使 曲面 上 点 与 数组 间 一 一 对 
应 的 曲线 网 ， 全 如 平面 上 仿 射 
坐标 系 就 是 最 直观 的 正则 网 ， 
同 解 析 刀 何 里 一 样 ， 为 了 简化 
运算 和 证 明 ， 今 后 还 常 采 用 更 
特殊 的 坐标 系 - 一 - 正 交 网 。 这 
种 曲线 网 是 s 曲 线 与 ?曲线 筷 相 
敌 家 的 曲线 网 ， 显 然 ， 平 面 直 
角 举 标 系 既是 正则 网 又 其 正 交 图 2 一 3 


343 ， 


网 (图 2' 一 4) 。 由 上 上面 
的 例子 我 们 君 到 ， 正 则 的 
未 必 是 正 交 约 ， 但 正 交 必 
正则 。 无论 是 正则 网 还 是 
正 交 网 ， 它 们 的 建立 者 需 
村 通过 曲面 的 适当 的 参数 
化 来 实 到 ， 
4。 曲面 的 奇 点 与 坐 
标 网 的 奇 点 图 2 一 4 
坦 面 的 奇 点 是 指 曲面 上 不 在 在 切 平面 的 点 ， 因 此 它 有 本 质 

的 奇异 性 ， 例 如 对 于 惧 面 : 

w= #S1NOCOSP 

y= Ksinasing 《ax= 第 数 ) 


名 三 放 : CO 


x,y 2 分别 对 #9 求 导 ， 有 雅 可 比 阵 
-sinacoswp sinegsing cosa 

: [sinasing a#Sinacosqg 0 | 
在 顶点 (% = 0) 有 ?x*, = 了。 即 在 项 点， 切 平 面 之 法 疝 量 为 0， 
其 方向 不 定 * 故 不 存在 切 平 面 。 
” ”所谓 坐标 网 的 奇 点 ， 是 指 其 面 在 这 点 之 法 问 量 天 = XY 
=0 的 点 。 这 种 奇 点 可 由 于 曲面 本 身 的 性 质 〈 有 不 存在 切 平面 
之 点 存在 ) 而 出 现 ， 也 可 由 坐标 网 芍 选 取 而 产 生 。 例 如 把 方 和 
(2 ) 中 球 曾 的 参数 方 各 了 为 


和 一 COSOCOS 人 0 
y=acostsing 
= asing 


mas + 分 虽 对 9 和 YY 求 导 ， 有 
“Bag 


[ asintcosp — asindsing acost 


] (= 常数) 


~“ acosfsing 2cospcosm 0 


显然 ， 在 9 = 十 志 两 点 (南北 极 ) 皆 有 rex 7,= 0, 然而 这 两 点 


显然 存在 切 平 辐 ， 放 是 正常 点 ， 法 向 量 等 于 堆 向 量 是 由 于 如 则 
线 族 与 p 曲 线 族 所 构 的 坐标 网 造成 的 。 

综 土 记述 ， 则 面 的 奇 点 必 是 坐标 网 的 奇 点 ， 皮 之 ， 举 标 网 
的 奇 点 未 必 痢 是 曲面 的 奇 点 换言之， 条件 #= mxyvse0 仅 
是 正 第 点 的 充分 条 忻 ， 不 是 必要 条 件 ， 

5， 和 包 络 曲面 与 判别 曲面 

我 们 知道 ， 如 果 单 参 煌 面 族 45.) :F(x ys 0) = 作 ， 存在 包 
络 曲 而 4， 那 么 从 方 积 组 : 

{ = 

F(x ys 0) =0 1 
中 消 兴 a 得 到 判别 曲面 三 :PC 5 =0， 再 从 判别 曲面 之 上 去 
控 曲 面 族 (3,} 上 的 奇 点 ， 好 得 包 络 上 曲面 4。 下面， 我 们 对 上 述 
论断 给 已 进一步 的 阐述 ， 

从 本 章 推 证 可 知 ， 了 上 点 都 在 二 上 ， 然 面 2 上 的 点 却 可 能 
不 全 是 5 上 的 点 ， 对 后 一 种 情形 进一步 予以 证 明 ， 和 

设 P 了 为 判别 曲 男 三 上 任 一 点 ， 在 上 过 ?性 取 一 条 曲线 CC， 
= 了 (站 ,并 将 其 代入 方程 组 (3 ) 的 第 一 式 ， 又 对 ! 求 导 得 

Fit+hyy+F,2+Fa=0 
月 由 《3 ) 之 二 式 有 
P+ y+ FT,2=0 (4) 


妇 为 C 在 点 P 之 切 向 量 ，VF = {F,，F,，F,} 为 由 


《3 ) 


疗 族 二。 中 曲 闸 之 ,在 点 了 之 法 向量 ， 由 (4 式 可 推出 两 种 结 
0 


果 . 其 一 , 若 -9 -与 VF 灌 非 霍 向 量 ， 则 据 (4) 有 -区 上 VEF， 


出 如 之 任意 性 ， 在 点 P 写 。 之 法 问 量 垂直 于 三 之 切 平 面 ， 又 由 


-分 -与 VF 至 少 之 一 为 零 向 量 ， 因 为 对 于 章 线 C 来 说 ， 其 切身 
了 0， 据 (4) 式 必 有 VF=0， 即 F.=Fs= 了 ,=0， 这 


说 明之 ， 在 了 点 之 法 辐 量 为 零 回 量 ， 故 其 在 切 点 不 在 在 切 平 
面 ， 由 包 络 定义 可 知 ， 了 点 不 是 包 络 了 上 点 ， 央 而 在 第 二 种 情 
形 下 ， 之 上 去 掉 写 ,中 奇 点 才 为 包 络 . . 

这 里 指出 ， 按 包 绪 定 义 ， 包 缩 面 上 必须 设 有 奇 点 。 在 上 面 
的 证 明 中 ， 实 际 上 我 们 是 承认 了 判别 曲面 上 过 任意 点 的 任意 一 


条 图 线 的 切 向 量 -92 的 存在 性 ， 其 实 不 然 ， 例 如 ， 在 锥 面 上 过 


顶点 的 曲线 在 该 上 感 就 不 都 存在 切 向 量 ， 这 样 就 破坏 了 相 切 条 件 
(4) ， 因 而 严格 说 来 ， 锥 面 去 掉 项 点 后 才 是 单 人参 平面 族 的 包 
络 、 总 之 ， 对 于 已 给 的 单 参 昌 面 族 ， 求 得 其 判别 曲面 后 ， 从 判 
别 曲面 上 去 掉 曲 面 族 及 判别 曲面 上 的 青 点 后 才 为 包 络 曲面 ， 

#， 包 结 的 存在 性 与 唯一 性 

() 甘于 座 一 性 

已 给 单 参 曲 夯 ( 线 ) 族 ， 如 果 存 在 包 络 ， 由 定义 ， 包 络 必 
是 座 一 的 。 因 为 包 络 是 把 曲 而 ( 线 ) 族 联 络 成 一 个 整体 的 曲面 
( 线 ) ， 所 以 求 得 的 包 结 无 论 是 用 儿 个 方程 表示 的 曲面 ( 线 )， 
它 都 代表 一 个 包 络 ， 也 就 是 说 ， 旭 果 包 络 存 在 ， 那 么 ， 它 就 是 
了 瞧 一 的 。 例 如 ，* 办 与 y 轴 两 条 直线 构成 了 圆 族 

性 一 多 《7 一 的 
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的 包 乡 ， 

(iD 关于 存在 性 

在 包 纤 曲 面 的 求法 定理 中 ， 我 们 推 得 两 个 结果 ， 一 是 包 缁 
上 点 必 在 判别 巷 面 上 ;， 二 是 从 判别 般 面 上 走 掉 其 本 身 及 族 划 面 
上 之 奇 点 ， 靶 余 的 点 所 构成 的 山 面 才 是 包 络 。 由 此 ， 我 们 有 : 
全 已 给 单 参 机 面 族 ， 存 在 包 络 的 充分 必要 条 件 是 它 存在 
羯 别 革 面 ， 且 判刑 曲面 去 掉 其 上 及 族 薄 面 中 兹 所 后 仍 是 明 耐 。 

上 述 千 论 , 实际 上 就 是 本 章 中 包 绕 求法 定理 1 所 阐述 的 ， 它 
对 判别 已 给 单 参 烛 识 族 是 否 存在 包 绪 并 没有 什么 实际 意义 ， 面 
为 我 们 还 没有 找到 判别 曲面 存在 与 否 的 条 件 ，。 这 里 我 们 强调 这 
个 结论 的 日 的 在 于 向 读者 指出 ， 由 已 给 的 单 参 曲 面 族 方程 及 由 
该 方程 对 族 参 数 求 导 得 到 的 方程 联 立 消去 参数 ， 新 得 到 的 方程 
不 一 定 就 是 判别 曲面 方程 ， 上 只 有 在 包 绪 存在 的 前 提 下 它 才 是 判 
区 曲面 方程 。 否则 就 可 能 出 现 错误 ， 例如 已 给 过 一 直线 了 的 面 
束 方程 ; 

Axw+tBy+CstD ta(tAx+tB yt+C%s+D,=0 (5) 
对 族 参 数 a 求 导 ， 有 


Ax+B,yt+Cr+D,=0 | 6) 
由 (5) 和 (6§) 两 式 消 去 a， 得 
Ax+By+t+C%s+D=0 C7) 


我 们 知道 ， 《7 ) 式 是 表示 过 直线 了 的 平 击 ， 它 上 既 没 奇 点 也 
没有 面 东 (5 》 上 的 奇 点 ， 但 和 不 可 误 认 为 《7) 就 是 平面 族 
《5) 的 包 结 。 (5) 是 过 一 定 直 钱 的 平面 族 ， 从 直观 上 也 二 
知道 它 没 有 所 络 。 

”读者 也 许 会 问 ， 一 般 书 中 的 求 包 绪 习 题 ， 按 上 述 辟 判别 则 
面 方法 去 做 ， 为 什么 消去 族人 参数 就 得 判别 曲面 踢 ? 这 是 因为 所 
给 的 求 包 络 习题 在 客观 上 都 存 芷 包 络 的 缘 芒 。 
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由 于 曲面 族 各 式 各 料 ， 比 较 复 杂 ， 目 前 还 没有 更 好 的 判别 
包 络 存在 的 统一 办 法 .不 过， 对 于 特殊 的 曲面 族 一 一 单 参 平面 
族 ， 已 经 得 到 了 完备 的 结果 ， 

tb)》 若 单 参 平 页 族 不 是 面 束 (平行 面 束 或 有 轴 面 束 》; 则 
它 总 存在 包 络 ， 

上 述 结论 在 吴 大 性 编 著 的 《油分 几何 讲义 》 一 书 中 己 有 论 
证 ， 这 里 略 去 ， 

(c) 关于 单 参 曲 线 族 的 包 络 存 在 问题 ， 恋 者 可 参阅 后 面 问 
题 《9) 

7， 包 络 线 与 沽 线 

关于 曲 强 族 包 络 问 题 ， 本 章 中 仅 就 特征 线 族 给 出 了 其 包 络 
( 交 线 》 定义 ， 下 面 我 们 给 出 一 艇 平面 曲线 族 的 包 络 定义 ， 

[定义 ] 已 给 单 参 平面 曲线 族 C.F (x,， yy 只 = 小 其 中 
a 为 族人 参数 ， 如 果 存 在 曲线 工 ， 它 满足 : 

《在 二 上 每 个 点 都 有 族 C。 中 一 胸 线 与 荆 相 切 ; 

(i) 族 C。 中 每 条 曲线 都 与 腥 级 工 相 切 。 则 曲线 工 电 做 财 线 
族 C. 的 包 络 线 (图 2 一 5) 。 


一 全 于 


图 3 一 5 
可 以 腹 出 ， 这 个 定义 与 特征 线 包 络 定义 没有 什么 区 别 ， 包 
络 线 的 求法 与 硝 线 求法 也 类 似 ， 大 同 小 异 。 需 要 指出 的 是 ， 求 
次 线 过 稻 中 不 存在 奇 点 问题 ， 这 是 因为 消 线 是 特征 线 族 的 包 络 
钱 ， 面 特征 线 一 般 是 包 络 面 上 的 光滑 曲线 ， 但 古 ， 在 求 一 般 曲 
线 族 包 络 时， 就 要 考虑 奇 点 问题 了 ， 
[ 便 ] 试 求 半 立方 拖 物 线 族 C。 


BP 


3 0 0) =0 
的 包 络 ， 


〈 解 ) 就 参数 a 微分 上 面 方程 ， 得 
F,=y—0— {x —a):=0 


商 忆 判别 曲线 方程 为 
人 人 = (8) 
F.=—-a— (x-0a) =0 
解 8》 得 
x—a=0, yy-a=0 《9 ) 
XC 一 们 二 Sy x= 号 长 1 人 
下 面 我 们 去 掉 坷 点， 首先 求 出 
Fu= — 3(%— 0)’ (11) 
Fy=6(s—o C12) 


将 (9) 和 (10) 代入 (11) 和 (12) 得 知 (9) 使 =FF， 
=0, 而 (10) 使 Fe, 簿 不 为 零 ， 因 此 (1 人 0 式 所 确定 的 直线 
是 包 络 线 ， 而 (3 ) 所 确定 的 直线 是 族 Cs} 中 国 线 上 奇 感 的 


轨迹 ， 它 们 都 是 被 除 掉 的 点 ， 世 以 它 不 是 所 求 的 包 络 (图 
2—6), 
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其 次 ， 简 要 介绍 一 下 “ 硼 线 ”命名 的 由 来 ， 

一 个 切线 曲面 被 它 的 冰 线 分 为 两 叶 ， 浓 线 的 正 半 切 线 构成 
切线 曲面 的 一 叶 ， 负 半 切 线 构成 男 一 时 ， 这 两 叶 沿 光线 被 拓 
开 ， 同 时 沿 这 条 冰 线 非常 独特 的 粘 在 一 起 (图 2 一 ?7 ) 
由 于 这 条 线 处 对“ 消 梁 ”位 竹 ， 通 常人 们 把 它 叫 禾 疹 
线 。 

8、 直 纹 面 与 可 ~ 衫 曲面 

直 纹 面 是 已 知 直线 按 某 种 规律 运动 所 产生 的 曲面 ， 直 线 称 
为 其 母线 我 们 已 经 知道 ， 单 叶 双 曲 面 、 双 曲 抛 物 面 、 柱 面 、 
锥 面 ， 切 线 曲 而 都 是 直 纹 面 ， 

可 展 申 面 是 指 沿 一 条 母线 将 其 切 开 后 ， 可 以 完全 贴 合 在 平 
面 上 的 直 纹 面 ， 在 包 络 论 中 ， 我 们 已 经 得 到 了 如 下 结果 ， 柱 
面 、 锥 面 和 切线 曲面 都 是 可 展 沿 面 ， 面 且 可 展 曲 面 只 有 这 三 各 
类 型 。 

综 上 可 见 ， 可 乡 晶 而 一 定 是 直 丝 而 ， 而 直 纹 面 不 一 定 是 可 
展 曲 面 ， 

9， 包 络 与 将 解 

为 了 说 明 微分 方程 中 奇 解 与 微分 几何 中 包 络 间 关系 ， 从 而 
利用 方程 中 已 有 结果 来 研究 包 络 问题 ， 我 们 首先 复 如 一 下 奇 解 
定义 ， 


C 定 义 ]】 如 果 微 分 方程 - 守 - = x， 的 积分 曲线 上 每 一 


点 都 破坏 唯一 性 ， 则 称 该 积分 曲线 为 这 个 方 积 的 奇 积分 曲线 ， 
它 所 对 应 的 解 称 为 方程 的 将 解 

在 微分 方程 中 关于 包 络 与 奇 解 关 系 还 有 如 下 定 
理 ， | , 
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《定理 方程 -名 -=f bx， 力 的 积分 曲线 族 {C } 的 包 络 线 


工 是 该 方程 的 奇 积分 曲线 ， 

有 了 这 个 定理 ， 一 方面 可 用 微分 几何 中 求 包 绪 的 方法 求 得 
方程 的 奇 解 ， 另 一 方面 ， 亦 可 用 奇 解 的 知识 来 研究 包 络 问题 。 
比如 利用 奇 解 可 以 研究 曲线 族 的 包 络 存在 问题 

首先 ， 给 了 单 参 晤 线 族 {C}， 

plxs P30) =0 (12) 
消 掉 族 参 数 a， 通 过 微分 法 得 到 方程 


d 
=f (x, 7) 《13) 


这 样 研究 {12) 的 包 络 存在 问题 ， 就 转化 为 研究 (13) 的 奇 解 
的 存在 问题 了 ， 

.0G) 窑 在 唯一 性 定理 指出 ， 如 果 f(x，y) 在 区 域 G 上 连续 
且 户 (oo， 用 在 G 上 有 界 (或 连续 ) ， 则 在 G 内 ， 初 值 解 存在 
且 唯 一 ， 从 面 在 G 内 (13) 肯定 不 存在 奇 解 ， 即 (12〉 不 存在 
包 结 ， | 
的 曲线 荆 为 (13) 的 奇 积 分 喝 线 的 必要 条 件 是 ， 在 工 上 
至 少 或 者 FCe， 妨 不 连续 ， 或 者 记 '(x， 力 无 界 ， 

这 里 指出 ， 要 想得到 包 绪 存在 的 充分 条 件 ， 对 荣 一 类 问 
题 ， 还 必须 加 强 条 件 ， 由 于 比较 复杂 ， 这 里 不 做 介绍 了 ， 


《四 ) 本 章 小 结 


我 们 对 知识 的 学 导 总 是 由 多 而 杂 到 小 而 精 ， 学 过 本 章 后 ， 
我 们 列 下 表 ， 以 便 大 家 复习 和 掌握 本 章 基 本 知识 。 
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简单 曲面 片 定义 及 其 解析 表示 
| {基础 知识 ) 
曲面 参数 化 
| 建立 覃 面 从 标 系 ) 
单 参 店面 峰 的 包 络 得 二 


渐 周 线 与 
单 参 平 面 放 包 络  ” 渐 伸 线 


| (站 本 内 容 ) 《应 用 举例 ， 
直 纹 而 与 可 展 曲 面 
(延伸 知识 ) 
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第 三 草 ”曲面 论 学 习 指导 


(一 ) 本 章 要 点 


曲面 是 微分 几何 主要 的 研究 对 象 ， 对 上 曲面 性 质 的 讨论 ， 可 
分 为 四 个 部 分 ， 

一 、 散 面 的 内 在 性 质 ， 所 谓 昌 面 的 内 在 性 质 是 指 ， 与 曲面 
的 第 一 基本 其、F、G 有 关 ， 而 与 曲面 的 形状 、 参 数 选 择 无 
关 的 性 质 。 这 些 性 质 又 称 为 曲 而 的 内 在 几何 或 内 殊 几 何 ， 它 主 
要 包括 下 列 内 容 ; 

《1) 曲面 上 茧 线 的 弧 长 ; 

《23 ) 由 而 的 第 一 基本 微分 形式 ; 

3》 章 面 上 二 曲线 的 交角 ; 

《4) 曲面 上 闭 曲 线 围 成 的 面积 ， 

(5 》 若 面 的 高 斯 曲率 : 

《6) 二 曲面 的 等 臣 、 等 角 、 等 积 变换 

(7) 曲面 的 测 地 线 ; 

《8) 曲面 上 癌 量 的 列 维 一 齐 维 他 平 行 称 动 。 

二 、 隐 面 的 外 在 性 质 ， 所 谓 曲 盏 的 外 在 性 质 是 相对 内 在 性 
上 质 而 提出 的 ， 即 除 曲面 的 内 在 性 质 以 外 与 曲面 的 形状 有 关 ， 邯 
曲面 在 它 扬 实现 空间 的 刚体 运动 下 的 不 变性 质 。 它 的 特点 是 ， 
不 仅 与 出面 的 第 一 牙签 量 有 关 ， 也 与 第 二 荡 本 量 有 关 ， 主 要 内 
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容 包 括 : 

(1) 表面 的 法 划 率 ; 

(2) 邮 面 的 第 二 基本 微分 形式 ， 

(3 ) 曲面 的 主 册 率 与 主 方向 ， 

(4 ) 曲 画 的 浙 近 方向 ， 共 辊 方向 ， 浙 近 曲线 ; 

(5 》 期 面 的 曲率 线 ， 曲 率 线 网 ， 脐 态 ; 

《6) 曲面 的 正常 点 邻 域 竺 构 ; 

(7》 骨 面 的 杜 班 标 形 、 歌 尼 挨 (Meusniern) 定理 ! 

(8 ) 查 面 的 平均 直率 。 

三、 第 三 部 分 是 为 了 更 进一步 讨论 期 面 的 性 质 和 使 计算 简 
化 ， 给 出 了 新 的 指标 记号 ， 利 用 指标 记 法 写 出 曲面 的 相伴 三 楼 
形 的 给 小 移动 公式 、 高 斯 公式 和 万 加 台 公 式 ， 并 证 明了 曲面 的 
基本 定理 。 

四 、 最 后 讨论 了 常 曲率 曲面 的 基本 性 质 ， 讲 了 测 地 线 ， 
问 量 的 列 维 一 齐 维 他 平 行 性 、 高 斯 一 波 涅 定理 ， 以 及 常 曲率 划 
面 的 性 质 。 这 些 就 是 本 章 的 要 点 。 


(二 ) 基本 和 要求 


1. 明确 哪 些 是 曲面 的 度量 性 质 ， 并 能 用 弧 长 公式 、 求 角 
公式 、 面 积 公 式 计算 和 证 明 一 些 实际 问题 ， 要 着 重 理解 这 些 公 
式 与 哪些 量 有 关 及 导出 过 程 。 

2?。 明 确 什么 是 曲面 的 第 一 基本 微分 彤 式 ， 及 第 一 基本 
章 ， 它 有 什么 性 质 ， 它 在 徽 分 几何 中 重要 作用 如 何 。 

3。 卉 清 讨论 曲面 的 等 距 、 等 角 、 等 积 变换 的 目的 ， 着 重 
理解 曲面 等 距 、 等 角 、 等 积 变换 的 解析 玫 示 式 与 必要 充分 条 件 
以 及 它们 之 间 的 关系 ， 对 简单 曲面 如 何 找 出 变换 、 对 如 何 证 明 
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等 距 等 价 膨 面 的 一 般 方 法 作 一 般 的 了 解 。 

4， 明 确 曲 面 上 的 法 曲率 、 主 曲率 、 主 方向 、 渐 近 方 向 ， 
浙 近 曲线 、 有 曲率 线 等 其 本 概念 ， 

5. 掌握 由 定义 法 申 率 到 欧 拉 定 理 、 高 斯 曲率 ， 讨 论 曲 而 
在 正常 点 邻 域 结构 的 基本 想法 与 基本 过 程 ， 

6， 会 用 基本 公式 计算 曲 曾 的 法 曲率 、 主 曲率 ， 求 曲率 线 
方程 ， 并 能 利用 这 些 性 质证 明 一 些 基本 问题 ， 

7， 熟悉 曲面 在 正常 点 邻 域 结构 的 三 种 类 型 及 判别 条 件 ， 

8。 上 明确 什么 是 自 出 指 标 、 总 和 撒 标 。 熟 悉 和 掌握 有 关 指 
标记 法 的 基本 意义 及 运算 方法 . 

93， 明确 什么 是 顶 面 的 相 华 三 棱 形 ， 知 道 它 与 曲线 相伴 三 
楼 形 不 同 处 是 什么 。 知 道 什么 是 曲 曾 的 高 斯 公式 和 万 加 腾 公 
式 。 它 的 几何 意义 是 什么 ? 

19。 通 过 对 曲线 基本 定理 的 证 明 ， 理 解 曲 面 上 基本 定理 的 证 
明 方法 ， 节 确 高 斯 方程 和 柯达 奇 方 程 是 高 斯 公式 和 方 加 腾 公 式 
看 成 微分 方程 时 的 可 积 条 件 。 

11， 知 道 曲面 上 向 量 的 列 维 一 齐 维 他 平 行 移动 是 一 般 向 量 
平行 各 念 的 推广 。 它 具 一 般 平行 移动 前 蕉 本 特征 ， 它 是 曲面 的 
内 在 性 质 ， 

13. 明确 什么 是 曲面 上 的 测 地 线 ， 它 的 方程 是 如 何 导 由 
的 ， 特 别 要 记 住 在 正 交 网 中 的 测 地 线 方程 及 主要 推论 . 

13， 其 确 什 么 是 半 测 地 坐标 曲线 网 ， 测 地 极 坐 标 网 ， 它 们 
所 满足 的 条 件 及 在 这 种 坐标 山中 ， 第 一 基本 微分 形式 的 简化 式 
是 什么 ， 

14. 知道 什么 是 常 昌 率 曲面 及 它 的 第 一 打 本 微分 形式 的 三 
种 形式 ， 以 及 它 在 几何 发 展 中 的 重要 意义 如 何 ， 
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(三 ) 内 容 分 析 
一 、 概 述 


本 章 主要 讨论 与 昌 面 的 外 形 无 关 而 与 它 的 度量 有 关 的 所 户 
内 在 性 质 ， 和 则 面 在 示 常 点 邻 域 结构 的 所 角 则 面 的 外 在 性 质 以 
及 曲面 的 其 它 性 质 黎 基 本 问题 . 

在 讨论 曲面 的 内 在 性 质 时， 首先 通过 内 积 引 入 曲面 的 第 一 
基本 微分 形式 

p= Edy + oPdndy + GAr 

这 个 恒 正 二 次 币 分 撒 式 ， 给 也 了 曲面 的 可 度 生 本 数 、 即 册 它 时 
出 了 曲面 土 曲线 的 弧 长 公式 


jE 
曲面 上 二 曲线 交角 公式 : 


于 十 于 
一 站 ra 站 人 re rr 
wv Ci 十 Fi + Ga wv Fat 了 二 


及 曲面 寺 闭 曲线 所 国 成 的 面积 公式 : 
$s =] re 


CosF = 


因为 ， 只 要 给 定 度量 二 次 微分 形式 和 曲线 弧 、 相 交 二 曲线 

弧 或 茶 闲 曲线 转 成 的 区 域 而 不 考 进 曲 面 的 形状 如 何 ， 我 们 就 可 
按 公 式 求 得 颖 长、 交角 和 面积 。 闪 而 自然 地 提出 不 同形 状 的 曲 

面 是 否 具 有 相同 的 度量 ， 也 可 以 说 ， 二 不 同形 状 的 曲面 上 ， 是 

冤 有 相同 的 度量 儿 何 ”所 以 讨论 子 昌 面 的 等 距 、 等 角 、 等 积 变 
换 。 首 先 给 出 了 基 面 的 等 眼 、 等 角 、 等 积 变换 解析 定义 ， 同 时 
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也 给 出 了 肌 面 等 臣 ， 等 角 、 等 积 等 价 充分 必要 条 件 及 三 者 之 间 
的 关系 ， 实 际 上 ， 它 对 曲面 分 类 提出 一 个 条 和 件 : 使 等 距 、 等 
角 、 等 积 等 价 的 曲面 属于 同一 类 ， 根 据 这 种 分 类 ， 例 如 可 展 昌 
面 和 平 闸 属于 同类 。 它 们 虽然 外 撒 不 同 ， 伍 是 它们 其 有 相同 的 
度量 几何 

此 面 论 的 第 二 部 分 讨论 曲面 在 正常 点 的 令 域 结构 ， 也 和 和解 
祈 几 何 讨 论 二 次 幅面 的 形状 类 似 ， 它 是 以 平行 截 口 来 研究 曲面 
形状 ， 而 微分 儿 何 是 通过 法 线 的 平面 与 曲面 交 线 一 法 截 线 的 
形状 来 研究 的 。 因 此 首先 定义 曲面 的 法 曲率 概念 ， 然 后 导出 了 
光华 一 基本 全 分 和 

= Laxw +oPandr+ Nav: 
它 在 讨论 寺 面 上 正常 点 久 起 缘 占有 重要 的 地 位 ， 技 着 通过 法 
类 率 xs 的 航 信 ， 给 出 了 主 曲 率 、 主 方向 的 定义 。 在 给 出 主 曲 率 
训 , 上 的 同时 ， 导 出 欧 控 公式 ， 高 斯 曲率 天 = 捉 , 有 平均 曲率 
= 注 ( 生 + 各 ) 的 概念 ， 利 用 高 斯 曲率 尺 >0 精 贺 点 ，K<0 
双 昌 点， 玉 = 0 抛物 点 对 曲面 上 点 进行 分 类 ， 讨 论 了 有 同 面 上 这 
三 种 正当 点 邻 域 结构 ， 

我 们 还 讨论 了 曲面 上 的 几 种 华 标 曲线 网 。 根 据 讨论 问题 的 
性 质 ， 取 相应 的 您 标 曲线 网 ， 可 以 使 计算 得 到 简化 ， 我 们 讨论 
了 ， 曲 率 线 网 ， 渐 近 曲线 沿 ， 共 亏 网， 以 及 测 邮 线 网 。 在 各 个 
网 中 都 可 简化 第 一 、 第 二 基本 形式 ， 因 此 ， 使 计算 都 有 简化 ， 

曲面 前 第 三 部 分 ， 为 了 证 明 昔 面 的 基本 定理 ， 我 们 对 曲面 
的 一 些 公式 引入 新 的 记号 与 算法 一 一 自由 指标 、 总 和 指标 ， 并 
导出 了 曲面 的 站 伴 三 柜 形 的 微小 转动 的 高 其 公式 和 万 加 腾 公 
式 ， 已 及 导出 作为 高 斯 和 万 加 腾 公 式 可 积 条 件 的 基本 方程 高 斯 
方程 和 柯达 奇 方程 。 最 后 我 们 比较 仔细 的 讨论 了 测 地 线 的 性 
质 , 证 明了 常 曲率 出 面 , 高 斯 一 一 波 理 定理 。 通 过 这 一 定理 我 们 
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知道 ， 高 斯 常 些 率 昌 面 给 出 三 种 度量 几何 的 模型 。 (天 盖 的 
肖 面 基 获 曼 几 何 的 模型 ，《2) 天 一 人 的 直面 是 罗氏 几何 的 模型 。 
(3)K=0 的 曲面 蚌 欧 氏 几 何 的 模型 

通过 这 个 定理 俩 我 们 看 到 ， 窗 观 的 物质 世界 是 万 有 空间 ， 
当 我 们 研究 它 的 某 个 侧面 ， 面 涡 要 用 哪 种 空间 更 确切 ， 我 们 就 
用 那 种 空间 ， 因 此 ， 不 能 说 那 种 空间 的 真 伪 。 面 都 是 存在 于 万 
有 物质 空间 之 中 的 ， 


二 、 对 主要 问题 的 分 林 


1、 划 面 的 度 旺 性 质 与 第 一 基本 微分 形式 

从 第 二 章 的 一 开始 ， 我 们 给 出 了 简单 明 面 片 的 定义 ， 它 是 
作为 平面 片 到 三 维 空间 的 连续 变形 ( 同 嘴 变换 ) 得 到 前 光滑 昌 
面 片 是 三 维 空间 的 二 维 子 空间 ， 它 的 方程 写 为 了 :f+ =?(#， 
人 ,同时 通过 这 里 的 二 独立 参数 xz、v 罕 曲面 了 上 建立 了 爸 标 脂 
线 网 。 通 过 出 线 网 建立 了 也 上 的 曲线 举 标 系 ， 使 实数 组 (x5) 
与 曲面 上 点 之 间 建 立 了 一 对 一 的 对 应 ， 这 只 是 给 出 一 个 二 维 窒 
间 ， 为 了 讨论 这 个 二 维 空间 的 商量 性 质 ， 必 须 在 这 个 空间 引进 
度量 ， 即 长 度 、 角 度 各 面积 的 斤 念 和 计算 公式 ， 这 也 和 在 曲线 
上 引进 度量 一 一 弧 长 是 弄 肋 于 切线 ,同样 地 ,在 曲面 上 引进 度量 
是 江 助 子 它 的 切 空间 一 一 切 平面 ， 从 第 二 章 中 切 平面 的 定义 已 
知 ， 它 是 一 个 仿 射 空间 ， 它 上 的 向 量 可 记 做 d= dx+7,dy， 
那么 在 这 个 空间 引入 内 积 之 后 ， 它 就 是 则 而 的 切 欧 氏 空间 ， 
把 这 个 空间 的 内 积 定义 为 的 内 积 ， 就 在 了 上 引进 度量 ， 隐 此 
在 对 上 的 弧 长 定义 为 


$= | 7 |d 
=- [FF 
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Bd = (Cr = 人) 
= (CF, ) aw: + 2 TY dady + (C7) dyt 
= Edr + 2F dnds + Gdr 
三 
在 本 章 中 已 证 ， 它 是 恒 正 的 二 次 微分 形式 、 车 把 届 叫 做 弧 隶 ， 
那么 m 是 弧 素 的 平方 、 它 给 出 曲面 之 上 的 绒 长 ， 所 以 也 把 它 昌 
度量 二 次 形式 ， 
在 三 上 给 定 p， 福 上 就 可 底 量 弧 长 ， 三 就 成 为 度量 空间 。 
显然 在 二 维 空 间 的 度量 性 质 ， 无 非 是 弧 长 ， 交 角 币 面 科 。 
在 本 章 中 已 证 过 , 上 只 要 在 已 上 给 定 度 芋 二 次 形式 gi 就 有 : 
中 已 给 曲线 弧 C =# 人 ;v=VOD ,at 则 CC 的 弧 长 为 


5 YE) 
(让 已 给 二 有 曲线 CI R=， = (1 
Cs f= y= vb, 


则 它们 的 交角 9 的 余 嘴 为 


Badwds, + F(adwidv t+ dxdt) 十 在 
di, ds 


L 人 


fi) 已 给 单一 闭 曲 线 C, 它 所 围 成 的 区 域 吕 的 面积 了 为 
] =- ||v BG-F dud 


从 而 只 须 给 出 曲面 的 度量 二 次 形式 ， 曲 面 上 的 度量 关系 完 
全 人 闯 定 ， 因 此 ， 这 个 曲面 上 与 度量 有 关 的 所 何 性 质 也 随 之 确 
定 。 

所 以 度量 二 次 形式 或 第 一 基本 第 分 上 形式， 对 于 研究 曲面 度 
其 几 柯 是 十 分 重 陆 的 当然 并 不 排斥 形状 不 同 的 曲面 具有 相同 
的 第 一 基本 微分 形式 ， 这 个 问题 放 在 下 而 讨论 ， 

蚤 本 


2 曲面 的 等 距 〈 等 角 、 等 积 ) 变换 

这 个 问题 是 高 斯 研究 地 图 投影 ， 也 就 是 把 地 球面 上 的 陆 
了 地， 海洋 等 等 函 在 平面 上 的 地 轿 ， 那 么 在 地 图 上 (通过 比例 放 
大 ) 量 出 地 球 上 两 点 的 真实 上 距离、 两 个 方向 的 交角 、 某 个 区 域 
的 面积 、 后 来 把 球面 与 平面 之 间 的 等 度量 关系 推广 到 一 般 的 曲 
面 ， 而 作为 曲面 等 度量 的 分 类 。 根 据 前 个 问题 (1》 的 讨论 ， 
显然 ， 两 个 曲面 具有 相同 的 度量 ， 那 么 它 上 的 度量 几何 相同 ， 
因此 ， 取 其 中 一 个 研究 之 后 ， 那 么 属于 园 一 类 的 曲面 就 不 必 一 
一 研究 ， 这 是 研究 科学 的 方法 之 一 ， 

但 是 两 个 形状 不 辕 的 曲面 ， 怎 衬 判 定 它们 的 度量 丝 同 呢 ? 
下 面 我 们 可 以 通过 简单 地 实例 找 出 办 法 来 ， 

在 本 章 中 曾 提 到 ， 把 平面 x, 不 促 缩 ， 不 折 裂 地 卷 成 柱 面 ， 
反之 ， 把 往 曾 放 在 平 而 上 滚动 一 周 ， 可 以 把 一 柱 面 铺 在 平面 
上 。 显然 乎 而 上 图 形 长 度 ， 角 度 、 面 积 不 变 地 变 到 社 面 上 去 . 
这 两 个 不 同 曲 面 上 具有 相同 的 度量 几何 ， 如 果 把 平面 上 的 坐标 
曲线 ， 当 平 而 卷 为 柱 面 时 ， 做 为 柱 面 的 坐标 曲线 ， 这 时 ， 平 面 
上 的 难 标 曲线 网 与 柱 面 上 坐标 讽 线 网 相同 。 因 此 ， 平 面 上 与 柱 
放 上 对 应 点 的 曲线 避 标 相同 ， 因 此 ， 它 们 的 对 应 曲线 弧 的 方 如 
相同 ， 记 以， 第 一 基本 微分 形式 也 必 祖 同 。 反 之 ， 已 知 柱 面 与 
平面 的 第 一 基本 微分 形式 相同 。 把 社 面 在 平面 上 滚动 ， 使 柱 面 
的 从 标 曲线 印 在 平面 上 作为 平面 的 坐标 曲线 ， 因 此 对 应 点 坐标 
相同 ， 对 应 曲线 弧 的 方程 也 必 相 同 ， 困 此， 弧 长 相同 ， 这 样 ， 
这 全 柱 面 与 平面 上 各 有 确定 的 第 一 基本 微分 形式 ， 但 它们 是 埋 
具有 相同 的 度量 几何 ? 下 面 纵 出 判定 的 解 术 条件， 

_ 设 已 给 二 曲面 的 方程 为 

2 T=7(H, 01, (#4, rER 
pe FP) a DER* 


它们 的 第 一 基本 微分 形式 是 否 相 同 呢 ? 如 前 面 柱 面 和 平面 都 
样 ， 关 键 在 于 是 否 存 在 参数 (xs， 分 和 (wx*，v*) 之 间 的 变换 0， 
全 = #* Cg rf") 
Y=) 
使 2* 的 坐标 曲线 xy 恋 为 的 坐标 卓 线 w、v， 因 为 叙 求 
#*、t 识 汶 4、? 或 #、? 变 为 夸 、s 江 ,另外 还 要 求 单 值 连续 . 
所 以 对 5 的 解析 条 性 要 求 画 数 oo， 
(1) 单 什 C 类 〈 一 阶 导 数 存 在 且 连 续 ) 。 
《2 ) 雅 可 比 行 列 式 ， 
Se 休 “0 
部 果 有 这 样 的 c 人 存在， 那么 对 应 的 坐标 曲线 相同 的 点 的 临 钱 坐 
标 相同 ， 那 # =w* ，# = 号， 显然 对 应 曲线 红 的 方程 x =#* 0). 
2 四。 所 以 这 西 个 昌 面 的 第 一 基本 微分 形式 相同 ， 即 第 一 
基本 基 
EBE=E#, F=E*, GG= 人 G0* 
反之， 若 过 与 2* 有 有 B=E*，FF=F*， GG=G*, 这 时 ， 
取 “=xw*，5= 旨 ， 做 为 变换 9， 这 个 9 显然 满足 上 述 变换 条 
件 。 当然 有 
dr = Edy + oP dandy + Gdr 
= Ee*dw*:+ OF dwgtad yt + Ctr? 
= di 
因此 < 三 与 4 具有 等 度量 、 即 乙 忆 2* 上 度量 几何 一 改 ， 即 所 谓 
之 与 * 等 中等 价 . 
关于 等 角 和 等 积 问 题 与 等 距 的 思想 方法 相同 ， 只 古 条 作出 
等 忠和 人 忻 较 弱 ， 因 此 ， 比 等 距 范 围 宽 一 些 面 已 ， 
例如 ， 球 面 与 平面 不 等 距 等 价 ， 而 等 角 等 价 ， 
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3 曲面 的 法 曲率 ， 法 截 线 
曲线 的 弯曲 程度 是 通过 曲线 离开 对 应 切线 的 变化 来 刻 划 
的 ， 因 而 ， 曲 面 的 弯曲 程度 也 应 通过 曲面 上 点 离开 与 对 应 移 切 
平面 的 变化 来 描述 ， 当 然则 面 的 弯曲 比 曲 线 的 弯曲 复杂 得 多 ， 
但 荐 我 们 会 想到 ， 过 切 点 在 曲面 上 曲线 的 容 曲 程度 一 般 影 喧 则 
面 的 弯曲 ， 这 样 即 可 以 利用 这 些 曲 线 的 次 曲 变 化 刻 划 曲面 的 榨 
曲 。 这 样 即 产 生 了 曲面 上 曲线 的 法 曲率 的 概念 ， 
曲面 上 曲线 工 在 点 ?的 曲率 向 量 r" 在 则 曾 上 点 P 的 法 向 量 
上 上 ?的 正 投影 值 
Ek, = 
叫做 曲面 上 曲线 工 在 了 点 的 法 曲 举 ， 
这 个 定义 不 仅 给 出 法 曲率 的 几何 意义 ， 也 给 出 了 求 曲 线 工 
在 点 了 的 法 曲率 的 一 种 方法 ， 它 的 计算 公式 为 
_Law: + 2Madrdv + Ndr: 
"” Edr:+2Fdnadv+t GaArv 
这 里 应 当 注 意 到 法 上 曲率 , 为 第 二 基本 微分 形式 ,与 第 一 基本 微 
分 形 起 gb 的 比 ， 部 


上 = 时 | 
1 


这 样 着 来 上 不仅 与 第 一 基本 量 有 关 ， 也 与 第 二 基本 量 有 
美 。 当 己 知 曲 画 上 一 点 了 了， 那么 EE，F，G; 虐 ， 玉 ,NN 就 是 
确定 值 ， 当 给 定 过 点 了 的 曲线 C， 那 么 曲 缆 的 切线 方向 也 确 
定 。 也 就 是 dx : dv 的 值 确定 ， 这 样 上 即 可 确定 。 从 而 下 出 ， 
法 曲率 如 是 点 的 位 置 英 数 ， 又 与 曲线 忆 的 切线 方向 有 关 ， 

在 曲面 上 ， 过 一 点 ， 有 共同 切线 的 曲线 有 无 穷 多 条 (图 3 
一 1) 。 但 是 ， 由 法 曲 举 公式 得 至 ， 这 些 曲 线 的 法 曲率 值 是 要 


: 同 的 。 这 样 这 些 有 外 同 的 法 曲率 的 曲线 ， 即 可 用 过 点 了 的 法 问 


S67 


量 # 的 平面 与 天 面相 
次 所 得 的 法 截 线 来 代 
表 。 容 饭 着 到 ， 当 法 
截 线 绕 法 向 量 转 一 周 
时 ， 波 截 线 弯 曲 变 化 
能 刻 划 出 曲 商 的 弯曲 
变化 。 田 一 方 商 : 法 
截 线 忆 在 点 了 的 法 出 
率 绝对 值 等 了 于 曲线 
在 该 点 的 曲率 。 即 
[Ea |=& 
盖 重 要 的 ， 因 为 它 反 
喘 了 法 截 线 的 弯曲 变 
化 与 法 曲率 的 关系 ， 图 3 一 1 (2) 
同时 世 诡 次 总计 来 的 符号 天 类 了 直线 的 后 加 方向， 
。 曲面 的 第 二 基本 微分 形式 
的 第 基本 微分 形式 在 讨论 曲 曾 正常 点 邻 域 结构 中 起 
了 恒 要 放 用 。 它 是 从 挫 导 法 曲率 公式 过程 中 而 引进 的 。 即 
v= Ladw + oMdnadtv+ Nav: 


其 中 
_(r, XPT 
a EG 一 FE 


L=R'T,, = 


M=R ,= = _ KY ~“ TT 
ya EC-R FP? 


Cr, TF 
ww EG-F: 


为 第 二 基本 量 。 第 二 基本 微分 形式 又 可 以 从 另 方面 引入 。 设 ## 
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N=n:7,,= 


是 曲面 在 点 了 处 的 单位 法 向 量 ， 广 设 AY 是 从 点 了 做 微 小 移动 
后 曲 醒 向 径 r =? %， 分 的 改变 量 ， 于 是 曲面 上 点 ?+ IY 与 切 
平面 距离 /等 于 :Ar?，LIT, 按 索 勒 公式 展开 Jr， 得 到 


r= Fs A) + Lp As) 
21 #! 


所 以 


j= dr + Bnd etdn: + dr) 


当 V wT vt 0 有 e->0。 因 为 4? 在 切 平 巩 上 ， 所 以 和 dr?= 中 


最 后 一 项 e 《de + dy 与 微分 dw 和 dz 的 平方 相 比 是 高 阶 无 穷 
小 ， 可 以 略 去 不 计 。 这 时 只 剩余 1/2m47, 它 可 以 写成 
Ndr = NT dn + Snr dudyv t+ NY, dr 


所 以 曲面 上 了 点 邻 域 中 的 点 到 点 齐 (x+ A#， + 到 点 了 的 


切 平面 的 有 向 距离 上 = 本 然 。 = Ld + 2Mdvdv+ Ndv:) 


《精确 到 三 阶 无 穷 小 )， 这 个 直子 表 胃 出 入 上 点 了 生平 面 的 
差 、 因 曾 能 刻 划 曲 丙 的 夸 曲 程度 ， 如果 在 了 点 ， 曲 末 的 切 平 面 
P 把 空间 分 成 两 个 半空 间 ,法 向 量 % 正方 向 那 一 侧 叫 正 半 空间 ， 
而 男 一 入 叫 久 半空 间 。 当 >0 时 ， 曲 面 上 点 刘 在 正 半 空间 ， 当 
<0 时 ， 点 好 在 负 半 空间 。 因 此 | 名 指出 曲面 的 计量 程度 ， 
上 的 正 负 指 出 曲面 的 弯曲 方向 ， 
,= 一 8 
它 与 第 一 站 本 关 分 形式 - dr 迷 较 ，mw: 是 向 径 的 微分 与 法 向 
量 微分 的 数量 积 。 从 公式 显然 君 出 ，7，v， 料 都 是 对 主 向 面 的 
运动 不 变量。 因而 工 ; 齐 , NN 也 都 是 椒 变 量 。 但 它们 与 参数 选择 
有 关 。 这 是 因为 经 过 贿 数 变换 后 ， 法 向 量 的 符号 ， 随 着 参数 的 
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雅 可 比 行列 式 大 于 0 或 小 于 而 改变 符号 。 
5， 曲 面 的 主 曲率 与 生 方向 
机 面 的 主 曲率 是 曲面 正常 点 的 法 曲率 前 级 值 ， 已 知 曲 面 主 
此 率 ， 可 确定 正常 点 的 法 曲率 变化 范 畦 ， 这 样 我 们 好 可 利用 主 
曲率 的 值 来 考查 曲面 的 弯曲 状 硫 和 加 向 。 因 而 出 法 曲率 的 极 信 
而 定义 的 主 曲 率 及 主 方向 是 讨论 曲面 在 正常 点 邻 域 结构 形状 主 
要 依据 
若 已 知 曲 面 方程 =y (z，v)， 可 通过 下 而 方程 求 在 正常 点 
了 的 法 截 线 C 的 主 曲 率 即 通过 
{EG ~ PYRE (EN SFM+LOR +t LN- MY =0 
来 求 得 ， 
而 和 且 在 本 章 中 ， 我 们 证 明了 二 极 值 是 不 相等 的 ， 当 然 ， 二 主 由 
率 也 是 不 相等 的 。 在 正常 点 主 曲 率 有 两 个 值 ， 一 是 法 项 率 的 极 
大 信 ， 一 是 法 曲率 的 极 小 值 , 
应 当 指 出 ,对 上 面 方 各 也 会 出 现 等 根 的 情况 , 这 时 我 们 推 得 
E:PF:G=L:iM:N 
这 种 点 叫做 曲面 的 膀 点 ， 即 所 有 法 由 率 值 是 相等 ， 因 此 ， 在 该 
点 的 任意 方向 都 是 主 方向 ， 关 于 脐 点 ， 可 分 黄种 情况 ， 当 工 = 
MH=N=0 时 的 脐 点 ， 我 们 称 为 平 点 ， 过 该 点 所 有 法 截 线 都 是 
直线 ， 因 此 ， 该 点 邻 域 相当 于 平面 ， 当 工 、 计 ，NN 森 同时 为 震 
时 ， 在 该 点 的 法 昭 罕 为 常 值 ， 记 有 法 截 线 的 曲率 相同 ， 我 们 
称 访 点 为 加 点， 在 该 点 的 驾 域 相当 于 球面 ， 脐 点 是 曲面 上 的 特 
殊 点 ， 我 们 不 作 详细 讨论 ， 
6、 社 班 标 型 ， 欧 拉 定 理 
过 在 曲面 正常 点 了 的 法 向 量 的 所 有 平面 与 当面 的 交 线 一 - 
法 截 线 ， 它 都 对 应 曲 而 在 点 了 的 法 曲率 什 ， 它 的 变化 范围 已 经 
讨论 过 。 而 这 些 法 曲率 值 变化 规律 如 何 , 不 清楚 ， 杜 更 标 型 实 
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际 上 是 给 出 过 点 了 的 所 有 法 截 线 的 法 曲率 秆 变化 规律 一 个 几何 
模型 。 而 且 推 得 它 的 方程 是 二 次 方程 。 流 动 坐 标的 系数 恰好 是 
点 了 的 主 冰 率 。 占 ， 态 ， 它 撒 绘 出 的 曲线 是 以 点 了 为 原点 ， 在 
过 ?点 的 切 平面 上 的 二 次 曲线 、 抽 这 正 是 曲面 上 正常 点 郎 域 结 
构 的 分 类 一 一 - 档 圆 点 、 双 曲 点 、 拖 物 点 的 名 称 的 由 来 。 

若 了 点 为 平 点 ， 杜 班 标 型 不 存在 ， 

欧 拉 定 理 是 给 出 已 知 曲 面 卫 上 正常 点 的 了 二 主 曲 率 ， 上 
上 及 过 这 点 任意 法 截 线 C 的 法 曲率 的 关系 式 ， 即 

k= Cosp+ sip:g (AY 

其 中 9 为 法 截 线 忆 的 切线 方向 与 主 方向 的 夹 角 。 因 为 不， 
为 二 主 方向 所 对 应 的 主 曲 府 ， 且 尼 标 网 是 曲率 线 网 ， 雁 标 曲 
各 部 是 直线 我 们 会 到 


= 二， = 

公式 (起 ) 由 欧 拉 可 出 ， 因 而 称 为 欧 拉 公式 ， 从 公式 看 出 沿 
任意 方向 的 法 截 线 的 法 此 率 信 上， 当 点 己 给 定 ， 主 曲率 与 主 方 
向 随 之 确定 。 这 时 & 为 8 的 函数 。 当 w 改 变 时 ， 对 应 的 法 截 线 C 
在 点 了 的 法 曲率 值 ， 按 欧 拉 公式 关系 式 而 变化 ， 

7. 高 斯 曲率 ， 平 均 邮 率 

曲面 在 已 知 点 外 高 斯 曲率 基 指 主 曲 宰 的 习 积 下 = 上 s 它 
是 讨论 曲面 在 正常 点 邻 城中 的 重要 概念 。 高 斯 曲率 是 曲 测 运动 
的 不 变量 。 我 们 证 明了 它 完 全 可 以 用 曲面 的 第 一 基本 基 及 其 导 
谓 数 表 出 ,所 以 它 属于 曲面 的 内 在 性 质 , 同 时 也 证 明了 曲面 的 高 
斯 曲率 为 零 ， 是 曲面 可 展 的 必要 充分 条 忻 ， 世 可 以 说 它 是 可 展 
曲 放 的 又 一 重要 特征 。 在 正 交 网 中 ， 高 斯 曲率 公式 为 


K = -2], [全 
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平均 则 率 是 指 册 面 在 已 知 点 处 主 曲 率 和 的 一 半 、， 即 
理 = 了 (+ 下) 
由 定义 ， 可 得 
了 - EN2ENMH+CD 
BCTFD 


可 见 平均 曲率 的 绝对 值 | 可 | 对 于 曲 厅 运动 都 是 不 变 匡 。 


在 平均 葛 率 日 = 却 ( 翅 二 和 ) = 0 的 点 P， 而 = 一 各， 


着 总 =0 显然 到 也 为 罕 。 根 据 定义 ， 显 然 了 点 为 凶 物 点 。 落 
名 所 加 则 高 斯 曲率 大 = 一 如 < 过 0, 这 时 了 点 为 双 曲 点 。 

平均 则 率 互 =0 的 曲面 称 为 极 小 曲面， 由 此 我 们 得 曲面 为 
极 小 曲面 的 条 件 为 

FEN-2FM+GL=0 

，“ 极 小 曲面 恒 要 性 质 是 ， 已 给 一 条 闭 昌 线 ， 如 蒙 在 这 条 闭 曲 
线 上 的 曲面 中 ， 其 有 最 小 面积 的 曲面 。 所 以 极 小 雪 面 也 叫 小 积 
曲 曾 。 实 验证 明 :， 如 果 把 闭 曲 线 淄 在 肥皂 被 里 然后 拿 出 ， 闭 曲 
线 上 莹 上 一 层 肥 所 液 。 在 没有 外 为 的 作 几 下 ， 即 形成 一 个 小 积 
申 画 。 从 力学 角度 帮 ， 这 是 因为 肥皂 液 上 的 表 闸 张力， 使 得 这 
个 曲 曾 面积 尽 可 能 地 小 

最 然 ， 只 有 全面 是 可 展 的 小 积 上 曲面 。 队 平面 外 ， 施 转 的 极 
小 曲面 是 悬 链 面 、 正 巡 面 ， 

8， 曲 面 的 渐 近 方向 和 渐 近 曲线 

在 曲面 之 上 ， 点 了 姓 ， 使 法 曲率 如 =0 的 方向 叫做 曲面 在 
点 的 渐 近 方向 ， 如 果 曲 线 上 每 一 点 的 方 癌 都 是 渐 近 方向 ， 这 
样 的 曲线 基 渐 近 上 曲线 、 显 然 浙 近 曲 线 是 蕴 面 上 的 特殊 昌 线 。 已 
知 法 有 曲率 有 = gw gs 由 浙 近 曲线 的 定 关 可 知 渐 近 则 线 的 微分 方 


re 


程 为 
Ladw:i 2Mdrdy + Ndr:=0 

0) 当 LN -让 =0 时 ， 对 食 有 未 知 量 的 二 次 方程 的 两 根 相 
等 ， 所 以 在 抛物 点 邻 域内 过 每 一 点 存在 唯一 一 条 渐 近 阳线 . 

(iD 当 LN - Mi 一 0 时 ， 对 方程 来 说 ， 有 相 异 二 实 根 。 所 
久 在 双 曲 点 的 邹 域 肉 ， 过 每 一 点 存在 两 条 相 变 的 浙 近 昌 线 ， 因 
而 可 构成 渐 近 曲线 网 。 

《ii) 当 LN -并 人 0 时 ， 则 方程 有 二 虚 根 ， 因 为 在 杰 圆 点 
的 邻 域 肉 ， 不 存在 实 的 渐 近 曲线 。 

从 新 近 曲 线 微 分 方程 看 出 , 当 z 曲 线 为 渐 近 盟 线 时 ， 工 = 由 
当 y 基线 为 浙 近 曲线 时 ， 则 (N= 人 0 因而 工 = 六 =0 是 坐标 曲线 
为 浙 近 曲线 的 充分 必要 条 件 . 

3， 则 而 的 相伴 三 棱 形 与 高 斯 万 加 滕 公 式 

在 研究 昌 线 的 性 质 时 ， 在 曲线 上 每 一 点 取 三 个 互相 垂直 的 
单位 向 量 ，tY、Y、B， 构成 曲线 论 里 的 相伴 三 棱 形 ， 并 且 将 它 
们 对 于 曲线 弧 长 的 导向 量 写成 它们 自己 的 线性 组 合 ， 这 就 是 有 
名 的 F-_S 公 式 ， 它 在 曙 线 论 中 占有 重要 地 位 ,根据 这 种 思想 , 在 
曲面 论 里 也 相应 药 引 进 了 曲面 的 相伴 三 楼 形 。 我 们 在 曲 而 上 每 
一 点 取 三 个 向 量 ， 基 ?,、，?,，?%= 了 XT?,/ |7, xy | 构成 曲面 的 
和 家 人 翌 三 棱 形 ， 

应 当 指 出 , 它 与 则 线 的 相伴 三 棱 形 不 同 。 三 个 阿 是 YY 从 
不 全 是 单位 向 盟 , 或 者 说 ?,、?, 不 是 单位 向 量 , 2 上 ?Rr,， 
但 +wy。 一 般 情况 下 不 牌 直 ， 因 而 ， 在 用 曲 朱 相伴 三 楼 形 做 为 
标 架 的 基 硅 时 ， 所 得 到 的 公式 是 比较 复杂 ， 所 以 在 讨论 曲面 一 
般 性 质 时 ， 不 得 不 引进 新 的 记号 一 一 指标 记号 。 

我 们 站 利用 曲线 的 相伴 三 楼 形 导 出 上 一 8 公式 。 研 究 了 有 曲 
线 上 正常 点 邻近 点 的 性 质 ， 与 出 类 似 ， 我 们 利用 明 而 的 相伴 三 
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楼 形 ， 导 出 曲面 的 高 斯 公式 与 万 加 滕 公式 ，、 
所 请 高 斯 公式 ， 即 
Tria= r+ ,un 
其 中 = 0g + Rey 一 中 
Tn=H, 
当 曲 面 4 的 举 标 网 为 正 交 网 时 ;=0, 则 高 斯 公式 写成 下 面 形式 


P= re 十 工程 = Ex 


E, 
也 +,+ Lr 
E, Gx 
T= T= + MR = + -3 ?十 Mn 
Gn G, 
T= rr Nn 三 一 了 百 和 十 -a6 十 Nn 
万 坟 腾 公式 是， 
,= - gHY, 


它 衫 示 法 向量 的 偏 导 阔 数 按 广 的 线性 分 解 式 ， 当 曲面 4 的 党 
标 网 为 正 交 网 时 ， 表 示 汐 


MM 
和 > 工人 


BE' € 
了 = 天 四- Tr 
高 斯 公式 与 万 加 滕 公式 一 起 表示 了 当 曲 面相 位 二 校 形 沿 曲 面 .上 
某 曲 线 进行 微小 移动 时 ， 它 对 于 某 固定 相伴 三 楼 形 的 相对 转动 
规律 ， 苍 它们 是 描述 曲面 上 相伴 三 棱 形 《PE ?,，?,，1} 
的 偏 微分 方程 组 ， 
10， 井 面 的 基本 定理 及 高 斯 方程 与 柯达 奇 方程 
当 己 知 曲 面 方程 为 = 了 zs、 切 ， 则 有 
dr eq 
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dy = 
Aan= — pH ,rani 

其 中 第 一 个 式 了 于 表示 相伴 三 楼 形 (Pw， 四 ;fw，?,， 角 ) 的 原 
点 Ps， 纺 的 运动 ， 第 二 式 df?， 即 高 斯 公式 表示 切 向 量 了 
tv、 的 转动 规律 。 而 第 三 式 ?ae 即 万 加 秋 公 式 表 示 法 向 县 7 
即 相 伴 三 楼 形 第 三 个 向 量 的 转动 规 种 。 现 在 的 问题 是 ， 上 面 三 
个 微分 方程 。 试 癌 它 们 的 系数 ， 即 ， 第 一 .二 大 束 基 8 与 Hj; 
之 间 满 足 什 么 关系 时 曲面 存在 ? 如 果 存 在 曲面 是 天 是 叭 一 《 除 
空间 位 置 的 不 同 ) 。 这 就 是 时 面 基本 定理 所 要 回答 的 问题 。 

首先 把 高 斯 公式 和 万 加 腾 公 式 可 以 看 成 是 关于 YY; 与 的 偏 
微分 方程 、 但 从 微分 方程 理论 知道 ， 把 二 公式 看 成 微分 方程 ， 
面 该 微分 方程 是 伙 可 积 ， 

在 本 章 中 ， 预 备 定 理 讨 论 了 了 融 斯 方程 及 柯达 奇 方程 

Qi} — rost Aa} {or} — {sr Fass} 

= Hj,H,,- Hn, 
及 柯达 奇 方程 

Hi Hiret ti}H ,i — A YH 

= 人 0 
就 是 高 斯 和 万 加 腾 公 式 的 可 积 条 件 ， 它 是 第 一 、 二 基本 量 8 
与 是, 应 满足 的 关系 式 ， 对 于 晶 而 写 来 说 ，&4 与 寺 ji 不 是 独立 
的 ， 而 基 应 当 满 足 一 定 条 件 的 。 即 应 满足 高 斯 方程 和 柯达 奇 方 
程 ， 通 过 高 斯 方程 可 知 ， 昌 ,。 可 由 &; 幢 示 出 来 ， 

由 上 所 述 高 斯 公式 与 万 加 腾 公 式 是 可 积 的 。 根 据 方程 理 
论 ， 解 {r， 7” 2 是 瞧 一 存在 的 ， 且 满足 给 定 的 初 给 条 件 ， 

-其 次 tp， zi R} 具 有 在 某 点 P46，4z0) 的 关系 

| To B=0 TR, =0, HH,—1=0 


以 它 为 初始 条 件 ， 是 否 对 任意 的 了 Gy: 坟 ，?,，%# 也 满足 关系 
3 


ms ra rr re PR 1 


人 一 = 
可 证 明 此 结果 ， 将 它 微分 ， 则 得 微分 方程 ， 其 

dr Pe 0) = dA TR ga) + ada rrr ~ ge) 

+ Haxitrmy + Hadwi (rn) 

d (nn -1)= -280Hds: rn) 

dm = TE di ny + Hd (Rn ~ 1) 
其 未 知 函 数 分 别 为 fTr 一 81 TR 一， 
在 给 定 的 初始 条 件 下 ， 有 霉 解 。 即 有 

Fre= gs TR=0, RR=1 
对 所 得 曲面 ? 它 的 第 一 、 二 基本 微分 形式 的 系数 怡 好 是 给 定 的 
gr Hn 
最 后 证 得 ， 曲 面 方程 + 除 空 闻 位 置 不 同人 外 ， 曲 面 是 玲 一 确 

定 的 。- 
高 斯 方程 与 柯达 奇 方程 在 正 交 闷 中 ， 妈 可 写成 


kK-= tN-M --_ 人 (ZE)。] [| 
Eu EB wo dr ky, = 


YM NO FY -MG -= 
3 ( 霹 ) (2 下) “Ee " 
NY_(MN)-. ys (五 )，- 
(36) (Fe). -过 人 一 pe ' 
这 种 形式 在 计算 问题 中 经 常用 到 ， 这 里 给 以 提示 。 
11， 平面 上 的 向 量 平行 性 与 曲面 上 的 列 难 一 齐 维 他 向 量 的 
平行 性 ， 
曲面 二 向 量 的 列 维 一 并 维 他 平 行 移动 是 平面 上 癌 量 的 平行 
移动 的 概念 的 推广 ， 因 而 列 维 一 齐 维 他 向 量 平行 性 有 平面 上 问 
量 的 平行 性 的 基本 特征 。 在 列 维 一 齐 维 他 平 行 移动 下， 长 度 、 
角度 不 变 。 这 在 本 章 中 已 经 给 出 证 明 。 


电信 


下 面 重点 讲 一 下 对 列 准 一 齐 维 他 铅 量 平 行 移动 及 对 辕 量 平 
行 性 的 充分 必要 条 件 的 理解 。 

设 在 其 面 之 上 ， 给 出 一 条 曲线 工 : =wi( 乡 ,在 0 半 (1) 
点 绽 出 三 上 的 向 量 (人 曲面 之 上 的 向 量 ， 当 然 是 2 的 切 何 量 ， 
是 这 个 向 量 的 坐标 〉 在 曲线 二 上 与 闭 的 邻近 点 为 作 ( + 人 ， 
旧 窗 过 的 切 向 最 可 写 为 辣 + do 显然 ， 好 + 表示 切身 景 re 做 
了 一 个 微小 移动 -了 i 认为 训 ( + 了? 点 的 切 向 量 天 + dv。 持平 
称 回 到 间 , 点 ， 邯 起 点 与 M， 点 重合 ， 对 药 面 来 说 ， 在 一 般 
情况 下 ， 在 对 ,点 的 vi'+ dri 向 量 不 再 与 曲面 相 切 三 。 它 不 在 过 
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的 切 平面 上 ,这 时 把 v' + dv! 正 投影 在 MM。 避 的 切 平面 上 ， 
设 正 投影 的 坐标 为 好 + Gvi。， 即 pi+ 6vi， 为 刘 , 了 疝 量 的 坐标 ， 


从 图 容易 看 出 方 8 向 量 就 是 历 - 广 与 让 襄 向 量 之 差 ， 用 坐标 关 示 


就 是 如。 显然 gp 在 于 点 切面 上 的 投影 就 是 095 一 般 的 5 不 
为 埋 。 称 48 为 拓 沿 曲线 工 的 绝对 微分 

.、，- 现 锥 一 齐 维 他 平 行 意义 下 ， 有 平行 是 指 在 山 线 二 上 对 点 的 切 
疝 量 六 + 在 旭 ， 点 的 切 平 面 上 的 正 投 影 ， 即 4 红 斐 直 于 刘 ， 


的 切 平 面 ， 显 然 dz: 在 切 平面 正 投影 6 =0， 这 时 vi+ dv' 答 好 
等 于 在 加 ,点 的 的 切 向 量 vr。 则 称 vi+ dvi 与 vi 沿 曲 线 工 是 
列 维 一 齐 维 他 平行 的 ， 

从 前 面 分 析 看 到 ， 向 量 在 列 维 一 齐 维 他 意 义 下 平行 的 充分 
必要 条 件 ， 显 然 是 3o= 0， 

列 维 一 齐 维 他 平 行 性 与 向 量 s; 沿 移动 的 曲线 上 有关， 平行 
性 的 解析 表示 为 

Bri = dett {i Todut= 0 

我 们 的 目的 是 找 出 绝对 微分 5o 为 霍 与 曲面 的 关系 。 应 
当 指 出 ， 列 维 一 齐 维 他 平 行 移动 与 So = dvi+ 人 {0}》sidu* 有 
美 ， 确切 些 与 {ya} 有 关 ， 而 A748 是 曲 面 的 第 一 尖 本 景 的 表 
示 式 。 从 而 看 出 ， 在 这 个 意义 下 的 平行 移动 ， 是 曲面 的 内 在 性 
质 ， 例 如 ， 如 果 曲 面 是 欧 氏 平面 ， 在 欧 氏 平 而 上 5 是 常数 ， 
所 以 站 = 由 这 时 6pf= dr， 因此 6v7= do = 0 时 ， 在 这 个 平面 
上 列 维 一 齐 维 他 平行 性 与 普通 的 平行 一 致 ， 而 与 曲线 了 无关. 
这 时 前 绝对 微分 与 普通 微分 一 致 ， 但 是 这 仅 限 于 平面 ， 一 般 情 
况 比较 复杂 ， 不 再 多 说 ， 

12。 曲面 上 的 测 地 线 

测 地 线 是 微分 几何 的 主要 内 容 ， 对 它 的 研究 ， 可 分 三 部 
分 ，《〈1) 测 地 线 定义 《2 ) 测 地 线 的 性 质 ， (3 ) 测 地 线 
的 微分 方程 。 

为 了 给 出 测 地 线 的 定义 ， 首 先 研究 了 测 地 曲率 ， 利 用 测 地 
曲率 等 于 零 ， 给 出 测 地 线 前 定义 ， 当 然 也 可 以 用 变 分 法 来 定 
义 ， 这 样 明 然 直观 ， 但 计算 比较 麻烦 . 

济 地 曲率 是 曲面 了 上 蔓 线 三 在 点 了 的 葛 率 向 量 hv 在 区 上 让 
P 的 切 平 而 x 上 的 正 投 束 值 ， 设 厂 为 了 上 经 过 点 了 的 一 条 则 
钱 ，z 为 了 3 在 了 的 切 平 面 ，* 为 在 rz 上 的 投影 ， 则 在 P 点 了 
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的 测 地 曲率 上 的 绝对 值 等 于 T* 昌 线 的 曲率 k*、 这 是 显然 的 。 
因为 * 是 让 的 正 投影 、 那 么 本 的 曲 窗 向 量 &v 的 在 了 点 切 平 而 
上 的 正 投影 必 在 了 * .的 主 法 线 虐 。! * 与 ! 在 了 上 点 有 相同 的 切 
线 , /和 2* 赔 为 投影 柱 面 2* 上 药 曲 线 ， 它 们 有 共同 2 点 和 共 
峡 切 问 量 T 而 站 * 是 投影 柱 桓 上 的 法 截 线 、 因 此 ，* 在 点 了 的 
曲率 等 于 它 在 点 了 的 法 曲率 ,的 绝对 值 ， 又 根据 测 地 曲率 的 定 
义 可 知 ， 昌 线 六 在 点 了 的 淹 地 曲率 g 等 于 与 了 具有 共 河 点 ， 共 
六 切线 的 曲线 i* 在 点 了 的 法 曲率 8,。 但 1* 是 { 射影 柱 面 2* 上 
在 点 了 前 法 扒 线 ， 因 为 法 截 线 1* 在 点 了 的 法 曲率 | |= Kk， 而 
& 义 等 于 7 在 点 了 的 测 地 曲率 45， 所 以 证 得 2 上 曲线 了 在 点 P 
的 测 地 曲率 志 g 等 于 与 它 在 了 点 的 切 平面 上 投影 曲线 在 点 了 的 
曲率 ， 导 ] g |= x。 曲 线 的 测 地 曲率 &E 


1 本 了 二 
kgE= 寺 wk 


Aa! A 


其 中 a= 
在 正 交 网 中 ， 点 g 又 等 于 
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这 是 著名 的 刘 维 尔 〈Liouville) 公式 。 

由 此 公式 容易 看 出 ， 测 地 曲率 是 曲面 的 运动 不 变量 。 若 了 
为 平面 ，*，、?” 是 直 前 坐标 ， 显 然 得 玉 =G=1，F=0。 这 时 上 
式 化 成 


于 是 昨 线 的 测 地 曲率 大 与 相对 昨 率 如， 完全 一 致 ， 这 说 明 曲 面 
上 一 条 曲线 的 测 地 曲率 是 平面 上 一 条 曲线 的 相对 曲率 万, 的 
推广 。 由 此 我 们 会 得 到 : 落 曲 面 忆 -- 条 曲线 二 在 平面 + 上 展 成 
为 平面 电线 本 ', 则 本 在 上 测 地 曲率 &g 等 地 厂 ' 在 平面 # 上 的 相 
对 曲率 ， 由 此 也 容易 推 得 曲面 了 上 一 条 曲线 三 在 平面 上 展 成 
为 直线 的 充分 必要 条 件 是 厂 在 了 上 的 测 地 曲率 恒 为 零 。 

从 油 地 曲率 的 几何 意义 看 出 ， 为 什么 朋 测 地 向 率 为 志 来 定 
义 测 地 组 是 比较 自然 的 

从 测 地 线 的 定义 得 到 下 面 三 个 等 价 性 反 ， 《1 》 测 地 级 吉 


者 是 直线 , (2 ) 或 者 它 的 密切 平面 与 曲 面 的 切 平面 项 走 ，(3 ) - 


或 者 测 地 线 的 从 切 平面 与 曲面 的 切 平面 重合 

. 从 此 可 推出 : 球面 上 的 浏 地 线 是 它 上 面 的 大 国 ， 

柱 面 上 的 蝶 线 ， 和 包括 母线 和 它们 的 正 交 鲍 线 都 是 柱 面 上 的 
测 地 线 。 这 是 因为 柱 面 展 成 平面 时 柱 面 的 曲 旋 线 、 和 母线 以 及 母 
线 的 正 交 轨 线 都 展 成 平面 上 的 直线 、 

测 地 线 在 正 交 网 中 的 微分 方程 也 可 以 写作 - 


a 


或 将 土 式 的 后 两 式 代 入 第 一 个 式 子 ， 则 可 写作 

这 个 方程 是 由 三 个 变数 《rz，g 及 自 变量 : 构成 的 一 阶 
常 微 分 方程 ， 解 微分 方 窒 或 方程 组 ， 可 确定 测 地 线 的 参数 方 
程 、 因 *、"、9? 有 连续 仿 导 数 。 根 据 微分 方程 理论 ， 对 已 给 的 
初始 条 件 

其 《二 
就 有 唯一 解 

#= =, =p) 

这 就 证 明了 从 体面 上 每 一 点 出 发 ， 滑 每 一 个 方向 ， 总 有 唯一 的 
-- 条 测 地 线 。、 这 和 过 一 点 消 一 方向 都 有 一 条 直线 类 似 ， 

应 当 指 出 ， 测 地 线 是 短程 线 , 这 是 局 部 性 质 ， 不 是 整体 概 
念 ， 省 则 不 一 定 最 短 ， 如 过 球面 上 两 点 ， 即 全 在 两 发 弧 ， 就 局 
部 来 说 测 地 线 指 劣 弧 即 最 短 弧 而 言 ， 

[ 例 13 已 给 拟 球面 于: ?= {pcos8，psing, AD))} 
0<e<?ry 其 中 p= acosgp, / (Pp) = atln (secem + tgp) 一 sing), 
求 报 球面 了 上 的 测 地 线 方程 

{ 解 》 从 fp) = 4[ln (secp+ tgg) - singl 
可 得 ; 


Co) = ~ tgp 
P= 1COS， sind, -tgop} 


98 


,= {psing, peosp, 0} 
第 一 基本 徽 分 形式 为 
p=secipadp: + Di 中 


人 3 102 
“pr dP + piad: 


作 参 数 代 换 。 #= -一 0<s 和 -于 
由 一 1 De _ 
np 罕 
代入 上 式 得 
P| = 4 《Go + dr) 


已 敌 E=G= 一 一 


将 此 式 代 入 测 地 线 的 微分 方程 〈 坐 标 曲线 网 是 正 交 了 网) 


42 .1 (2 )coswp - CO, sing 


ds 2VEGW EE IG 
ds# _ 1 
so VE CP 
| gy 
mri 
\ 
则 得 
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和 aaa 


Co 

/ ds 
dn 4 
de 

， di la ” 
dy 乡 
1 

dr 下 


知 果 9 所 + 下， 则 cosgp 所 0, 则 由 上 式 可 得 


di = — vd ~ 
人 = ~ rtgPdp 
积分 上 式 的 第 二 式 得 
业 一 COST, 
把 它 代 入 第 一 式 ， 表 积分 得 
R= — SifDm + 
从 上 面 二 式 消 去 % ， 得 
(A y= 
注意 上 述 二 式 是 测 地 线 的 参数 方程 ，w 为 参数 ， 消 去 参数 后 得 
测 地 线 方程 。 
3， 闪 测 地 坐标 网 与 测 地 极 坐 标 网 
我 们 知道 ， 对 曲面 方程 来 说 ， 堂 标 系 选 可 适当 ， 可 使 方程 
简化 ， 那 么 选取 适当 党 标 曲线 网 ， 可 使 曲面 的 第 一 基本 微分 形 
起 更 为 简单 ， 以 利于 讨论 曲面 的 性 质 ， 
”学 测 地 坐标 网 是 这 样 定义 的 ， 在 曲面 3 上 任 取 一 条 测 地 线 
作为 sz 曲线， 过 曲线 上 各 点 作 与 :zr 正 交 的 浏 地 线 作 为 s 有 曲线 
旋 。 我 们 知道 ， 过 曲面 上 的 每 一 点 ， 消 任意 方向 都 存在 一 条 测 
地 线 、 轩 而 在 任何 曲面 都 可 以 建立 半 测 地 举 标 网 。 面 旦 是 正 交 
网 ， 在 这 个 网 中 ， 第 一 基本 量 的 F = 和 。 
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我 们 知道 ， 在 正 交 网 中 ， 测 地 线 方程 为 


dP 1 E, G, 
dr 2 A 王 人 EC co 全 sing ) 
= l/wE cosy, ot = Sing 


这 时 对 #* 曲线 来 说 ， 它 的 切 回 量 ” 和 天王 和 说 亲 放 玫 全 ， 邯 ， 
P= J， 所 以 


dP _ 
-ar 
因为 ， ff 让 ds= 0, 由 前 而 方程 可 得 
FE, 
WEE EF” 由 即 卫 ,= 1 


即 得 EE 与 v 元 关 ， 只 与 # 有关 的 函数 ， 
由 此 ， 我 们 得 到 ， 著 曲面 的 坐标 网 为 正 交 网 ， 风 # 一 曲线 
为 测 地 线 的 必要 充分 条 忻 为 王 仅 为 # 的 函数 ， 周 理 可 推 得 站 
线 为 测 地 线 的 必要 充分 条 忻 ， 局 仅 为 的 函数 ， 
因此， 可取 
人 (ea= 芍 BE)}=1 
这 时 ，. 昌 面 的 第 一 基本 微分 形式 为 
gi= dt Gt Das - - 
在 半 测 地 坐标 网 中 ， 当 给 定 的 测 地 线 s。 看 做 纳 成 一 点 0 
:了 时， 而 对 0 点 沿 各 方向 引 测 地 线 族 ， 设 它 为 # 山 线 ， 刁 所 4 其 线 


宇 交 的 曲线 族 为 。 出 线 ， 我 们 证 明 了 
人 人 的 = 站 


fe Cx, py | =1 
OR ] 机 
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满足 这 些 条 和 忻 的 举 社 网 称 为 测 地 极 坐 标 网 。 大 上 述 定义 看 出 ， 
它 也 可 以 看 你 学 测 地 坐标 网 的 特殊 精 形 。 世 可 以 看 成 是 平面 凤 
坐标 网 的 一 个 推广 。 请 注意 ， 这 两 种 坐标 网 建立 的 条 件 及 其 之 
间 的 关系 ， 

14.。 常 曲率 曲 年 及 其 商 斯 一 波 泽 定 理 

我 们 知道 ， 高 斯 曲率 天 是 昌 刹 的 肉 在 性 质 是 渴 画 的 微分 不 
变量 ， 史 而 是 曲 列 的 等 距 变 换 的 不 变量 ， 曲 甸 等 距 等 价 ， 在 对 
应 点 有 相等 的 高 斯 曲率 ， 但是， 车 二 曲面 的 成 之 疗 有 一 一 对 
应 ， 它 使 两 个 晶 面 在 对 应 点 有 相等 的 高 斯 曲率 。 这 两 个 昌 面 一 
般 的 并 不 一 定 等 距 等 价 ， 也 就 是 , 在 一 定 参 数 选 择 下 , 二 上 曲面 有 
相同 的 高 斯 曲率 , 并 不 能 保证 它们 有 相同 的 第 … 基 本 微分 形式 . 
即 商 斯 苗 率 相等 是 等 距 等 价 的 必要 条 件 ， 但 不 是 充分 条 件 ， 

人 高 斯 曲率 为 零 的 曲面 部 可 以 


和 平面 炭 合 : 高 斯 曲率 便 等 于 去 1 的 应 面 都 可 以 和 半径 为 a 的 未 


面 贴 合 ， 高 斯 槛 率 等 于 -去 的 曲面 都 可 以 和 拟 球 曾 巾 合 ， 应 当 


注意 ， 贴 含 的 区 域 应 当 受 坐标 网 正 别 性 的 眼 制 ， 因 而 贴 侣 是 局 
部 的 ， 

由 上 壕 定理 剖 知 ， 具 有 常数 高 斯 上 出 率 下 的 曲面 二 的 几何 有 
三 种 ， 妈 平面 上 的 欧 氏 几何 ， 椭 加 几何 誉 ， 双 瘟 几 何 学 、 这 三 
种 几 人 和 何 学 的 基本 特征 是 ， 在 它们 上 面 的 一 个 三 角形 的 内 角 和 依 
次 等 于 ， 大 于 ， 或 小 于 180"， 

这 就 是 高 斯 一 波 湿 定 理 扬 变 证 明 的 结论 ， 它 给 这 三 种 六 
儿 柯 在 欧 氏 空间 的 实现 的 形象 ， 
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‘四 ) 本 章 小 结 


1， 弟 一 基本 微 当 形式 
曲面 的 | 2， 曲 而 上 出 强 的 部 长 
3， 抛 而 上 二 软 堆 的 交 厂 
4， 曲 面 上 团 此 二 的 面积 


ee 


『 
其 面 航 其 窑 
性 法 热 级 ， 渐 进 线 
2， 尚 而 的 主 曲 弯 ， 坟 方向 ， 


向 面 揭 率 线 ， 鸯 率 引 网 
3， 杜 班 标 型 ， 葡 拉 定 理 
4， 册 而 在 正常 点 结 榴 ， 离 其 


些 率 ,平均 曲 率 


曲面 的 关注 +， 指标 记 共 ; 
2 
| 3 
| 
LU 


定理 .曲面 的 扯 伴 竺 楼 形 及 高 斯 公式 ,万 吉 腾 公式 
向 最 的 测 维 -。 3、 项 面 的 基本 方程 ， 高 斯 方程 与 柯达 齐 方程 
六 ， 曲 页 的 基本 定 色 证 明 , 高 新 一 液 涅 定 到 
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第 四 章 “ 黎 曼 流 形 上 的 几何 学 习 指导 


本 章 是 通过 黎 总 流 上 的 几何 来 达到 两 个 目的 。 其 一 是 通过 
微分 几何 介绍 做 为 现代 数学 基础 的 微分 流 形 、 切 从 等 基础 知 
识 ， 其 二 是 通过 微分 流 形 、 向 量 场 、 纤 维 从 给 出 把 局 部 欧 氏 空 
间 的 微分 几何 推广 到 大 范围 的 方法 当然 只 通过 这 短 短 的 一 章 
不 可 能 招 很 广泛 的 内 容 都 包括 进来 只 是 对 有 关 的 基本 知识 、 
基本 思想 方法 给 以 介绍 ， 如 果 通 过 本 章 能 引起 读者 对 现代 微分 
几何 的 兴趣 和 重视 ， 那 么 也 就 算 达 到 了 自 的 ， 


(一 ) 本 章 要 点 


由 于 本 举 新 的 概念 较 多 ， 又 考 感 自给 自 下 ， 因 此 本 章 由 两 
部 分 组 威 。 其 一 是 预备 知识 ， 这 部 分 很 重要 ， 对 这 部 分 ， 通 过 
大 晤 例题 要 掌握: 

1， 微 分 流 形 、 切 空间 、 切 从 、 纤 维 从 ; 

2， 疝 量 场 、 张 量 场 、 分 布 与 对 合 ; 

3， 湿 入 ， 柑 入 、 可 定向 与 不 可 定购 ， 

其 二 是 蔡 曼 流 形 上 的 几何 .这 部 分 主要 是 把 局 部 欧 氏 几 
何 ， 狼 迁 到 流 形 上 ， 并 把 它们 从 局 部 推广 到 大 范围 ， 因 此 这 一 
部 要 掌握 ， 

G) 通过 流 形 的 张 量 场 在 流 形 上 引进 度量 5， 和 4 即 第 
-基本 张 量 场 和 第 二 基本 张 量 场 ,使 流 形 具有 歼 受 度量 ,然后 把 
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et 


已 知 的 欧 氏 局 部 症 分 几何 迁 秘 到 黎 螺 流 形 上 进行 大 范围 研究 ， 
(i 通过 浸入 ,嵌入 和 可 定向 判别 那些 问题 可 以 天 范围 化 ， 
《1 通过 切 从 上 的 可 微 颁布 与 对 合 以 及 蝴 大 积分 流 形 来 

给 出 曲面 若 本 定理 前 大 范围 证 明 ， 对 这 部 分 的 素材 部 是 在 局 部 

微分 几何 中 已 知 的 ， 拓 此 ， 要 通过 把 它们 大 范 闭 化 来 掌握 现 民 

微分 几何 的 思想 方法 ， 


《=) 基本 要 求 


这 一 章 的 部 分 内 容 稍 高 于 部 癸 大 网 .因此 只 提 一 般 罚 楼 求 ， 

(i 了 退 微 分 流 形 、 切 空间 、 切 外 、 纤 维 从 ， 癌 车场 、 张 
量 场 、 分 布 、 对 合 、 温 入、 慌 入 等 等 的 结构 与 慨 念 ， 

GD 了 字 解 欧 凡 思 得 也 何 与 笋 曼 岂 何 ， 小 范围 与 大 范围 的 异 
亲 ， 以 及 可 大 范围 化 的 条件 ， 

(i 理解 大 范围 化 的 手段 和 思想 方法 ， 


(三 ) 本 章 内 容 分 析 与 概述 


数学 是 描述 、 研 究 客 观 世 界 的 工具 ， 随 着 客观 世界 的 发 展 
和 人 类 对 客观 世界 认识 的 不 断 深化 ， 因 此 数学 也 必须 随 之 向 前 
发 展 。 只 车 对 局 部 的 措 述 满足 不 了 客观 的 要 求 ， 从 而 提出 大 范 
国 的 描述 与 研究 ， 基 于 局 部 即 在 点 的 埋 域 的 性 质 ， 经 过 人 们 的 
实践 已 有 比较 充分 的 理解 ， 这 些 局 部 的 性 质 是 否 可 以 推广 到 大 
范围 去 ? 怎样 推广 ? 经 过 长 期 的 研究 ， 才 创造 子 微分 流 形 这 一 
概念 , 它 是 豪 斯 道夫 空间 ,而 它 的 各 个 邻 城 都 与 欧 几 里 得 空间 的 
开 邻 域 同 胚 ， 夯 且 它 的 各 个 开 邻 域 都 利用 微分 同 卫 贴 连 起 来 ， 
这 就 提供 了 一 种 可 能 ， 把 已 知 的 局 部 性 质 推广 到 大 范围 上 去 . 
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流 形 好 象 一 个 演 剧 的 舞台 ， 各 种 剧 上 月 胡可 以 搬 上 去 注 由 ， 担 是 
随 剧 目的 不 后 而 需 相通 度 的 道上 其， 那么 具有 共性 的 道具 就 是 在 
本 章 已 讲 过 的 切 空 间 、 切 具 、 年 维 具 、 漫 入 、 慌 入 ， 问 量 场 、 
张 基 场 、 对 合 分 布 、 最 大 积分 流 形 等 等 。 我 们 回忆 一 下 鹃 部 微 
分 几何 ， 想 在 点 的 邻 城中 引进 度量 是 依靠 在 该 点 的 切 平 面 〈 移 
氏 空 间 ) 上 癌 量 的 肉 积 米 引进 晶 面 的 第 一 基本 微分 形式 才 定 义 
曲面 在 该 点 邻 城 的 度量 性 质 的 ， 对 于 流 形 也 是 一 样 ， 把 它 各 点 
的 切 空间 的 集合 中 引入 折 扑 性 质 就 构成 纤维 共 ， 这 样 对 流 形 的 
研究 就 转化 成 在 纤维 从 上 的 研究 。 又 如 在 局 部 搬 分 几何 中 ， 研 
完 点 邻 域 的 形状 时 ， 我 们 是 把 它 实现 硒 三 维 空间 进行 研究 的 。 
对 于 流 形 同 样 地 我 们 是 把 它 浸入 或 诬 入 在 高 维 空间 进行 研究 ， 
这 里 涉及 到 流 形 是 否 吕 定向 的 问题 ， 通 过 这 些 道具 才能 把 强 而 
有 力 的 分 析 、 代 数 和 几何 搬 到 流 形 上 去 ， 通 过 它们 才能 把 局 部 
的 一 些 己 知 问 题 推 广 到 大 范围 中 去 ， 
按 这 种 想法 选取 了 内 容 ， 主 要 是 把 第 一 、 二 、: 半 章 中 的 网 
本 里 得 局 部 微分 风 何 内 容 撒 到 黎 曼 流 形 二 并 把 它们 推广 到 大 范 
届 中 去 ， 我 们 的 目的 不 是 讲 更 多 的 黎 晕 几何 内 容 ， 而 是 通过 已 
知 的 知识 使 读者 了 解 做 为 现代 数学 基础 之 一 的 微分 流 形 以 及 纤 
维 从 、 张 量 场 、 分 布 与 对 合 等 等 的 作用 以 及 其 在 大 范围 微分 岂 
何 中 的 应 用 。 如 有 兴趣 深入 研究 ， 请 孝 阅 下 人 列 参 考 书 ; 
j。 佐佐木 重 夫 著 禾 曼 用 何 ( 苏 步 衣 译 } 科 学 出 版 社 1964。 
2， 立 花 俊 一 车 ” 歼 螺 几何 { 王 运 达 详 ) 东北 工学 院 1981 , 
3，S.Steffberg': Lecture on differential geometry, 
Prentice-Hall 1964. 
4. W,3.Boothby: Anintroduction to Differentialle 
manifolds and Rismannian geo- 


mettry, Acadmie prass 二 975 。 
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.第 二 部 分 ”微分 儿 何 习题 解答 
第 一 章 ”曲线 论 习题 解答 


i。 ( 解 ) 若 x= acosf，y= asint，% = 上 有 表示 平面 册 
线 ， 则 该 厚 线 的 切 向 量 = {asini，acosf。 了 lf》 庶 为 平行 
转 定 平面 的 加 量 ， 故 有 (P= 0， 
F ={- acost, —asint, 于 (六 
P= {asinf, — acost, f (0)) 


-asint acost ft) 


| -acost — asintf (tt) |=0 
asinf ~ acost 于 (站 
即 FD + =0 
此 微分 方程 的 通 解 为 : 
fF) = Asint — Beost+C 
志 以 此 曲线 的 参数 方程 为 
x = ACOst (DD 
= anint 尼 ) 
=Asini- Beost te 3 
由 由、 人 得 
十 入 二 全) 
又 因 ，cosf= -一 --，sint= 二 一 ,代入 他 得 
“=4 -B+C 
a a 
即 Ay— bx-a%+at= 人 人 加 ) 


S80 


所 以 此 曲线 的 一 般 方程 为 
x ty 一 


Bx—- Aytaxr—aC= 人 0 
即 才 线 为 平面 加 上 的 一 个 祝贺 
2、 证明) … 锥 面 x?+ y= wi 的 母线 的 方向 向量 为 
tx ys xj， 履 与 背 线 相交 的 甸 画 母线 的 方向 向 量 为 = aerfcos aer{cost, 
sinf,1}., 
碍 线 与 锥 面 母 线 相交 点 处 韵 切 向 量 为 
F= at -Sini+ cost, sinf + cost, 1) 
设 8 为 曲线 与 俊 面 母线 的 交角 ， 则 让 
a 6 
co 
“8 为 定 角 ， 即 上 曲线 与 锥 面 母 线 相交 成 定 角 ， 
J， 《证 明 ) ” 设 阿 柱 末 的 方程 为 x* -Y= Rs， 出 此 图 杜 
面 的 母线 的 方向 向 量 六 g= {0，0， 2}, 
设 与 柱 面 母线 交 成 定 角 日 的 曲线 方程 为 
中 三 关门 ， TE, = 
则 此 上 曲线 的 切 向 量 为 
F=f yD, hy HE 


于 是 有 
COsf = a = A 
了 
即 CFD 十 妆 人 十 起 (DJcos 肖 一 天 人 
或 CFAOD to Yctg'h = A 
愉 而 iD) = ctgg vw Fr Fo) 


A = ctg9 | OD FBT) a 
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玫 与 圆柱 面 洗 组 光 成 定 角 0 的 曲线 方程 为 
x =f 0), y=80), = ctgo|v FO TG dt 


当 柱 曾 为 椭圆 柱 画 、 抛 物 柱 面 、 双 用 往 商 的 标准 位 宅 时 ， 
它们 的 标准 方程 分 别 为 


me 


a 


其 母线 的 方向 回 时 均 为 8 =40，0，1}， 故 按 辐 柱 面 的 证 法 一 
样 ， 可 得 出 与 其 母线 相交 成 定 角 8 的 曲线 方程 为 


x = (4), =F, = ctgb| FO 十 六 (门人 


了 Ee = 


A 


4d. Ci)  ( 解 ) = 3 gt) = 
i， 对 任意 的 1, 均 不 同时 为 零 且 连续， 有 妈 
+ 让 (>0 
出线 (1) 在 杜 意 点 邻 域 上 确定 一 徊 单 由 线 强 ， 
《2) (种 ) 和 £40) = -Scos'tsint, $0) = 3sin'tcost, 
2 = 一 281imn27 对 任意 的 上 连续 。 
灵 当 使 关 (十 信人 的 二 和 人 = 时 ， 即 


Qcomtsint + Osin'tcos’t + 10sin:tcos’t = ?8cos:tsin’s 


=0 时 ， 其 实数 解 为 = 0 子 ，z 子 r。 即 这 些 点 不 是正 党 


.曲线 碍 去 掉 点 t= 0， 节 ，77, 也 外 的 各 点 吉成 里 确定 简 
单 曲线 弧 ， 


(3) ” ( 解 ) 出 线 可 等 
TF= (tta) daw —a =0 
1 全 二 光一 6 二 必 


下 .= dxtx ty) — daix, P= 和 (+ 大 十 和 7， = 


二 0 G,= 0, Cs = 荆 
故 遇 线 上 任意 点 有 和 抢 隆 

(* (x + py — dix dy (x+ +a) 0 ) 

. 0 0 1 


除 由 级 上 的 点 (0,0，5) 外 ， 上 述 答 阵 的 秩 均 为 2， 故 曲线 除 点 
(0, 0, 5) 外 ， 都 是 正常 点 ， 因 此 由 线 上 除 点 (0, 0 5) 外 ， 各 点 令 
域 是 简单 曲线 弧 。 
(4 ) 昌 线 可 写成 
F=x +y -R=0 
= + R= 人 0 
于 是 F,= 2x, F,= 2y, Fs=0 
Gr= DX, 全 = 0 Gr= 2% 
故 曲 线 上 任 一 点 在 矩阵 
Ey 0 
(4) 
曲线 上 除 点 (R，0， 人 及 《RR，0， 从 外 ， 其 余 点 的 矩阵 的 
秩 均 为 2 。 故 掉 强 除 点 (RE ,0 人们 及 (-R，0, 人 名 外 ,在 
各 点 邻 域 确定 简单 曲线 强 ， 
5。 {和解} 计 ={-asint, acost, ¢} 


| 站 |= vosint + acos ie = Vate 
ff _ 
se :=| aie d= a tei, 
[| 


86. 【〈 解 ) .了 = {asht, achi, 4a} 
[|= vw aishit + wa:chitt+ a = v Zachi 


了 jv Fachidt= vw asht, 
， 让 
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| EN 1+sh: £ = echt 


8。 ( 解 ) 和 让 ={-asing, asecp ~ acosp, 0} 
| 下 Vasinig+sec yg+ Comp— 2) “atgy 
“= | atgypdo= -alncosy. 

让 


(证 明 ) 没 切 点 为 型 ， 切线 与 y》 轴 的 交点 为 N, 过 对 作 
x 轴 的 平行 线 交 y 轴 于 G， 风 
GH=xw， 人 GN 二 xtgmy 于 基 有 
| MN| = WT tg = Valcosipllt te yr) 
=w qcosiqgsecig = 4 《 取 正 仿 ) 
9, ( 解 ) “= {da 1 一 大 ， tat, da} 


I?F|=dav1l-f+fFi1 =4dv a 
= | 4 Badt= 4 Fah- th) 
1 


10， ( 解 ) 先 将 此 交 线 化 为 参数 方程 ， 令 ; 
x =Ecost, y=bsing, = 


于 是 =t-bsind, scosd, 0 
I 了 |] = 


= | bd = 287 z 
因 球 曾 二 严 + 开 = gg! 与 林 面 wx*+ 六 = 扩 的 交 线 包含 
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“= + 和 := -wv 到 -三 两 个 平面 上 的 圆 曲 线 ， 所 以 
交 线 的 总 弧 长 为 dBm, 
44， ( 解 ) 将 曲 线 化 为 参数 方程 
令 ， Xs 刚 y= yx), % =%(X), 
= {1, 3{x), 2(x))} 
[= T+ + 2 (x) 
. = VI 2 (x) dX, - 
13.。 ( 狠 ) 以 * 为 参数 ， 出 线 化 为 


Eo * 
ww = 3 


曲线 与 一 平面 7 = 可 ，J 94 各 次 于 x = Y=39。 


» | 
咯 个 二 人 y ~ 外 -2 | 
- 六 D+ a 
Ii + 2 


bid wt fF 2 a [> 
一 |( a Gr ) dx (这 2 ) 4 

13， 《〈 解 ) 曲线 与 xy》 面相 交 时 ,， %= 4er =0; 节 +=0. 

‘= {3asint, 3acost, 4a} 

[Fi= Vv Qa+16a: = 54 

“$= | Badt= Baf, 
14，《 解 ) 曲线 与 x 平面 相交 时 ， «=4acos-y =0 即 

f= Hy My - 


" k={ali cost), asinf, -2asin 才 ) 


二 由 


[|= a Geosp2+sint+ 4sin: 可 


_ -+ 
= 9 Badin 万 


六 -| 一 2 Tadln Fdit| 2 Tasin dt 


EI 


晶 
=d 2 acos 万 衣 ~ dr Lacos 可 


= dv Tat dy Do 
= Ba, 
15.。 《 解 ) 先 求 弧 长 


= {qsht, acht, a} 
[|= vw Bacht 


?二 | vw achiai= vw 2 asht 
+ 
pm! 了 
1= sh pa 
a lt 2 
“ chi=1+ sh't= 1+ 
hr 一 
V I+ 2 | 
代入 原 方程 ， 得 曲线 的 自然 参数 表示 式 
4 


_ 
X= GEwT+Ssph3 =ay 1+ 3 7 = 可， 


了 
wi 2 


16. ( 解 ) ‘f= {e'cost -e'sinf, ersinf + ercost, sy 


= ash”! 


2 


~» Fl=e (cost ~ sinf) :+ (sinf + cost)y +1 
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= et 


了 [va = (~ 1) 
昌 


:= In( 7+ 1) 
代入 原 方程 ， 得 曲线 的 自然 参数 表示 式 


r= +cosln( 7+ 巧 (二 4 sinln( 六 


17。 (多) 将 二 曲线 分 别 化 为 参数 方程 形式 ， 


,= fx 人 (全 -x+ 四， 0) 
,= {ps 0 
2 = {0 2 = 0 
六 2) = 0, a, OF, $2) = (0, oO 
F108) = {0, 0, 0}, F.C2) = {0, 0 0} 
即 F.0) 一 他 的 FC2) = FC2), P22) 
.二 曲线 在 点 x =23 处 有 二 阶 切 触 。- 
18。 《〈 解 ) “平面 的 法 向量 nn ={-4, 0， 于 
RR, = tcost~ sint, — Sinif— tcost, 4a} 
1 (0 = {1i, 0, 2) 
R00 = ai+a= 0 
FF = {— 2sint— tcost, — 2cOst+ isint, 0 
FO0) = {0, -2, 0 
R70 = 人 0 


= {- 3cosi+ tsint 3sinf+ fcost 0 


$97 


PO = ~ 3, 0, 0) 
nt0) =3aA0 
“曲线 可 平面 在 i= 0 寻 有 二 阶 倪 艇 ， 


i a 
19，(1)( 解 ) 令 :x= Xx， 则 = “7 


na 
Ta 
0 
站 4 lL 
T= 10,- i- 
又 组 1 2 
2 a 2 
X= 1 一 一 ， 一 一 一 ~- 
了 二 7 2 
4 + 
wt 
FxF| = A C0) 
ES 
ge 
a? Dri a ” Dl 
(oxi a og x? pax: 1 
P=AxT = 1 | 
如 后 他 x 十 过 D+ 


3 


(2)》 和解) 入 了 = {~ 3c0sisint, 38in3Cost，， ~ 
51n27} 


| 站 | =5cosisint 


| 3 3 - 4 | 
‘T= 1 CO -Sl 一 
\ 6 ” 5 ’ 


3 3 
T= sint, e031 0 
"» [192 128 ..., 9 
TxT= {新 <4 一- 癌 Sin 
1rxT1= 过 
好 


B=.cost, - sint, -去 
v=pxr =fsinp cost, 0} 
(C3) ( 解 ) 当 x=》=%=0 时 ， f=0, 
Fe0) = {sint + tcost, CoS/ ~ fSinfy ett fe'}s=e 
= {0, 1,， 主 } 


-全 -上 
Ty 二 FT 1， 1} 


jC0) = {2, 0,，2} 
(OD x (0) ={2, 2， — 2} 
| F000) x $0) |= 2 3 
. b= {Ll 1, —1) 
v= Box To = -7 {2 -1, 1 
50. 《1) ( 解 ) 当 x=1y=%=0 时 ， ?=0, 
“曲线 的 贸 同 量 为 
F={—sin:, cost, 1} 
0 0 1，1} 
设 曲 线 在 点 人 0,0) 焰 的 切线 上 任意 点 的 坐标 为 (5，”， 
6), 且 在 此 点 的 法 平 画 上任 一 点 移 坐 标 为 (XX ，Y，2Z)， 荆 昌 线 
在 此 点 的 切线 方程 为 
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在 比 点 的 法 六 面 方程 为 
Y+2Z=0 
(2) 《〈 解 ) “曲线 在 f= 0 处 的 切 向 量 为 
(0) = {srcost — e'sint, e'sint+ ercost, FV, 
= 41, 1, 1} 
当 = 0 时 ， 曲 线 上 的 点 登 标 六 《1; 0 1》 ，: 设 玫 点 处 的 切 
线 上 任意 点 的 垄 标 为 让 ，9, 钻 ,， 此 点 姓 的 法 平 六 上 任 一 点 的 
些 标 为 《Xx，Y，2Z), 从 而 曲线 在 该 点 处 的 切线 方程 为 


该 点 处 的 法 玉 面 方程 为 
-lt+t+Y+2-1=0 


即 XI+Y+2- ?=0 
(3) {和解 ) 邻 了 =% 一 27%= 伯 
CG=y -26%=0 


十 是 F=2x, F,=0, F.= ~—24 
Gi=0, G,=2y, Gi= 一 34 
基线 在 B 点 的 切 回 量 鸭 
{ayes Sx Xoye) 
设 曲 线 在 P, 点 的 切线 上 和 任 一 点 的 人 垄 标 为 丰 ，#，5),; 在 也 点 
法 平面 于 枉 一 点 的 从 标 为 ”(X，Y，2)， 从 而 曲线 在 该 点 的 切 
线 方 程 为 


Ew NN ~% 
| ayy Exe 
在 该 点 处 的 法 平面 方程 为 


ay (Exo) t hrAr 一 yo 十 2 一 50 二 人 
(4》 (〈 解 ) 令 F= wity+%:-1=0 。 


#00 


G=x: + -x =0 
于 是 下 = 2 PF,=2y F,=2% 
G2x% -1 G2y CG.=0 
… 曲线 在 点 上 ,0， 了 1 的 切 和 风量 为 
(~ dy%, dxs— 2 2 co0n 
=40， 一 2， 从 ;可 取 {90，i1， 们 ， 
设 曲 线 在 (0, 0, 1 点 的 切线 上 和 任 一 虚 的 坐标 为 人，7，&) 
在 该 点 法 平面 上 任 一 点 的 坐标 为 〈X， 了 了， 2 。 从 而 曲线 在 该 
战 的 切线 方程 汶 


年 地 钙 7 
在 该 点 处 的 法 平面 方程 汶 
Y=0 
21， (1) ( 解 ) 当 x=1y=*=0 时 ， 9=0 
FO = -sind, cost, 1),.， = {0, 1,1} 
# (0) = {—cosp, -singd, 0}00 = 4—1, 0, 0} 
可 法 线 的 方向 回 量 六 
FO x ={0, -1, 1} 
主 基线 的 方向 向 量 为 
CF xFODI FD = 9 人， 
设 曲 线 在 点 人 10 10,) 的 副 法 线 和 主 法 线 上 任意 点 的 从 标 分 
别 为 咎 ，7， 台 ，《E， 而 ，5)， 在 谈 点 的 密切 面 和 从 切面 上 尾 
意 点 前 举 宗 分 别 为 (XX，Y 了 ，2Z)、( 有 了， 着，2)， 从 而 曲线 在 该 


点 的 副 法 线 方 程 为 
g71 9 2 
0 -1 1 
在 该 点 的 主 法 线 方程 为 


人 L 


-1 了 
0 


一 一 一- 一- 一 一 
一 - 


1 0 
在 该 点 的 密 争 面 方程 为 
Y-Z=0 
在 该 点 的 共 切 面 方程 为 
KX-1=0 
(2) ( 解 ) 当 x=y=%=0 时 ， += 1。 
0) = La, 28f, 30t:} /= {a 0, 0) 
FFY0) = (0, 28, Grt},-, ={0, 26, 0} 
心 副 法 线 的 方向 向 量 为 ， 
人 0 x F001= 0，0D，2e 好 可取 【0，D0，11， 
主 法 线 的 方向 向 量 为 
CTO0) xF COI x = 402285， 从, 订 提 90，1， 从， 
设 该 点 的 训 法 线 、 主 法 线 、 密 急 画 及 从 切面 上 任意 点 的 化 
标 分 别 为 (1 6，(E; 9 的 、(X，Y,， 2)、(X, 了 ， 


2 )。 从 测 曲 线 在 该 点 的 副 法 线 方程 为 


在 该 点 的 主 法 线 方程 为 
二 -了 卫 - 三 
1 0 


0 


在 该 点 的 密切 面 方 程 为 
z=0 

在 该 点 的 从 切面 方 千 为 
Y=0 


二 和 2 


OO 站 | 


3) ( 解 ) := 0 时 ， 钢 线 上 的 点 为 (ti 全 ， 
人 =， 
F (0) = {e, es O00 = {1, 1, 全 
… 副 法 线 的 方 同 向 量 为 
FO) xFOO =- TF， 2}, 可取 {11, ww 区 》 
主 法 线 的 方 阿 摘 量 为 
CCK0) xFCO0I KOO = td， 他 ， 训 到 1 人，1，0)， 
设 过 点 山 届 全 的 副 法 线 、 主 法 线 、 窗 切面 及 从 切面 上 的 


任意 点 的 坐标 分 别 为 人 ;9 他、 信 ， 加 的 、 及 (W， 


了，Z)、(X，Y，2), 于 是 曲线 在 该 点 的 天 法 线 方程 为 


在 该 点 的 主 法 线 方程 为 


-1 7-1 _£ 
1 1 0 


在 该 点 的 密切 面 方程 为 
XY 2-0 
在 该 点 的 从 切面 方程 为 
RX+Y -2=0 
22、。 ( 解 ) 设 {和 ，Y 了 ，2) 为 密切 而 上 任意 一 点 ， 
= sinf, acost, 人 
={- acost, — asint, 0 
… 密 切面 的 方程 为 
其 一 WACDSsi Y ~ asint Zo- ef 
一 4Sint acost ri 站 


—a Cost ~— Asint 0 


#09 


-- Te eit Im mh 


邵 CS 人 FF 区 一 ecoOsitY 于 GZ = act 
"此 平面 与 x 轴 的 交点 为 《0，0，c)， 
23。 ( 解 ) 设 (X，Y，2) 为 曲线 在 1 = 本 处 的 密切 而 二 


的 任意 一 点 。 + = 子 时 ， 短 线 上 的 点 为 《$，4，0)， 
二) = {— asint+ dcost, acost ~ Psinf, 2¢cOsdt}, 7 
={—-4a, -6, ~ 2c} 


F (3) ={~ acos! 一 Bsint, — adifli ~ becost, — 4csin27h,s $4 
{~—6, 一 fs 0} 
“曲线 在 1 = 椰 处 的 审 表面 方 稳 为 
-5 Y-a ZY 
一 几 — -Jr| =0 
一 此 一 半 0 
即 DA 下 
24。 【和解 ) 先 求 单位 副 法 线 ， 


= -COsasitft, cosacosi, sinay 


一 - 一 


¥ ={~- cosacost, — cosasint, 0 

FxF= {sinacosasint, ~ Snacosacost, cosio)} 

Fx¥ |=!lcosal 
" 6 = Tr {sinasihf, — sinacost, cosmr} 
新 央 线 为 

p=7+B= 人 DSS 人 一 CSinttf 一 和 861n + coscry 
p= {— Sin(f— a), cos(f— a), sine} 

p={- costi— a), 一 SI 人 一 交 ) 0) 
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“新 出 线 的 密 团 平面 方程 为 
A—Cot-a) FY -sinti—-a) 2Z- (isina+ cosm) 1 
— gin{f— ox) COS(t— 0) Sig = 人 洛 
— CoOsCt— a) — Sin(t— «&) 0 
即 sinasin(tt — a} vy — sinacostt ~ a) Y +7- (tsing+cosa)=0 


35- 证明) “曲线 的 切 向 量 为 
={f (0, 9, ev fa to } 


3 轴 的 方 癌 庙 量 为 = (40，0，1). 
设 人 与 上 的 来 角 为 0， 则 有 

cosg--E9 -VOD+OH 

疼 前 et + Vet 

阳 为 定 角 ， 
26。 【证明 ) *“ 朋 线 的 切 阿 量 为 

={3, Br, 67:} 
直线 y=% x*=0 的 方 回 向量 为 

a= {1, 0, 1} 

设计 与 纪 的 夹 角 为 8, 则 有 


-_ GEf -3+6f v7 
co 网- 3 


即 0=45° 
27。 《证 明 》 取 螺 旋 线 轴 的 方向 阿莉 为 k= {0, 0, 1}, 
(1) “切线 的 方向 向量 为 
t={~asing, acosd, 从 
，. 切 织 与 轴 的 夹 角 满足 


Fk _ 
= TH 
即 煞 线 与 轴 交 成 定 角 ， 


#0 


(C23) 天 法 线 的 方向 疝 量 沪 

FxF= {ssing, ~ dcosd, «) 
… 副 法 线 与 轴 的 交角 着 满足 
kK. xr) 4 


ki FxFI e+ 
即 关 法 线 与 轴 交 成 定 第 . 

3) 中 主 法 级 的 方 同 向 量 为 

Cx) eco, -Cat ésing, 

而 kL 了 Fx) x =0 

心 主 法 线 与 轴 季 直 ， 又 国 吏 柱 螺 线 的 轴 与 主 法 线 共 面 ， 帮 
相交 ，. 

28， 证明) 先 求 圆柱 螺 线 的 副 法 向 量 ， 


人 30 acost, 个 


Cos = 


FF ={—- acost, ~ asint, 0} 
必 副 法 知 量 为 
宁 X 站 = {absint, ~ atcost, #4}, 可 了 肥 {ésint, 
~ bcost, 4a}, 
设 副 法 线 上 任意 点 的 爸 标 为 《六 ，Y，2)， 则 所 求 副 法 线 
方程 为 


-2 
point -dcost 4 
或 | 茎 = infZ 人 
aY = — bcosiz @ 


将 荆 、 名 两 边 平方 后 相 加 ， 即 消去 参数 1, 得 锥 面 方程 
A (Ri+ ry 一 a 
29， 证明) 设 球 面 方程 为 
wt + 六 十 wy 一 及 


4 


出 数学 分 析 跟 冰 数 存在 定理 矮 ， 存 在 可 短 函 数 y = ?7)， 
区 二 中 (人 
"球面 曲线 上 任意 一 点 〈《x，7 好 的 雪 向 量 为 {， 略 ， 寺 
设 在 这 点 的 法 平面 上 任意 点 的 誉 标 为 《XX，Y ，2)， 
则 在 该 点 的 法 平面 方程 为 
HEX + -+22 — 2) =0 
或 RE YY +2Z— (Xx+ fyt Zs) = 0 
双 因 为 ， 对 + 六 + 汪 = 及 ! 饮 边 求 性 ， 有 有 
2x 凡 二 29 十 2% 之 二 作 
扼 x 二 人 
法 平 面 方程 为 。xXX+ 9 +z2Z = 0， 此 平面 通过 原点 ， 
即 通过 球 心 ， 
30， {证 明 ) 出 是 总 已 类 
人 0 ;> 
“曲线? (5) 与 平面 x 在 点 hs 上 
P(D) 处 有 二 阶 切 钢 ， 和 
设 平面 了 的 法 疝 量 为 如 则 
有 nr' = 人 nr = 0, 症 解 管 30 
nr 
没 记 为 平面 + 上 任意 点 的 流 玛 问答 ， 则 有 
一 PO 点 的 淹 答 >》 
叉 内 KF = 人 8f = 扼 基 的 方 淹 问 量 即 为 Cr) 在 PC7) 
点 的 天 法 线 辐 量 方 问 。 
让 平面 是 该 曲线 在 了 (3 点 的 密切 面 ， 
31。 (证 其 ) 设 曲线 为 ?=+(5)， 了、Q、 RR 成 的 向 径 分 
别 为 ?C7 、? (4) Pi) 出 泰勒 公式 


iit 


ma 


po = 了 一 
三 和 【3 + 到 [PT +830213 其 中 心 ne =0 
_ > 二 了 
PR = 7 T(t 4) -F010) 
Ts] + 二 CT" Cs,) + 全 C445): 其 中 lim 6= 人 0 
过 了 下 
“ 平 阅 过 点 疡 0、 及 ,页 平面 的 法 向 量 14 信行 于 
xx XGO 9 (人 


x CP G0) + eI 二 Co +48) x Cr" (1) 二 全 


即 RB 平行 于 | 
A CH) x TFT 人 人 十 站 -T(r x CF (rm) + EJ+ 2 [Fr Cr 
+ EY x CF (Cr) + oa) 
当 0Q、R 滞 曲线 艳 手 了 时 ，<9， 上 涉 的 概 限 
为 (41 GD xz 于 是 平 疡 的 法 问 量 就 被 了 人 
xf (0) 完全 确定 。 故 这 时 平面 即 为 曲线 在 点 了 的 密切 平面 。 
32， (证 明 ) 设 曲 钱 在 了 P。 处 的 密切 面 的 法 向 车 为 2， 
机 i=2, 3 "WwW~—1 
又 因 密 切 闸 和 的 法 和 商量 可 由 FFG) Xx?" (8) 确定 ， 
其 FY) Fm) = AR, 
RF RELr' ty 
从 而 GY?) 平行 于 曲线 在 了 点 的 密切 平面 。 
33。 《 解 ) 和 TT(VXUD) = EVV) = EV, V2)=0 
Vx) = OV, VY PY)=0 
Aiev vy) = x (VXD) = -rp, Vv) = 
。，T'、 四 BB 都 垂直 于 世 x 作 
VxV = x ET+XB) = 一 天 人 区 T) 十 区 xP) 
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= -kt-B)+xT= vr+ kB 
34， 《证 明 ) (1) -T= 一 (CED) (XP) = kx 
Rx=— Th' 
C2 Ar TY P= CT, 4+', 7T") 
= (Tt, Rv, BD+ Ev') 
= (tt, EV, kV) + 


(T, kt Ed) 
= {T, Ev, -T+ 
ExB} 


= (CT, kU, xB) 
= x(t, v PB) 
= EX, 
33。 (证 册 ) 
人 
= GT taRvte vt — ETt xB) +eB t+ 
cn — XP) 
= (a Eo)T tak te eX) t (er t+ dX)P 
二 
把: 《证 明 ) 设 满足 与 曲线 了 = 7 在 巴 有 二 阶 续 触 的 平 
面 为 TY， 其 法 向 其 为 R，Pp 为 平面 75 上 芍 流 动向 径 。 由 题 意 有 
x RCP ?C0)I=0, 且 有 Pr (00) = 0, YY C5) =0 
GD) TD Fn = KV) 
PTO 二 站 KU) = 人 0 
从 而 TGD， (809) 都 在 平面 # 上 ， 故 nn 与 BG,) 共 线 ， 
“为 曲线 在 了 P 乓 处 的 密切 丙 ， 
37。 (1) (证明) 
T= KY 
Ds 


TK 
T= KO — OXKT— KT KIB + x'kB Kx， 
= kD — KKTH K rR KET — KO RK XRF x kB -KyiD = 
-RK'T+ (KR' ~ KI KX)VT (OR 二 KR 
| 0 K 0 
T= 的 Kx 
— 3KK' KK KX 2K'X+X 


=K (Ky — Ki xk ) 


= KC 一 YK!) 
5 {XY KKK 
而 由 Re 
=K CR’ — KY) 
. 1 +1 ry a 人 l 
TT OK (2) 
2) 证明 》 
ry B' = 一 


B= -x -XU = XKT -xO XP 
B= -yo Dt RT KAT+ XRT mm x -zB 
= 一 区 入 下 人 二 和 二 和 一 于 和 区 沁 
= (MT KXITH OX HAR XV 3xxB 
0 一 于 人 D 
上 (8', B'', 0) _- yk 一 入 -yi 
8X 二 必定 MK 一 和 3 


= x Ry + RA TK XY 
= wit —-Kx +¥X' YY 


Li 1 | 
而 人 - 宪 (| 一 MX = (KX—Kx) ， 


《和 1， pm， 名 2) -zt ) 


38 (1) ( 解 〗 = -asint,，acosit, ¢} 
F={- acost, ~ asihnt, 0 
FxF= {acsinf, acrcost, a 
[| = et 


FxF| = ae) = dv ete 
dA te _ 本 
~ = 
(wire 
C2) (〔 解 )》 和 了 = {1 一 Cosf,， sinf， 1} 
F = {sint, cosf, 0} 


Fx {cost, sint, Cost—1} 


= 1+2ft-cos 上 | 
{xi = i -co 
- + 用 f ) 
_v It(i- to A (+4sih 可 


申 时 拭 二 


(w+2t1 一 Cos 的 ) sin 1) 


rr 


(3) ( 解 ) = {ashi，acht,， «a} 
# = {achi, «shi, 0} 
FxF={— asht, acht, -a:} 
I= Facht, [FxF I= Sa ch 
_v Tachi 1 


— 


os Tach’t oach’t- 
(4) ( 解 ) 洁 *=y=z= 人 0 时，#=0 


sk 


(0) = {sinf + 1coOst, Cosi 一 tsint, e+ter} 1= 


一 《0 1 1} 
¥ (0) = {2cost— fsint, — 2sini ”tc0si, get + et}i=e 
= 42， 0, 2} 


0 x$00) 一 《2， 2， — 2} 
| ?C0) |= v2， [FC0) xF00) |=2v 8 


x 2 3_» 6 
中 2 到 本 
《5 《〈 解 ) 
' 记 开 ) ={- 3cossfsint, 3sincost, ~ 23in2},» 


3 3 _ 
{-3vVY, gv 


F [二 = {9SinzfcosiF — 3c08t, ocositsint ~ 38int, 


— 4COS21),. 5 
= {Sv 3.V3, 0 ) 
(本 xf (于 ) =- 仿 VZ，- 轨 VT- 
+ 
1 6 
6， ( 亿 ) 将 所 方程 化 为 参数 形式 
At ， 
2x " 


wl 
令 x=x 则 了 = -rz= 
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一 一 
PT 


和 


» A+ A te) = datx’ 


39. 证明) 
so x x 
CF) “0 
而 jx xx = 六 闻 了 下 
= FF) — (CFF) 
= (CFF) CEFFY — CFF) (CFE) 
= (CFF) CFF) ~ FY: 
(中 = 
2 FF FF): 
CF 
0。 ({ 解 ) "证 = {Dsint, /OD cost, /tpty 
FF = Oe +f cost, ficost— fn) sint, ft) rer 
fn) secit 
= Oi ft} cost, ftgiy + + {Acos, -ft) 
Sint, fon acc 


1F 


ee " 


x= {fsint, feost, Fytgty x {f(A cost, 一 
finsint, fsecsy 7 


={/ Sn, 20) sn -10 ) 


CS cost ” 


i = /ysect 
Fx¥ =f sec tT cos 


Er 


若 此 =e 常数) 《天 身 
则 f (= = {costv 1 eost) 
41.。 【 解 ) 先 确定 此 曲线 的 主 法 线 方 问 ， 
1 cost, yO} 
站 = 10， sint, F(t)} 
x= {costhtiy 十 Si 二 (站 H(t), — int 
故 主 法 弘 方 回 为 
{Fx FR= eosisint ~ pT, ~ CCOSHPAA AE) + 
Sintp’ (tf) + sint}, costy(f) + cosisintyti) + Ft) } 
由 主 法 线 平行 “面前 条 件 知 主 法 风量 与 * 轴 垂 直 ， 帮 有 
costsint — PU = 
半 costsinf = pt 9D 
用 分 离 变 量 法 解 上 述 微 方程 ， 
令 人 = 二 9(), 遇 
| < sinfcos?s 
“pdy= Sintcostat 
积分 {2 -| sinicostat 


二 1 和 4 


或 | 0 = sinsasin 
y= = int 
从而 PD = {sinsa = -Coast+e 


因此 可 取 gp(D) = -cosf。 
42， ( 钙 明 } 设 曲 线 为 =TGQ), 定点 的 间 彼 为 p， 划 曲 
线 上 任 一 点 的 切线 都 满足 ， 
pe — F003) = 4TCT) 
对 上 式 瑞 端 求 导 ， 有 
一 下 (人 = AT = APT Ls) 
畦 Fr) Fr) 
“ee FI) x = 
从 而 。 x= 0， 昌 线 为 直线 ， 
人 各， (证明) 设 曲线 C:r=?(1) 在 任意 点 的 切线 为 
r (1. 
“切线 与 曲线 有 二 阶 切 触 ， 
FD = FO = $0), 
六 因 了 (9 为 具有 癌 定 方向 的 变 涪 量 ， 凑 以 窗 


Fx¥=0 
从 而 F(t) x Ff = 
央 x 二 0， 曲线 是 直线 ， 


dd (1) ( 解 ) ={-asint, acost, ce) 
F= ~acost, — asint, 0 
P={asint ~acost, 0 
FxF= {acsint, arcost, a 
(FF, P= a 


[Fx I= +) 


"yo ar 加 
二 二 党 一 一 
"~ aa to) 8 十 让 


(2) 《〈 解 ) 和 让 = 外 一 CS 入 sinf, 1} 
j= {sint, cost,. 0 
-cosh — in, 0 
(y= 一 1 
X=《-cost, Sinf Cos 一 1} 
|FxF1= Vit cos 


由 挠 率 公 式 可 知 
_1 4 


* i 
cos 


1+ 4sin’ 部 


C3) ( 解 ) 光子 = asht, eachh 中 
¥ {acht, ashi, 0} 
¥ = {asht, achi, 0) 
CFP) = 
-asht, erht, 一 a:} 
ixF I= Eacht 
人 1 
XT aon 2acht 
(4) 【〈 解 ) 当 x=y=%=0N, 1 = 昌 
“#0) = {0, 1, 1) 
¥(0) = (2, 0 27 
pO0) = {— 3sint~ tcost, “3COMT Hsint, 3 时 二 
fy = {0, -3 3 


CD FO PCO = 一 12 
#(0) x F(0) = {2, 2, -2} 
[0) x#(0) 1]=2 可 


,1 

“OI 

(5) ( 解 ) … + (二 ) = | -号 v 了， VT 2 } 
F{( 工 ) ( 纪 = 生 vv 这 ， V0) 


be mb Ta 
忆 加 rr 


(6) 将 原 方程 化 成 参数 形式 
『 办 a 

7 

证 

# = | 0 六 2 


机 } 
EF 
2 ’ x 


GF, $F) = 下 一 


Eh 


» ,8 2x Te Balx? 
i /( dw! -) Bx) 


45、 证明) = . 
而 {Fx¥ b= (x) Cx) 
= (fF) CGF) ~ (FY) 
(FF) 
(FF) CFFY — (CFE): 
46。 {1) (证 明 )》 计 = {3，61，617 了 = 3{1，231，24:} 
j= 3{0, 2,，4 闻 =6(0，1， 2 丹 
FT= 60, 0, 2 =12{0, 0, 1} 
x=182t, — 2f, 1},. (CF, FF) = 216 
[FxF |= i181), [Fl=3C2F+1) 
18(2F+1) 2 


27{2F TI): 321TE 


嘿 曙 周三 


es 二 
216 .2 
Xgl aCr+iy: 


ri 一 区 
《2) {证 明 ) - 
= {da Tr ,dat, da =dafy TF, bt 1} 


2 一 下 
fo 
4 1 ] 


' “1 
rt a | 


fxF =1er {~ ~ 1 


、 
| 
vit vie / 


[five x1 Ye 
(Ff, FF) = 6407 (1 ~ 1 


四 一 分 oe i 
"» KiCa Yi/ (4 Ta) Bo 


me meds 


+}: 
上 Sda” ~  / 和 :1 
4X = (1 — FY / (te y Tr) av 1 
即 Kx 
《3 ) 证明} 
"Fat3— 3F), Baft, a(9+ 3f:)} 
了 -et a, ar} - 
P={-64 0 4 ~ 


FxF=18a tr 1, 2f, + 
《人 FF, P= 32316235 
| = 3 Ta (t+ 1) lxFl=18 Ta t+1) 


«BTArtly 1 
dv Dat 3al(ft+1)’ 


= 2164° 1 ， . 
C8 Ta + 11) 了 (十 了 了 
妓 =% 


和，- (征明) 3 6 oat, Bat, v 6 40} 
={6v 641, 6a, 0 
¥= {6 Ba, 0, 0) 
FxF={— 6 Ba a, ~18v at 
四 


生生 


[FxF |=6v 4 (3+1) 
{F, FF, $= -21687 
和 - 216a’ _ —# 如 
TD 
48，《 证 阴 ) 语 = {sht，2chi，se 作 
F = {cht, 2sht, se') 
P= {sht, 2chf, ey 
0 
故 曲 线 为 平面 山 线 ， 
49。 《证 明 ) 设 曲线 为 =YfD， 曲 线 在 任意 点 的 研 向 量 
为 了 (及 ,关于 切线 与 基 一 平 捆 平行 ， 
CO FU, P=0 


FD, FO PDY Gag) wp 


”多 = 妈 山 线 是 平面 曲线 ， 
50。 《证 明 》 设 基线 =?(3) 的 密切 平面 为 
rp 一 rp =0 (pp 为 密切 面 上 流动 向 径 ) 《1) 
且 过 定点 BB 的 向 入 为 ps， 
由 题 义 对 于 由 线 上 住 一 瓜 的 密切 西 均 满足 
Lp“ FC) IR) =0 
对 上 式 两 边 求 导 ， 有 
-rnBt) trp rp'() =0 
即 〔【p 一 ?CPVC 下 
荐 [CD 人 二 和 由 《1T) Co?) = 0 
从 而 必 有 py) = rd， 即 切 线 均 过 一 定点 ， 故 曲线 为 
直线 (由 题 42 证 得 )， 
着 (ps7 了 Op) 关 0, 则 怪 有 X= 沪 肥 曲线 为 平面 曲线 ， 
综 上 也 述 ， 得 证 车 则 线 的 密切 曾 都 过 一 定点 ， 则 曲线 是 平 


Ld 


而 曲线 ， 
5t， 《证 明 ) 设 曲 线 为 Y=Yft)， 其 任意 点 的 密切 面 为 
cp -ft = 0 
… 瘤 切 面 与 曲线 有 三 玲 切 角 ， 放 有 
POF =0，PBCDP0G0) =0, POOr'GY =0。 
从 而 得 其 人 0) 0 其 面 ， 即 有 (r'(3)，。，r"()， 
?ID) = 0 因此 XY=0。 即 此 线 为 平面 则 线 ， 


53， 《证 明 ) * #= Cer+xB) -B= 一 


时 
¥= -人 Cry) -Tt 
x 


A we 
A 
Dr 由 
区 = 一 一 -一 # 一 {— kT+ 
7 7 XP) 
ri! 1 
x x 
1 ' 
= 人 此 ) Sk > -kK 
pp 。 pp 


人 ? 
# x $= (T Xp) = BP. 


x 六 = 和 | 
Ke . 
kk =| | 


站 2 


Ce) “ 


53。 《证 明 ) 设 有 -一 方向 一 定 的 单位 向 量 a; 由 题 意 有 


qTY = Cot, AaB = cosg 


关于 5 微分 有 
GT = —sing-.0, aP'= -sing:g 
到 NG 二 — sind-:0, Ye = sing: ot 
sind.0 x 
消去 Gy， 得 pr 7 
Sinbdg 其 
印 sinpgdgp x 


54。 证明} 设 近 似 大 线 为 


= [mn 于 exarj 
F = 0, Fos 人 人 
第 = 人，0，ReX 


XxX¥# = (es 一 和 全 
(7 ¥, 了 ) 三 roe 


| z x $ Ar + os’ 
多 


十 7 十 Xo 
1 


IFl=Y 


F 


422 


在 点 (3) 的 曲率 为 


加 - 1 Pa + 二 RA 


并 


(Vrs + Lr ) 
-A “一 上 Xo 
4 了 一 


在 P, 点 r (7 ) 的 挠 率 为 
mw Ko Xo 


pi 了 
ce 人 1 十 Xs + 二 Ko 
上 于 站 


= Hs 


二 x 


=?(7) 与 了 = r? (1) 在 点 P,， 有 相同 的 曲率 和 找 率 。 
55。 证明》 作 点 P 的 相 
伴 三 棱 形 Px，y，z, 设 9 点 在 郊 
此 坐标 系 中 的 坐标 为 中 (x*、?， 
z) 则 有 Por = 区 + y+ 
d= y+ 
由 Bouguet 公式 


一 一 > 
有 =x :Ty + 


当 了 ->0 时 ， 二 入 的 级 限 什 就是 册 线 在 点 了 的 曲 这 . 


23 


更 A 
56,， (1) {和解 ) 《= 一 一 让 光一 一 
内 ”自然 方程 即 为 


_ 6 
PT 
昌 电 ae nm - 1 
(2) ( 解 》 “= achip < ~ Bach? 
’ = | Vechidt= Eash 
[i 
了 
从 而 sht = 
。 1 . 1 _ 1 a 
oachit Sa(ll+ shii) 了 pi 
2a( i+ da! ) 
故 自 然 方 程 为 
_ | 
(1 = X03) = dat s 


C3) 和解】 了 = {a(1 -£060),， asing, 0 
F = {osing, acosd, 0 
FxF= 人 {0 0 qtcosd -1)} 
xi) = #1 -cos0) 
[l= Ea veosg 


atL-cos -=- 


2 Ta (co) dasin 5 


人 -9 人 = “2zw1i-cosg = 2asin 必 


»。 日 
= C0s 他 


二 2 


:1 
~ (4asing) 16a: {1 -cos'$) 


= 
164 一 下 
放 上 站 然 方程 为 
“Ys i XO =0 


1 ch 
又 因 * = 
(1 + sh’ 2 a! tt + sh’- 3 
= 4 一 一 
a + 


四 _ 
RCN = gr Xs) 0 


57。 证明) 先 求 出 此 曲线 的 自然 方程 ， 


人 ?= 1 4 _ 和 


425 


t= 0 2， 

x - [2 - 2- -Ee z 

计 xF | = Ye (+1), | 省 | = 一 全 人 二 下， 
(Fp) = 和 二 


"Rm ”Tatty ji a AAA 
四 下 gt + |= ar 


二 2 20 /| 入- Cr 十 1 | 一 Pe 
下 


X 1 


4 (f+ 1) 


叉 因 党 "77 


从 而 有 A 


者 
4 wo 
而 — 
atr: + 1 主 ) < 
# 
_ Va .Vie 
和 A 1 二 


a + +2 
仿 由 = TA, 则 在 
-4 
i C1) = wf) = Ti de 


上 上 述 结果 与 (56) 题 (2) 双 曲 曝 旋 线 的 日 然 方 程 完 全 相 


二 2 _ -- 


同 ， 故 此 上 曲线 为 双 曲 螺旋 线 ， 
58。 (3) 证明 》 


[是 一 1 一 ， 1 __ 
"7 ach eh 
。 站 
直上 =1 
履 曲线 为 定 倾 曲线 。 
(2) 《证 明 ) 


sina(tt), acosa()), 
F ={acosat) :a {Hf), ~ asinatt} a (0 
P=ag (coset), -sinatty, Ot am:t) (— sinatn, 
-cosatl}y, 0 
fxF= eo CA) tbsina tt), dcosa(f), ~ a} 
(¥, FF) =a (= adit) 


P= ?xF|= so (hv gt 
人 
利生 (Rh) 
Ta 
YD) Ct rE 
kK _ # . a 
从 而 了 =- rot) / sl 3 
, 寻 曲 线 为 定 懒 基线 ， 


59。 《证 明 ) 出 题 37 (1) 知 ， 


[| d | 
(FF FPO) TT Tk -人 (一 ) 


一 > 车 了 =?(r) 为 定 倾 曲线 ， 则 


到 -= zc 为 冲 数 ，》 


从 而 (7) 0 
- As 
Ee 渤 CF radi ry = 人 漠 


计 ( 和 =% 如 却 -= 


二 


“曲线 为 定 倾 有 曲线， 
60。 (证 明 ) ， 下- Ri -| yds 
= RT+RT—y= RT+Riv— y= RR'Tr 
+ Tt 
由 f=?《r) 为 定 倾 巾 线 ， 吉 其 轧 向 量 7 与 国定 方向 成 定 
角 ， 而 fT， 即 * 也 与 略 定 方向 成 定 角 ， 廊 以 曲线 Y= RT ~ 
| 5z 也 是 定 颁 曲 线 ， 


81， 和解} C1) 光 8 = 一 地 {cos -Sint, 人 0) 


Xx 了 0，{ 秋 则 -学 - = 0， 不 合理 ，》 


p= tleost, Sinf, 0 se= + 
T=px$ = {sinh cost, 1} 
(2) 证 曲线 关 定 贷 曲 线 . 


si 2 ; dt 
T= i = Cos, Sint, 0} 


38 


自生 t . 
利 PB'= 一 XY T/A -COSt, — S14¢, 0} dr 


因此 


62， {证 戎 )》 设 cf =Yyfry， 7 


dt 


曲线 是 定 倾 曲线 ， 


FT 


: 他 (7), 


由 菜 件 知 开 站 二. 
=eT (z= 土 1) 


对 上 式 两 端 微分 ， 有 


Rp JE (i) 
» jv (1*) 
从 而 Bre 
由 BB, 得 到 = a8 
对 上 式 两 端 微 分 ， 得 
-XI ex (2) 
由 (1) 、(D 有 
dF 此 (24 


ds 


攻 


出 (2) ，(2”) 有 有 


故 人 = 
: 7 ne x > 

.车 c 为 定 倾 曲线 时 ， = 也 为 定 倾 旧 线 ， 

63， 《证 明 ) 没 图 柱 骨 线 为 = {aeosg，asing，203 


| -_ 2 vv 
交 《 ab Tb 

x * 

图 福 曼 级 基 定 倾 槛 线 . 

+ 本 
令 “一 让 4 一 
出 有 有 ir +ix =1 
。 阅 柱 蝶 线 又 古 内 特有 朗 卓 线 ， 
64。 《11》 {证 朋 } 
设 平 面 上 疼 的 方程 为 


x = 及 Cost y= Rsing, z=0 (RR 为 任意 正 数 ) 
因为 任 取 同心 加 中 的 两 个 ， 在 其 对 应 点 的 单位 主 法 线 向 量 
均 为 v=《4~cos98， -sing, 站， 叉 因 主 法 线 过 交心， 即 对 应 点 
的 主 法 线 重合 、 由 定义 知 这 两 个 回 是 贝 特 朗 曲线 ， 由 取 鞭 的 任 
意 性 ， 得 出 平 闸 上 的 同心 加 部 是 员 特 衣 昌 线 ， 
《2) (证 明 ) 先 求 fr() 的 主 法 向 量 


=v ,0 Ir]l=1 


PT(s) = [i 一 414， | 


d30 


Ti) | -和 


Yi ~ 
se PES) Ei {ss vi—s ， 0} 


再 求 了 (9 的 主 法 向 量 ， 因 是? 的 弧 长 ， 而 不 是 ? 


的 弧 长 ， 所 以 
(0 = 工 {- oT 1 0 o) 
六 » wl 3 


Lif 2 1 
A A er 2 ,0 } 


。 XX ee 

PCY = TF —v 1—s， 0 

由 frG) 与 了 (7 在 对 应 点 的 主 法 线 重合 ， 阁 得 出 结论 ， 
好 ?03) 与 (1) 都 是 页 特 朗 则 线 ， 


65。 【证明 ) 令 =e (se= 十 1 
所 图 二 一 15， 上 = 一 (0 为 对 应 点 两 切线 夹 朋 ) 


COB = cco, sing = ~ esing +gH = — etgt 
二 站 二 及 了 = 二 


故 下 = teg5= (~ eA)(- etgh) = Atga=F 
代 而 册 Xe+AR=1L 得 出 
一 习 iR 二 Hg 一 1 
(A) Ct ARY = py 


:， 上 只 须 证 x Y= 太吉 即 可 


由 本 章 $9 定 理 2 证 明 中 (9.5) 有 
#31 


_ ds ， 
Ax = sing 
对 应 土工 有 
本 
A -Sind = 《一 RS) 


有 全、@@ 两 式 中 消去 - 吨 -， 得 


jxY 吕 = — esind 


即 一 &h2X 吕 = -esind | 
。 ,— sin'g 
Pp 殉 了 
， 1 
* Sing = 
> V+ 
一 1 
XX = A 
- _ 2 
从 而 (AO +o) = 


66。 (证 明 ) 设 同 线 C 和 CC 均 良 弧 长 为 参数 
oe T= ec :FF() 
出 它们 在 对 说 点 有 公共 的 副 法 线 
= 二 BC) 
对 :第 分 
dr 


-r= T+HB ruB =T+RRE-EMY 


“曲线 有 公共 主 法 线 
= 


二 已 


-9 = (TYHB-AXVDR=A 
j 
了 


“，。 4 是 常数 ， 

“TT, = (T XY- 

再 对 了 微分 

A (TY'— HXV — HXY) -3 + TY 4 


dF 


= CUEXT+ CR HX YY — px'BY(-F-) + {THXY) 


a 
dd? 
,dT 一 一 
XX 
，。 一 、#T 一定 
“ TX je f 8 


= CT NV+ Hx + XR) 


(CY) 


为 保持 副 法 线 一 致 ， 风 必须 
PN TEMY TS 
即 Hx CV +HXT) =0 
车/ 汶 零 ， 则 C 与 5 为 同一 基线 ， 故 40 从 丽 %=0 ,出 


业 3 3 


ee 


线 为 平面 牛 线 ， 
67， 证明} 设 空间 二 已 知 曲 线 为 ; 
?=r(s) rT, =*¥, (9,) 
”5 是 它们 的 弧 长 ， 曲 线 r=+(:) 的 曲率 为 = 上 (党 
数 ), 加 = 六 人 0) 的 挠 率 为 如 = 《第 数 ) 。 二 手 线 对 应 点 和 连 线 
按 定 比 m;z 内 分 ， 此 分 点 的 轨迹 应 为 


p = 衣 季 十 让 下 
人 般 十 次 


用 /= 二 2 为 参数 ， 则 p，#+ 关于 ; 的 微分 为 《用 表示) 


dp por 
dt 1 省 f1 十 角 
“对 应 点 切线 平行 
申 dr dr, 
ds ds 
Aar dr ds a ds 
P= to 
全 而 ds ds ds dr dr 
dp mt 
| pF mm 二 
因此 ， + 是 曲线 =p(9 的 弧 长 。 
及 ， dp _ dm 有 I 
a ds Ee 


“p=P(t) 的 曲率 


了 《 玉 十 入 于 下 {rT 
(下 与) 
六 了 十 六 粹 了 | 十 音 


局 型 p，# 关于 5 的 微分 为 (用 ， 走 东 
434 


Tm ee re - 辐 Hi 一 - 


dt di mt 
一 《更 十 基 放 | 
= + 
从 而 " :二 时 
‘op /各 十 内 这 nm tH) 
” 1 (Cm + wt ): ! 


+t, 1 
YY ) 1 (1 般 十 下 。 
人 HN mn 


丙 十 和 (wt) 
(到) Cartatys i) 


1 ，。 :; 
一 FF 


36 


Wi 


(m+ 才 A 
{m+n) 炊 T| 十 并 (mw 十 ww}e 天 3， 十 让 
#1! 


mT 


' + t 
PT 十 章 县 了 | 十 郑 


史 此 内 分 点 的 轨迹 是 由 特 朗 有 蝎 线 ， 


#38 


第 一 鲁 包 络 论 习题 解答 


1， ( 解 ) 《1》 在 曲面 上 和 任 取 一 点 Mx， 访 器 ， 设 六 
在 pey 平 而 的 投影 为 大 ，sx 轴 刁 :的 交角 为 # 于 是 由 柄 


加 的 参数 方程 知 
ODS (oH A) 
y= sins , 
叉 因 柱 面前 母 绕 平行 于 ox 轴 ， 所 以 可 设 
v= 一 + oc0) 
则 椭 略 柱 面 的 参数 方程 为 


T= {gCcoss, Ssin#, } 
(注意 :选择 参数 时 不 必 具 有 玫 何 意义 ， 因 此 以 赴 各 题 不 
指出 其 几何 意义 。) 
(2 ) 扫 柱 面 母 线 平行 于 ?% 轴 ， 所 以 果 设 
= (— co + 00) 


X= 4GCH (~ ru<n, “e+) 
则 将 上 式 代 入 双 曲 柱 曾 方程 中 解 得 

I BtE# 
于 是 双 有 赐 柱 而 的 参数 方程 为 

条 一 《8SCCN btER, F 
CN poo) 
则 将 上 式 代 入 锥 面 方程 中 解 得 


一 -一 一 一 一 一 一 mm 一- 


3 
在 
儿 = + CY 三 -+ 各 -~ 


于 是 锥 盏 的 参数 方程 为 


站 ， 近 
"| # 由 
他 ={%, ts +CM + 


{dd} 人 w=arcosn 【一 0 二 op) 
y= Brainw {Og I) 
则 将 上 式 代 入 椭 贡 抛 物 面 中 和 解 得 


pe 
“8 


于 是 菏 阅 抛 牺 徊 的 参数 方程 为 
他 = {avcost, Bosing, | 


(5 ) 设 双 有 曲 氟 和 愧 面 的 两 族 直 和 母线 的 族 参 数 为 #h 


一 co) 并 


“= i 7 
tt Dy 


和 
- -过 -= dy 
Hee 
出 此 解 得 


w= a y= = 2x9 
于 是 ， 落 以 两 族 直 母 线 的 族 参 数 为 曲面 的 参数 ， 则 其 参数 方程 
为 | : < i 


438 


EE 


r= {a(x te Seg 0), 243 


2、 ( 解 ) (1) 由 参数 方程 知 


Pe 

一 一 一 二 [SU COIY 
如 

= COS# Sinit 


和 二 
一 一 一 51 所 尊 


出 有 


四 2 加 , 
+ - 许 - = coswcosr 二 CO 人 NS 和 二 + Sinig 
好 了 


— COSH CCOSp + SiN) + Sing 
和 =] 
由 此 可 知 原 参数 方程 确定 一 个 椭圆 面 ， 
(2 ) 由 参数 方程 得 
上 2 


WG 
达 
拉 
2 藉 2 
J =P tps 十 下 天 好 
| 
则 
和 、 vt .机 2 
ax Toy = Ad E+ Th + Dy 
全， 上 
a 2 
=ag +t bv + + 一 六 


= (1+ 4a) ( + 


4 
kk:| 


由 此 可 嫩 原 参数 方程 靖 定 一 圈 圆 扫 物 面 ， 
(3 ) 出 参数 方程 得 


> pty 
好 
-5 一 = KR 
则 
t 2 | 
i ua (t= d= 2% 


玉 此 原 参 数 方程 确定 一 双 肯 捧 禾 而 
(4)》 出 参 激 方 答 得 
= ch 
a 


= shncosy 


一 — shgwsinys 


则 有 
-人 chix ~ shiwcosir - shivysin’y 
个 ， Js: 8 
= Chin — shix (eos + 31n 2) 
= Chiy -- shiw 
=1° 
二 南 原 参数 方程 袜 定 一 双 叶 双 掉 面 ， 
3。 {人 解 ) (1) 出 参数 方程 得 
x Ta Wt % _l1-wy 
# H+” # At 
和 


草 wt 
A &: ee 《条 十 名 让 


加 


tr 
=1 
即 方程 1) .确定 单 计 双 曲 面 ， 
(2) 由 参数 方程 得 
一 - = Chxcosv, 7 = Chxsint, 一 = Shy 
则 
上 + 一 ~ 二 = Chixcosiy + chixsin’s 一 sh'w 


= chigx(cos:is + snr) 一 Sha 
=1 
由 此 可 知 参 数 方程 (2) 与 廊 程 (1)》 确定 同 一 单 守 双 曲 面 。 
对 参数 方程 (1) 微分 得 


F = {4 _ 2 过 rl 
” (x+ (x (#2 


n°—1. — Dg — Hi:—1 


"| hp (s+ 0) | 


pp DD A + 
国 为 上 式 一 般 邦 不 鸭 零 ， 所 以 其 套数 曲线 网 不 是 正 交 网 。 
对 参数 方程 《2 ) 微分 得 
, = {ashwxcosr, Sshusiny, echay 
Y, = {~achusins, echxcoss, 0} | 


TF, = — qshuchasinrcosr + shrchwsinrcoss 
r 


1 


由 此 可 知 当 上 曲面 为 旋转 单 什 双 则 面 〈 基 z= 妇 对， 参数 曲线 是 
正 变 网 ， 和 否则 不 基 。 
4，( 解 ) 将 参数 方程 分 别 对 内 ?” 微分 得 
,= {sshxcosy, 08hasitp， a} 
FY, = {~ achasiny, achacossr, 0} 
出 Fr, = ashachxsinecosy + arshxchysinvcoss = 
邑 两 族 参 数 曲 线 在 任意 点 tx， 后 切 况 景 都 筷 直 ， 所 以 它们 
构成 正 交 曲线 网 。 
5.。 ( 解 ) 7 = {1，2w，3#7) 
T, = {1, 232， 30°} 
入 XY, = us, 一 于 (人 站】 
由 已 知 条 件 得 
号 = 六 十 外 二 十 站， 2 二 六 十 护 
解 得 = 二 1， f=] 
代入 《*) 式 中 得 
7, Xr, =0 . 
因此 在 点 了 (2,2, 分 处 没有 荆 平面 
6。 ( 解 ) 出 方程 组 
#cosy 一 二 


#sins 一 工 


解 得 《= ， ?= 工 C*) 
曾 re = {cosr, sins, 0 
Y={— Hsin:, xcost, 2} 
FX, = {28ins, 一 20C0S8 #3: 


二 


出 (*) 式 得 . 
YX 和 ={v ,2 1} 
则 切 于 点 了 稚 切 平 轩 方程 为 


VI-D-VEY-D+vVT(s -7)=0 
降 x 一 y+ 一 守 = 


7?， (证 ) 设 曲 面 上 经 过 了 点 的 任 一 条 曲线 方程 为 
x=x, F(t %= tt 


则 有 Flx(t), y(0), stD))=0 
对 t 微分 得 
dx dy . ds 
Ds a th dr ts a 


因为 人-，- 便 ，- 红 是 曲线 在 点 P 的 训 向 量 举 标 ， 而 曲线 
是 经 过 点 了 的 任意 一 条 ， 所 以 {F.。F,，F,》 垂直 于 过 点 了 的 
任 一 男 向 量 。 从 而 《FE-，Fv，F.} 证 作为 曲面 在 点 了 的 法 向 
量 ， 于 是 经 过 点 的 曲面 的 邹平 面 方程 为 
(xz 一 AD) dy 一 Fo 一 OFo=0 
38、 《证 ) 由 上 题 结论 知 ， 曲 线 的 切 平面 方程 为 
Ce 一 0 人 一 7 一 5 下 下 


而 下 = xb 了 了 = Pi Fao= nv”! 
则 有 i i 
国光 标 kxw Ps 2 人 0 满足 曲 而 方程 ， 于 是 得 到 
XX Ty 
93、 【〈 解 ) Fy =%% Fy Xe Peg= oy 
山 切 平面 方程 为 


人 一 


或 人 
由 两 半 面 的 平行 条 性 得 


Pa Nl a 
1 


1 1 > 
解 得 x, = 1, y= 1， 2 三 十 
于 是 切 平面 方 各 
站 二 十 吕 一 3 二 放 
10， {证 ) 列 为 


FE, - bb F, = Sy F. = St 
所 以 曲面 伍 一 点 Pw， 《此 标 办 上 的 点 除外 ) 药 切 平面 
方程 为 
Co 一 % Ji 本 十 Cy — yy 二 (一 部 x = 用 

即 wx + py + a 
面 切 平面 与 三 谷 标 办 的 变 点 分 别 为 

Calc 0,0), C0, atyt, 0), C0,0, sll 
于 是 在 三 个 坐标 面 上 的 三 个 线段 的 平方 和 为 

Cdrt Gly do+ce de cab bo 

Ca b): 十 (aby 和 条 

= gat cc ry ~) = 9a = 20 

即 三 线段 的 平方 和 为 34 是 一 定数 ， 


11.。 (证 ) 了 x 和 /= 一 一 为 参数 ， 则 曲面 方程 可 写成 


P= {x, xt, A x) 

求 偏 叶 得 ee 
r= {1, t, A(D)} 
条 = {0 x, fx) 


| 


切 平 面 的 法 向 基 汶 
R=, XT,= {txtf tt) —xf {Ds — xf (Dy, x 
二 是 晶 面 上 枉 一 点 的 场 平 闸 方 各 为 
Cxif (0) ~ wf OI OK ~ x) ~ ft) CY ~ 
9+x(2—%) = 人 0 
或 
CxEf (0) ~ wf DIKR ~ a OY Fro + Cf OD) ~ xf DY + 
CxO) -xxI =0 z 
因为 y=xt, %= x tf) 
所 从 切 平面 方程 为 
(2-) -zj -wf (-) Yr+x2=0 
昌 紫 可知， 切 于 而 通过 状 标 原点 ， 国 此 下 的 有 罗 玉 四 于 浊 


过 
和 


= NCOSK, aSinw, Guy 


微分 得 ?={— ann, acosg, 2 
于 是 切线 方程 为 ， 
WRCOSKN asing. _ — Bx 
一 3 了 用 3 


设 它们 的 出 值 为 六 则 罗 2 为 参数 的 切线 曲面 方程 为 
人 (的 = {~ pasing + ACOSH, aCOSA 
dsiNnw, (wr) 
FY, ={— racosn 一 ASitk， — ASing + acos#, 二 
TY, = {asin#, acosg, 6 
+ KF, = {abving, abrcosn, -ar 


于 是 由 面 除 z=0 的 点 委 其 它 各 点 的 法 网 量 可 取 为 ，， 
"的 


TT———- 


R= {Bsing, — bcos#, a} 
它 与 gx 轴 的 夹 角 余弦 为 


nk OX oly+ Ox deosgt Ixa 


nl KR jn om a 


a 
E+ 


所 以 切线 曲面 的 法 线 与 9z 轴 交 成 定 角 
13， (证 ) 


,= {cosr, sinv, 0} 


= 常数 


rT, ={— wsiny, cost, w' (r)} 
TT, XT, = {p'sint, Pcosr, #} 


| 人 Xr,| = 


所 以 法 线 的 方 同 余弦 为 
= q'siny _ PCosr _ # 
i + vw wR 


14， 证) 设 切 点 华 标 为 (#6，v6)， 网 

Yi = 人 COS8 sin 0} 

T=(— wsinvs #COSpe ， 24003204 

XP, = {Pasinv CoD 一 24COSf0COS2o0， #,)} 
则 曲面 移 切 平面 方程 为 

xiasintcos2t — 2yaCOSPCOS20, + vu — ANoSIili2v0 = 0 
和 将 曲面 方程 代入 上 式 中 得 
asiN ty — oO) LA CO TH) — HCOS28] = 


于 是 得 到 交 线 方程 


He 
二 竺 下 一 一 辫 口 S 人 + yo) 
人 COS2E, ° 


由 原 曲 面 方程 知 ， 财 上 应 于 :=# 的 交 线 是 遵 过 切 点 的 此 面 的 直 
对 由 . 


母线 ， 而 另 一 条 交 线 的 参数 方程 为 
bE 


| 
| 网 OS (7 二 加) easy = 
COSCDn DC0S21, 
oe 


i 
Hi 
" Le 十 本 
Og (0 + bo) siny = 
FCOS2H 


2 = cosor 


| s = ASNn2r 


由 前 两 式 消 去 ”得 
CS 


TCOS2Y, 


就 
COS2 
由 此 可 知 ， 其 交 线 为 一 构图 ， 
15.( 解 ) 


2 
‘Flx, Y, 0 一 人 (+ 


fcosf2n + VI) 十 Costo] 


ESin (y+ #0) 一 Sint, 


_ Hsinve 
2COSAF, | 

一 | =1 
本 加 _ | 
COS20 | 


F) + -1=0 (14) 
下 


《3 


[3 和 
“he co = 2c( 乏 + 水 ) -2 = 和 (») 
由 (1) 、《2) 式 得 
a = 2% 
代入 《1》 式 中 并 焊 理 为 
x 2 
dv (+ 7 = 
由 于 满足 
FPF, = gx -= 
Fy= 2y -0 
F.=2—:=0 


dd7. 


的 点 只 有 坐标 原点 ， 而 原点 又 术 在 曲 亢 下 中 ， 旗 以 (3 》 式 为 
包 络 商 

16。《 解 ) 依 题 意 知 ， 族 中 任 一 球 心 坐标 为 .站 ， 半 
径 为 x, 而 x，J 须 满足 方程 -各 + -与 -= 和 着 把 半径 设 为 球 


族 的 参数 ， 则 其 方程 为 

FX, YZ; x) = Xt (TD I+r2Iw0 (1) 

则 有 
FX, YZ = 20 -Dy ~2x=0 (2) 

而 由 椭 太 曲线 方程 得 


于 是 (2) 式 为 
， pb? 
; _ = 3 
F. = 2x| (Y -~ 1 ] = (3) 
当 w= 于， 由 (1) 式 得 一 特殊 球面 
Ki) +2=0 C4) 
当 x 在 0 时 ， 由 (3) 式 得 


可 下 + a vy: 
了 二 eo? 


代入 《1 工 中 得 


再 3 名 A py 
下 i 3__ a 2 
X* + 人) +2 a ti bi 0 
或 Xt (5) 
a 


思 然 【4) 承 不 是 包 络 ， 而 05 起 中 的 点 部 不 便 了 x， Fy， 
FE> 等于零， 所 议 是 包 络 面 。 


dd8" 


一 一 -- -一 一 ppp ep LP mc bir 


17. 人 (和解) 了 fx， IR = ta (y+a)'=0 {1 
F, (xy PHO = Wt -20+0 =0 (2) 
由 (1) ， (92) 式 消去 y+a 得 
d(x +o) = g(x +oay 
村 是 有 两 种 可 能 
x+az (3 ) 


4 
= 二 . 4 
, * +am 可 ‘4) 


第 一 种 情形 ， 由 (1) 、 (3) 式 得 一 判别 曲 窗 
y=% 5) 
由 《4) 、 < 名 》 滤 得 另 一 判别 曲面 


J=x-- 厅 (6) 


而 于 = 
Fy= -20+0) =0 
F,=0 
由 于 满足 F, = FF, = 下, = 0 的 点 在 判别 曲 曾 (5 》 中 ， 册 (65) 
中 可 能 有 次 点 ， 从 方程 〔t) 中 看 出 点 (- a, ~a，%) 是 曲面 
的 奇 点 ， 所 以 (5 ) 式 是 奇 点 的 轨迹 ， 不 是 包 络 . 而 (6》 
式 中 的 任 一 点 都 不 使 F, =Fy=F，= 0 所 以 〈6 ) 式 是 包 络 。 
18， { 解 ) .| 
?= 一 zsint，4cost， 从 由 弧 长 公式 可 得 
nt =| |= +t 


1 dr dt -| 一 性 下 
"3 7 1 


让 
-ODS 


= 
VET EER 


tt9 


re hE ri ey PE ei d+ 
ee PR 一 PE 


t dr dt 一 闻 1 

和 二 a A COst, zg sint, 0 
于 是 从 切面 方程 为 

{x 一 acosD) cost + (y ~ asinf) sinf = 0 
或 XCOSt + ysint — 4 =0 1) 
于 是 有 

Fi= -xsint + ycost =0 2) 
将 (1) 、 (23) 式 消去 1 得 

t+ y= a 


因为 螺旋 线 在 任 一 点 的 从 切面 是 平面 ， 而 平面 上 设 有 麻 虚 ， 所 
以 上 式 表 未 它们 的 包 络 而 ， 
19， (证 ) 设 
F(x, y, 2 有 
= a Dx -0 


-0 (1) 
别 
F(xs p80 = -2f Dxt2f Dx ta Dx "Dy 
of xt) =0 
因为 对 任意 ! 一般 地 产 (入 0， 所 以 
F(x, pssst) = wt— y= 《2) 


将 (2) 式 代 六 51) 式 中 得 到 特征 线 方 程 


1 
i i 
20， (证 ) 为 求 球 心 学 标 先 把 加 的 方程 化 为 极 举 标 式 ， 今 


X= DCOsb y= psind 
网 在 oxy 平面 上 加 的 方程 为 


45 习 


P=2c0%8 《1) 
强 中 点 光标 为 ，( 多 ，98 )， 于 只 球 心 扒 标 为 


_p 
二 Cos0 


利用 (1) 式 消去 p 得 
x = 到 (1+ cos20)， 了 = 届 sin2， 名 二 省 
哩 球面 方程 为 
FX,Y, 710) = (X- 4+cos20)) + 


(Y -Fsin20 ) + (Z- 02= cosg 
B51n ”一 CO 


或 整理 为 . 
RIFY? 7 NRCcosp+Ysingg (C2) 
微分 得 
Pe (XY, 220) = X51in20 - 2Y cosof 3 
和 将 (2) 、《3) 式 两 端 平方 消去 8 得 
XYZ N= + 
因为 球面 上 任 一 点 都 不 是 奇 点 ， 所 以 上 式 确 定 球面 族 的 包 
络 曲 面 ， 
31. 《和解 ) 根据 $2 例 2 的 结果 ， 从 混合 各 《7,7, ,7,) = 
中 解 出 #,r，+ 的 关系 式 再 代入 ?了 中 消去 各 为 所 或 包 络 .而 
r, = {1l, 0,— ea} 
F, = {0, 1, ~a} 
~ ?, = (0, 0, ~ 2#0 ~8} 


dE1 


由 混合 积 


or 
上 
a 
= 
ll 
> 
jk 
| 
所 


要 站 
22， { 解 ) 令 
Flx, y,x;0) =a’+ Wey+ 名 = 
贡 Fs {x Yes a) = 30° + 2ax +y=0 
P(x yy% 0) =6a+2x=0 
出 (1) 、《2) 、《3) 式 解 得 
. X= -3 y= 30, = 
于 是 峭 线 方程 为 
Fe 3， 3a, 0} 
23，《〈 解 ) 令 


上 人 pp) = Cae tow) + oR) :rr -tm=0 
则 FC, oo) = 4e, (PY — c=0 
FC, re) = -aap)r=0 


由 《1)》 、 


入 及 


《2) 、《3) 式 求 得 
Kr = 一 


C1) 
(2) 
(3) 


C1) 
‘2) 
(3) 


窗 为 “po) 是 oxy 平面 上 的 圆 问 量 通 数 ， 尺 是 与 它 垂 直 的 
2 轴 上 的 单位 向 量 ， 所 以 (4》、 (5)》 式 右 端 分 别 是 y 在 
o% 轴 和 在 8,(y) 上 的 分 量 ， 所 以 


二 一 e, (q) + 一 于 we 


$4。 (证 ) 令 


F (x Ys wy tz) = 1=0 


i 
t# 十 a) 一 {ptay 一 {r+ a) 


风 Fy Gp) = 
了 ep = 
+ F(x y, sr 0) a 


将 以 上 三 个 方程 联 立 ， 利 用 克 兰 姆 法 则 及 范 德 莹 行列 式 求 得 冰 
线 方 程 为 


_ (4+ oy)’ (p+eay!’ 
DG 7 Da- 
(ra): 
DGD 
25. 【证 ) 依 题 意 知 球面 族 方程 为 
(pr -ei=0 《1 ) 
对 二 式微 分 得 
一 2《p 一 六 ) PT =0 (2) 
(Pp-—rNIr CD) — rT ()=0 《人 7 ， 


启 交 
(TO FO) = ky 


于 是 (2) (3) 式 林 分 别 整理 为 


(pr7()):T=0 (21 3 

(p70)) 7 一 一 =0 (3') 
设 状 线 方程 为 

PpP-—-Tt) =wT+#y+ Pp (4 ?》 


将 (4) 式 分 别 散 T，y 的 数量 积 并 利用 (2) (3) 式 得 
m=0,# = 一 -为 求 P 将 《4) 起 两 端 平方 并 利用 《1》 式 


w= 人 0 #= 一 一 得 


P=2y A 1 
re 


于 是 将 线 方程 为 
p=y H+ ty 0- i-b 
26， (证 ) 设 

F(x, y, 3 0) =0 w+ y+ = 0 
则 F, (xx 0) = 20%+y=0 

F(X, Yi 0) = 2%=0 
由 以 上 上 三 式 解 得 

盖世 = 和 


即 峭 线 方程 是 一 点 (坐标 原点 ) ， 因 此 包 络 商 向 痊 线 垦 朱 为-… 
27， ( 解 ) 设 


4 


= {ARCO Ponsinv, Dn tacos'e tr ssin'n} 
对 ## 求偶 导 得 
r, = {24CO8r, 2bsins, 4w tacos’r + bsin'y)} 
r, = -Sassint, Dhwxcosv, 4 a) tsinycosry. 
于 大 Tr, XT, = 一 dzt2HCOSD 2wSinp 一 二 
从 而 烛 面 计件 一 点 的 切 平面 方程 可 写成 
DRCOSH OR — DaxCOSPY 十 SS1N0p (TY — 451N1) 一 
CZ- nacostyt+ ésin:s)] =0 
因为 要 求 急 平面 与 终 ? 平 面 构成 定 角 ， 则 有 


UNCOSY Xx ;x 0+ ZuSiny x x0 + 1 “1 


其 中 C= cosga0 是 常数 5(- 1<AC<sTD 。 由 上 式 解 每 


本 一 
# 二 + = 常数 


由 此 可 短 所 求 的 曲线 就 是 曲 因 上 满足 #= 常 束 时 的 切 点 的 轴 
迹 ， 其 方程 为 
T= {294xC080, DON, Sint, On CacoBy 十 Sin 
为 求 兰 线 方程 ， 兰 切 平 而 方程 《1) 对 "微分 得 
F, = 一 2UXSinz + 24yCOs + 4 (a— sinvscost =0 (2) 
及 上 5 = ~ DXCNSV 一 SRSINp + dW Ca HD) (cosr S107) =003) 
由 t1) 、 (2) 、《3) 式 求 得 消 线 方程 为 
w= — Pycos'y 
F204 usiny 
= WL {a 2 eos (WB — 2a siniyy) 
其 中 4, 如 # 为 常数 
28. 《证 ) 只 须 证 明 包 终 而 的 背 线 是 一 点 即 可 ， 令 
F(x, yr0) = 人 省 十 2ay 二 25 一 20=0 (1). 


下 蚜 FF 《xy yy %s 人 = 2ax+2y—2=0 (2) 
FP, (x, ys 30) = 2x=0 
由 以 上 三 个 方程 解 得 
= 0 y=1，%=# 
即 和 外 络 商 的 脊 线 退 化 为 一 点 ， 因 光 包 络 面 为 能 再 。 
由 《2) 式 得 | 
a = 
代入 (1) 式 中 并 整理 得 
-yy +2%x+ 2 m1=0, 
29. (和 解 〉 由 第 一 章 $4 知 ， 曲 线 在 点 5, 处 的 法 平面 方程 为 
Ts) (pr())=0 (C1) 
于 是 对 7，。T 求 导 得 


ry tp 一 的 一 及 = 站 (R= 1 ) (2) 


及 xCVCp 一 站 一 及 十 KCE 一 ATTXS) Cp -1 
-YT—- RI=0 《3 ) 

由 以 上 三 式 竹 

xB:(p-7) -RR'=0 (C4) 
男 外 ， 由 (1) 式 知 p 一 ?了 47， 即 p 一 ? 平行 于 Vv, 斯 确定 的 
平面 ， 从 面 有 

p~r=my+ nb (5) 
其 中 wm，# 是 待定 的 分 解 系数 。 为 求 出 它们 ， 将 (3) 式 代 入 
《4) 式 中 ， 得 


4= 了 及 (4 = 一 


再 由 (5) 、 (2) 式 可 求 得 
450 


ee pr i pn 


坟 二 及 
于 是 ， 湖 线 方程 为 
t=?+RT+oR'B 
30。 {证 ) 设 定 倾 复线 的 基本 操 量 组 为 T7，Y，B， 对 应 的 
消 绥 的 基本 向 量 给 为 T，v;8， 由 开题 结果 知 
p=T+RiriRexTt wh) + sR"B— Riwv + a Rp 


=T+R'iv 一 人 + prgR"p -Rv 
一 R tt 
-+R +#'R )p 


车 设 括 号 肉 各 项 之 和 为 9， 则 有 


T= a (1) 
置 求 导 得 
Ti == 
-a- 0 
即 = 元 8 e Vy 


1 Ew 
贡 B=T XY = el x (SB ey )= -2 一 2) 


i 
由 《1)，(2) 两 式 可 知 T， 与 BB 共 线 ，B， 与 站 共 线 ， 又 因 
为 它们 都 是 单位 向 量 ， 所 以 有 
Ti,= 士 B， 上 = 士 T 
县 w=PxT=+Tx (+ = +y 
击 此 可 知 眷 线 的 切线 天 法 线 的 旋转 角 分 别 等 于 原 曲 线 的 天 法 线 
去 钱 的 旋转 萌 ， 即 由 
T"'= 寺 BB 和 P= +?! 
得 所 三 本 XX 和 Kr= 二 和 
因为 愿 曲线 是 定 倾 曲 线 ， 由 定 倾 曲线 前 性 质 知 


:7 


了 和 是 亲 
去 = 土 包 = 营 数 
所 以 其 冰 线 也 是 定 倾 曲线 ， 


31.， (证) 曲线 在 点 上 处 的 切 向 最 为 
Y= {4, 28t, 3ef:) 
于 是 切线 方程 为 


wa ye geh 


= me 


设 它 们 的 比值 为 zs， 则 有 
X 一 8 人 十 有， 一 下 人 十 22) %= et: (tt 3#) 
由 上 面 三 式 消去 {，#， 得 切线 曲面 方程 


4 .和 wy 6 -E44 大 二 和 


fe db agpe rt 
由 此 可 知 当 线 曲面 为 对 次 代数 曲面 。 
32。 《证 ) 因为 


了 = 12 二 9 2 二 如 二 本 4 ] 


Lp oa ns fl 2 
= {WD 外 十 了 寺 ， z 与 


当 #= 常数 时 ，? 则 线 是 直 母 线 ， 所 以 曲面 是 直 纹 面 ， 于 是 令 
POH) = A 224 pg} 


Tn) = 二 二 ， sZt } 


出 (1) = 2x, Gu 本 
. - 4 
T Cn#) = 0 1, 可 | 
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2 bu: EE 
.| 2 
而 {pT TY =] 3 3 = 
二 
0 1 可 
下 四 人 鲍 可 知 曲 面 ? 是 可 展 曲 面 . 


33, 《证 ) 先 求 曲面 在 任 一 点 的 法 向 量 
,={—sint, cosv, 1} | 
r= — 28inp 《十 的 COSE 2c0S1 ~ (# + siny, 2} 
= XX?, 
一 长 《各 十 人 Si 一 《十 队 COsz 天 十 四 
= (x + {siny, — Cosv, 1} 
即 法 向 量 # 有 平行 于 向 量 
n= {sint, — cosr, -1} . 
而 得 z= 常数 ， 即 在 # 线 上 时 1t 为 固定 向 量 ， 从 而 党 # 线 上 任 
一 点 的 切 平面 的 法 向 量 均 与 #， 共 线 ， 于 是 为 直 母 线 ， 册 可 
巍 曲 面 定义 知 ， 临 面 是 可 展 曲 而 . 
”34。 (证 ) 将 二 翰 线 化 为 参数 式 
和 二 多 = 本 2 A 2=0 (1) 
各 w=0, y=+2 by , w=9 (2) 
在 两 曲线 上 各 取 一 点 ， 则 连接 这 两 点 的 直线 的 方向 向 量 为 
{#, + {2 a# -2 Br ), ~ 
于 是 直线 方程 为 
二 十 
$=+2 An + ax 于 2w Sr ) (3) 
w= —ir 
或 写成 =p +T Cn) 
489 


poy = 人 ta 土 2w 0 , 0) 


TI =fi 土 2 ie 二 和 各，- 他 
寿 把 :看 作 : 的 通 数 ， 则 当 + ， 变 动 时 《3 ) 式 形成 一 可 
a 
1 ty 0 


( PT T) iy to a FO br jn 


1 + 2 2 yt 


A y= Ay 
从 而 得 
bp=a# 或 y=0 
当 v=0 即 "= 常数 时 ， 直 线 只 通过 曲线 (2》 的 一 定点 ， 故 
此 种 情形 除外 ， 把 = xx 代入 (3 》 式 得 


二 十 


消去 1，# 得 
= ax + dsr 
册 此 可 知 在 二 曲线 上 清 动 的 雪线 轨迹 是 -- 柱 面 ， 
35。 {证 ) 设 p (2) = {ag,， B40)， TD =， 一 吕 二 
于 是 =p (ew) + rT 二 


46. 


当 = 常数 时 ， 因 为 Pt 归 与 (的 是 固定 浆 量 ， 志 以 :曲线 是 
曲面 的 直 母线 ， 而 


p (六 ={z， 6, 0 


T (人 = 0,0, 1) 


a $8 0 
(po TD,T)=| 0 0 1 |=2X0 
如 一 上 
藻 设 p(s) = {at, -by, 0), Tr) = {a 5 y} 
则 r=pts) + ut (ry 
当 v= 常数 时 ，xw 曲线 是 直 和 母线 ， 价 
p 人 = {4, -6, 0) 
T (00) = {0, 0, 1} 
4 -¢ 0 
【 Pp tr), T (wT) = 0 0 E = -we 
a s 由 
由 此 可 乞 | 双 曲 抛 物 面 不 是 可 展 曲 车 
36. 《证 ) 已 各 上 昌 线 7 的 主 法 线 和 副 法 线 方 程 分 别 为 
pC) =707) + My Cr) 《1) 
和 PO) =r{7 + AB CS) C2) 


当 以 ， 和 4 为 参数 曲线 时 ，《〈1) 式 和 (2 》 式 分 别 表示 昌 线 
*(3 的 主 法 线 曲 面 和 副 法 线 曲面 ， 由 于 
(DVD VN) = CT XY CxT + By 
={TxWh:x 
= 
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Cr' (Cs), POY, BOY) = (CTX 的 (一 YXV) = (rx AY 
二 上 
因为 % 专 0， 所 以 田 尼 上 二 式 知 ? (3 的 主 法 线 曲面 和 融 法 线 曲 
面 都 不 是 可 展 曲 面 ， : 
37，( 解 ) 依 题 意 知 ， 所 求 的 可 展 则 面 应 当 是 党 可 典 出 面 
上 某 条 曲线 的 切 平 面 族 的 包 络 。 若 设 


学 一 和 p=? 


则 已 知 曲 面 方程 和 曲线 方程 分 别 为 
+ -| 2, (1) 
n ‘3 


对 曲面 方程 〈1) 求 导 得 


人 三 人 0， | 
他 
r. = {0 上 


pe xf, ={ -二 ， 一 1 } 
如 三 


于 姑 昌 面 《1) 洪 曲 线 〈2)》 的 切 闸 方程 为 


9 名 # 3 
0 
或 Hx 十 4 一 2 一 各 二 人 (3) 
其 中 为 切面 的 族 参 数 ， 对 求 导 得 
Dx + 5- 3 二 让 (C4) 
2x% 一 站 二 站 {65) 


出 C3》、 (4) 、 (5) 式 求 得 背 线 方程 汶 
4 


38。( 解 )〗 Y= {3,，6t 61 
= 3{1, 2f, 32 全》 


r =6{0, 1,，2# 
”| = + di 
= 3(28+ 1) 


_{ds __ ， _ 4 本 
了 -| | [人 | dt = 3 + ladt = f+ 3 


所 以 当 1=0 时 ，:=0, 


-YT 
T 机 sir 3 21, 2 
~ 1 : 
代入 曲线 的 渐 伸 线 方 程 
P=?+ (DT 
中 ， 得 
”al 3 ?一 
和 一 《35 3 人 2 + {1, 2t, 2 二 
区 《2 二 3 2 一 3 二 468 —2t+ 
d+ FY, 
39，( 解 ) 因为 只 求 椭 同 疡 在 平 夯 上 的 一 条 ， 所 以 p=0 于 
是 这 条 渐 周 线 方 程 为 
p=r+ Ry - (1}. 
由 此 可知， 《1) 起 确定 的 浙 届 线 是 原 曲 线 的 曲率 中心 的 元 
403 


释 ， 设 燃 癌 方程 为 


x = 46081 y= bsint 
划 = -4sini, y=écost 


4 = -acosi, Y= — ssint 


代入 平面 晶 线 的 曲率 中 心 公 式 
= ty 2 
天 一 其 十 好 二 六， Y= ?十 多 pT 
得 R=#c08t— beost asint+écost oss 


atcosit + otsin:t 


asi + 让 cos 和 一 六 


0 
即 据 加 所 在 平面 上 的 渐 邮 线 方程 为 
- 攻 = 人 人 os y = 一 全 Sin 


40。《〈 解 ) 设 贺 柱 螺 线 方程 为 


r= {acosi, asint, di} 


则 r = {asint, Acost, 站 
a = (Casin)t (acos) Bm /Ato 
sv ar+Bt Gk) 
『 ， ， ， 
t= = i i 
于 类 ‘ # Sin py COS J 
i 
V+ 六 
代入 渐 伸 线 方程 


= 


并 利用 {党} 涉 得 
p= {acosi, asint, $iy+ (io—){— asint acost, A 
=aCcosit— Gsint, aLsinf+ (ha cost), di 
由 于 名 是 定 数 ， 因 而 由 上 式 可 知 ， 轩 柱 爆 线 的 渐 伸 线 在 平面 
N= 6 
上 ， 所 以 莉 是 平面 曲线 ， 县 它们 所 在 移 平 面 与 < 轴 ， 央 加 柱 的 
轴 重 直 ， 
对 《证 ) 设 曲 线 ， 的 方程 为 
r= {ry 
则 其 渐 伸 线 方程 为 
pC) = 了 + 人 一 了 TU) ( 设 了 为 渐 伸 线 的 弧 长 ) 


于 是 有 


A yi- 2 二 (了 十 {rr 一 9 T'— Ty 
di 


ds 
ds 


= (~) v4 
i 


4 】 ] 


由 此 可 知 曲 线 C 的 渐 伸 线 的 切 向 量 与 C 的 主 法 线 向 量 共 线 ， 即 
PC 的 切线 与 Y() 的 主 法 线 平行 ， 
42，《〈 证 》 谱 思 线 上 的 方程 汶 
T= {sy 
则 靳 伞 线 方程 为 
P= + (~ 1}T 
于 是 有 
ap _d ds as 
T, (7, -和 7 = 《8 一 引 vY 


466 


因为 ni = 1， 党 对 5， 按 同 一 方 同 微分 ， 则 有 
ds 1 
ds, HK| sd 


， Tt = 
被 分 得 
A _ dT ds ds 
di A a (— rT + xP) i 
于 是 有 
ds 
2 2 上 时 
"! 人 罗 人 (全 ) 
Hr 


由 于 # 六 9， 其 以 


wo +X 
| = 
和 一 引 
43。 《证 》 由 将 题 乔 
TY 
Vi = —rT + os -rT+zh 
各 ds Nn rt 
As 1 
di Kx 15o 一 下 
则 B=T.xr, = -4TrA tuB_ 
V+ 
微分 得 
dB, _ dB， 如 _ 
dn vd? dn NiVs 
_ _f YXYT+i YY ds 
. en (A ds 
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二 一 KR 一 2 xT 十 rnB) 十 
(二 
Ct ds 
(KK! — Kx) CK + wb) EA 
Ge + x) a 
. Duy Cx ~ KT+ XB) (- xT +xP) 
TE VV re) el 


pia 
| 8 Oo C+ x) 


，- _ 记 xX' 一 区 友 
有 XT 
44。 证) 由 前 题 结 论 知 ， 曲 线 5 的 渐 伸 线 的 找 率 为 
Kw — A 


4 ssl Ct yy 
国 为 渐 伸 线 是 平面 曲线 的 充 导 条 性 是 
X=0 
期 KX — xr = 
由 于 曲线 上 是 空间 曲线 ， 出 
XX 于 0 
KX KE RN 
而 3 =0 


和 此 一 C， 
斯 以 二 (常数 ) 


由 第 一 章 定 倾 曲线 移 定 理 知 ， 曲 线 C 为 定 怖 曲线 。 
45。 ( 解 ) 把 曲线 用 目 然 参 数 形 示 为 


了 (05) = {acos ,asin, < 
et 
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Pa ={ -Scos =， -sin 2, 0 | 
1 _ i _[/_a 4 4 
R=— = [rr -| 2) +( 让 ) | 
a 
Y -| -cos 二 一 sin 一 ， o } 
B=Txr* = {Csinz, _ coss, 2} 
Ee [ 此 闻 
` 信 入 部 届 线 方程 


p=r+RYyt (RtewB 


, 了 ,ss } { 人 了 
= .4008— A831N Co 一 了 十 4 一 一 一 尼 吕 3 一 
8 3 三 贞 | 
ff" fF re : 
一 一 1 一 ， 和 十 一 tt 1 一 仿生 一 
a. oe } a EY" le c 
如 了 pe 了 1 
={- —COS— +---tgrsin Ty, ~ 一 Sin 一 
区 i 站 站 如 六 
Zetgycos TL, ts- ctg9| 
es 9 中 7 


或 写成 
468 


下 可 3 

= ~ SI tr 3 一 一 

7 2 
多 = s+ et 


其 中 C =vVRTFF ,pp 是 主 法 线 与 法 线 的 交角 。 


ee ™ 


第 三 章 ”曲面 论 习题 解答 


1]， {1) ( 解 ) 
= (ze 二 人 二 
?, = 1, 1， 2x} 
?,=11, -1j, 2} 
, E=r,*:=2(1+ 2e), FPF=7,7,= A440, OG =7,= 2(1 +20) . 
所 求 椭圆 抛物 面 的 第 一 基本 微分 形式 为 
a= d= 2 + On) dt Bxvdidy Tt 2(1+ a dr 
(2) 《【〈 解 ) 
= {ncosr, Sifp 2 二 他 
,= {coss, Sing, 0} 
,= {— winp, #cost, «} 
BE=*+*:=cosvt Sin'y=1 
F=p,:7,= 一 8%SinpCosy + #Sinrcosy =0 
G = Winy + WO + 二 六 十 站 
所 求 正 螺旋 面 的 第 一 基本 微分 形式 六 
p= ds = da + {+ a) dv 
《3) 《〈 解 ) 
节 = {fn), 2(#) v} 
r= {fu), £4), 0} 
=， 小 1} 
E=T =f (0) 十 ED F=7.r,=0, 他 = 并 


tng 


Tr -一 


所 求 柱 面 的 第 一 基本 微分 形式 为 
的 一) a Au) d+ dd 
(4) ( 解 ) 
r= {rcosgncosor, rosingcosmr, “Sincy 
r, ={— rsinrcosa, rcoswcosa, 0 
,= {cosncOsar, singcosa, Sin》 
E=r =pcosa, F=r,7r,=0, G=7?,=1 
所 求 锥 面 的 第 一 基本 微分 形式 为 * 
P= CONade dr 
<5) 《 解 ) 
r= {fcosg, /Dsing, g(t)} 
P= -fsine, fcosd, 0 
r= {fcos0, f(sing, ge' (DY 
E=ri=f :00), FPF=rT,=0, G=Ti=fr+g" 
所 求 旋转 曲面 的 第 一 基本 微分 形式 为 。 
wm =f DdP+t rd 
C6 ) 解 ) 把 一 般 曲 面 方程 z =f(x， 四 写成 风量 形 式 ， 
r= {x, y, flx, y)} 
对 参数 x*，y 求 导 
r:={1, 0, f'. } 
r=40, 1, f/f',} 
E=r2e=1+f®,, Fa = ff G=r y=1-f" 
所 求 -~ 般 曲面 =/ lx， 力 的 第 ~ 基本 微分 形式 为 
p= rp dr taf faxdy + (+f dy 
3， 《证 明 ) 出 条 件 可 知 =F*0# 十 和 room = + 
革 -从 币 由 曲面 (CB，) 的 第 -基本 微分 彤 式 t*0，g) 可 


471 


和 
= [re (0 dx tO ad) + (md pd 
= Ctr tr pd + (FB, 二 全] 
= [rd tr dr = Cdr 
= pd#, du) 
于 是 在 已 知人 条 人 性 f 证 得 ， gu*C46，d9) = (dy，dv) :出 
T= Tt 可 得 
B=?, = (rt0, + rr) (Tod, + Te) 
一 人 下 下。 + For 0 pt Por ps 
=E*0, +2F*0.p, + Geo 
同一 可 得 
PF= Er 0 + "(0 pt p00) + Ge 
GCG = E*0 ,+ 2F*D gp + Gs, 
3，( 解 ) FF = (#+o)e + (vet 
对 参数 4，z 求 偏 导 得 
T= te + ve TF, = 8- €,+ xe 
E=r =2+W, FPF=Tr = Wl, CG=T, =2+W 
则 w= Bdx +2Padadv tt Gd 


= e+ pe + IT-9)e 
对 外 gp 求情 导 得 
rs*=€,+ he = 到 9e4 
Er sr =T+ 才 的 F* =F" = -Tp 
本 mn 让 2 夺 _， 
G = 二 1+ 
no = (+3 )ag ~ (3 gp)jzbzp+ (1 + 好 jar 
” . 4 2 . 4 
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-一 一 -一 一 一 5 一 一 


在 对 应 点 #*=1，r=1， 了 与 r” 的 第 一 基本 景 分 别 为 
E=3, F=1, G=3 | 
= 92, Pr=0, G*=1 
4, 《 解 ) 首先 求 得 锥 面 的 第 -基本 到 为 
Eri=w:, F=77, =0, G=7,=2, 


~ 共 - (ctg 和 jx *, = i. 
从 而 由 曲线 弧 长 公式 得 
jr 各 条 4 人 (各 7 
下 +2cte .人 中 4- V | 


下 
盏 


1+2ctg 1+ oot8s8 | # (3) yp 


TT "et 
ee v7 ~ 1) 
2 


a dn 

第 
三 

, i Ty | dx | 于 | 


NE 


sctg 8 
ww 


3 


era ey) 


2 上 玫 
Vi 十 2Ct 区 7/ 开 


5、《 证 明 ) 坐标 曲线 正 交 的 必要 充分 条 件 是 F = 水 册 已 知 
曲面 区 第 一 基本 微分 形式 可 知 F = 0， 故 证 得 曲面 的 x 曲线 与 
曲线 正 交 ， 
设 任意 两 "曲线 为 “= 刀 ，x = m， 被 任意 x 曲 线 *= z。 截 得 
的 弧 长 为 4 则 
d= YC) fer (7) 


， dp d# 
出 于 划一 由 (常数 ) ;所 以 一 一 = 0, 一 1 则 上 式 为 


2 ' 
d= |du= ,a ( 定 从 ) 
2 


6，《〈《 解 》 由 弧 长 公式 基 已 知 条 件 #=v dr = dw + shiwadv 
可 得 


了 = {jv dt 十 shiwdv: 
a 


re 
= |v 1+shig Cd# ( 固 #= 试 d#= dv) 
| 


u2 
= [chads = Shy, ~ shw 
起 
7. 证明 ) 由 两 呵 苇 淆 表 会 式 可 得 
CCAP, TT HT) (CAF Ts) 
Ar + ry | A rt | 


CS 二 


47 相 


Lhe- 


HH 十 《HH HAT Ty tH 


mr 


pt DAN Tt A, E+ oy 3 E 
PAM+tPFOAE+AD+t Ga 


vy ER+2oFAu+r Gor vw BA?toFAm Gu: 


8. ( 解 }) 关 于 曲线 x +vy= 0, 令 #= = a 一 滞 9 
关于 曲线 # 一 上 二 从 邻 二 1 = 9 刚 di = dp, 设 其 变 角 为 
岂 则 二 曲线 的 变 角 祭 蔓 为 


Bawdw,+ Fldn dw,+ d¥dy) + GaAvdv, 
cosg= /EI oF ied + Cdr Edu t oF ado Gav, 


由 p= d+ +a dr 可知 
瑟 =1，F= 如 G= 开 +2， 代 入 上 式 得 
bE 


CO 
+t a) dR ta) de 


一 dp HE + 2) a) dvdvs 
dr t+ {ut adadr aa) dv 


{n+ a + Yadv dre, 
Aa 二) dap, 


+ 一 
-HT 
把 曲线 w+?= 0 与 “-3#=10 的 交点 的 曲线 学 标 4&= ,v= 0 代入 上 
式 得 二 曲线 的 区 和 角 的 余 茧 为 
4 十 2 
十 十 1 
9，( 解 ) 曲面 上 曲线 正 交 的 必要 充分 条 件 为 
Fanadu* + Plando* tt dH*adr) +t Gdradv* = 
- dv dn de* 关 
印 人 (- 名 dr Se) + (+ dp* ) te=0 


| 


Aa:—1 
:30 i+1 


cosH = 


675 


-一 下 一 mr -一 一 me 


由 已 知 曲 线 族 的 微分 方程 Adx + Bdy = 0 可 知 -学 - 2 
入 上 式 得 


-3( 二 -5 5F (I ) -A 


驼 理 可 得 已 知 曲线 族 的 正 奖 匀 线 的 微分 方程 汶 
CAF.- EB dan* + CAG — FBYdr* = 
10， 《证 明 ) 对 寺 和 任意 曲面 r(x， 马 的 # 曲 线 汶 7? (x, #0)， 
s 上 曲线 为 Pew .对 于 # 有 曲线 F(x 6) 有 dx 二 加 = 和 于 
是 有 
cosf = Edndw* + Pidwdy* + du*dr) + Gdrdv* 
ww Eda: + SPFdndy 十 Gdn Bdu* + oF, +oFdn*dy + Gar 
_ Bdsds* + Fadxdv* 
EE dudi* 
_ Edxr* + Fav 
VE ds* 
对 于 5 滑 强 ?twot} 有 4d#= 9，dy 守 0 于 是 有 


* 
cosd = es + dwrdv) + Gdvay 


| 


_ Fdavdv+ Gdrdv 
VG dr ds* 

_ Fdn*+ Gdr* 
VG ds 


11。 (证 明 ) 设 -名 一 是 平分 曲面 上 华 标 曲线 问 夹 角 的 旧 


线 方 国 ， 那么 根据 上 题 结 果 必 有 


Edwvdn* + Fandv* + dnds + Advadv* 
ww Bdn: ds* I Gdv’ ds* 
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Ed Pd FissyGdos 
EFE A 右 

又 因 坐 标 曲线 问 的 两 族 分 角 线 是 正 交 曲线 ， 所 以 了 = 于 是 上 

式 为 : 


一 Me 
wE vw 人 


vw E di G drt =0 
12. 《 解 ) 首先 求 正 克 族 面 ?= {xcosr，#sinz, az 的 第 一 
基本 是 为 
E=1, F=0, G=w+e: 


已 知 曲 线 的 微分 方程 为 d# = va 二 al 


即 。 - 玫 .=v 证 
把 所 求 结果 代入 曲线 正 交 条 件 方 程 

Eadxdn* + Fildwdr* 十 dtdy} + Gadrdr* = 0 
1 
中 得 VT tt a 


于 是 dy* = — ut a do 
这 就 是 也 求 正 交 轴线 的 微分 方程 ， 积 分 得 正 交 轨 线 族 为 
+ V+ = cs” 《e 为 积分 常数 ) 
13， 《〈 解 ) 普 先 求 得 旋转 莉 物 面 X= UNCDS 久 一 slriy, 
x = 村 六 的 第 一 基本 量 为 


Te 


Ei+#, F=0 在 = 起 
对 于 4 阳线 和 sa = 小 对 于 ”曲线 有 dz = 0 ， 屿 所 求 出 线 与 ?出 
线 ，? 划 线 之 间 的 夹 角 相等 ， 并 利用 夹 角 的 余弦 全 或 可 得 
(1 上 十 下 三 四 有 


vt Wd {lt #3 Bw | Wi - 
dr 


i 


RA (+O or 


化 简 后 得 
Bo li gy 
可 


积分 得 


y= 1 + 一 上 y 
+(V Ire + 3 一) + (积分 常数 
{此 题 可 利用 11 是 结果 直接 可 求 得 ， 这 里 6w, 与 0o, 相当 于 4s”， 
dr*, ) 

14， 《〈 解 ) 首先 求 得 已 知 有 出面 的 第 一 基本 量 奖 


E= ee F=0, G=w 


mm 


设 所 求 曲线 的 方向 为 be:oo. 对 于 已 知 曲面 的 4 辆 线 dr = 0， 并 
利用 夹 角 的 余弦 公式 得 


g 
一 

rodgp 二 

FF J 2 vy 大 = 
i 一 
Yi — a Ha 
#: 。 

即 1 一 co s 一 区 Sw: = CCOSO) wo 


By = —t a ge 3 
昔 理 得 or 了 # 


好 和 


积分 得 


v= tgOlnl s+ va |+c (积分 常数 ) 
15。( 解 ) : 把 已 知 擅 物 南 的 方程 “= mxy 号 成 向 六 形式 
=x， y， 坟 XY} 
求 得 抛物 面 的 第 一 基本 量 为 
E=i+my, F=mxy, G=1+m wx 
对 于 抛物 了 “= mxy 的 直 母 线 之 一 y 蝎 线 有 
6x = 0， 只 
根据 曲线 正 交 条 忻 方 程 
Edxd:- + Frdxdx 十 dyoy) 十 Gdyey = 站 
可 得 (Fdx + Gdy) dy=0 
因为 多 六 出所 以 由 上 式 可 知 


FdxtGdy= 0 
妇 mixydx + (1 + mw) dy= 0 
分 离 变 量 得 

Td 于 -人 


积分 得 6 只 + el 


或 全 十 和 = = 积分 情 数 ) 
注意 到 抛物 面 “= wxy 的 另 一 族 直 母线 x 曲线 与 ?曲线 的 对 称 
性 可 得 另 ~- 族 正 奖 轨 线 的 方程 为 (1 + mx = 《积分 常数 ) 

L6. 〈 解 ) 设 球面 的 方程 为 

r=at{tetp)cosd + esindy 《其 中 EtP) = ecosp + esing) 
出 ral — etp)sind + ecost} 

,= a{letp) eos 

所 求 球面 的 第 一 基本 量 为 
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E=e, F=0, G=acost 
对 于 球面 的 子午 线 bl 直线 有 mp = 常数 ， dq =0. 设 记 求 曲线 与 
球面 子午 线 的 次 角 为 a, 则 由 曲线 交角 的 余 苇 公式 得 


CDSt = 0  _, 
ad + acosddo vaop | 
. 
a0: + cosd do 


CO 9 
化 简 岳 得 名 2 = 一 70 一 可 


由 于 “是 两 曲线 的 交 委 0<x< 宁 ， 于 是 令 


_ costdyw _ 1 RE: 
B07 和 
1 
出 ond d= 有 dp : 
积分 得 凡 求 曲线 方程 为 i 


ctg 所} = ctr 《是 积分 常数 )。 


17. (和 解 ) 因为 二 次 方程 Adw: +2Bdsdr+ cdv:=0 关于 
dwtds 存在 两 个 解 ， 不 妨 设 为 -经 -，- 季 -， 于 是 


4 十 六 上 CD 
即 Ajdxt+ Bdv=0 
CdxtD'adv=0 


从 面 解 得 -经 - = Bi A), ridr= DC-C0 


车 这 两 个 方向 是 曲面 ?Cx v) 上 正 交 晶 线 的 方 入 ， 风 这 黄 个 方 
向 必 裤 足 正 奖 条件 
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Edndwx +t Pidndr + dviwy + Cadvrev = 0 
即 EBDI_FCBIC D'AY + GAC' 
= EC-—-2FB+GA=D 
18. 和解) 把 曲面 方程 = (x，7》 写成 向 基 方 程 ， 并 求 
其 第 一 基本 时 ， 
P={x, $y x, 7)} 
?= {41, 0, 7 
r,={0, 1, f/f',} 
E=r =1+f., FPF=Fp,=7,f,, G=7, =1+f, 
把 上 面 计算 结果 代入 则 面 面积 公式 可 得 


+ = jv —_-F: dxdy 
EH 


||va tf ) C+) 一 0 ‘xf dxdy 


上 


= fv Lr dxd) 


B 

19. ( 解 》 首先 求 环 面 的 第 一 基本 量 ， 

P= (+ asing) (coos)e + (+ asting) Csinfye, + (acoag)e, 

Fy = Basinp) (sing)e, + (B+ asing) (cosd)e, 

P= (acosy cos)e + (acoswmsind) e, ~ (asinp)e, 

E=7Y;= (d+tasing)’, FPF=Yr=0 GG=77 =4 
把 所 求 环 商 的 第 -基本 是 代入 曲面 面积 计算 公式 并 注意 到 0< 
G2 4 27, 

j= [i vw EG- PF: gddy 


眉 霹 必 二 了 DT 
证: 时 -十 下 3 


二 


一 | Qa + 如 SEE) dy) do 


t 


AEl 


= dead 
20。( 解 ) 设 圆锥 面 的 方程 为 
?= {scosp，vsing, vectga}, 求人 第 一 基本 明 ， 
ry = teosp, sing, ctgo) 
r={— vsing, vcosgp, 0} 
E=cosa, F=0, G= 9" 
求 得 图 能 面 的 第 一 基本 微分 形式 为 
P=eoOsadr + vide 
由 于 圆 峻 晶 曾 的 直 和 母线 为 ?曲线 ， 从 面 dp =0 de 天 六 于 是 
锥 直 和 母线 的 弧 长 微分 为 
ds = eovady: 
对 于 已 知 明 线 ，= cer* 关 于 参数 微分 有 
Gr = te = tude 
对 于 已 乔 蔓 线 的 弧 长 第 分 为 = 
ds, = 百人 5 


= 《MaCOSC 二 DG 
把 以 上 计算 结果 人 懂 入 蔓 线 的 交角 公式 有 


Edads +t Fladsiey - Ovdp) + Gd oon 


cos = Zi ds 


Edvov 
ds 


{cos'adr) (wrog) _ 
vw Cosiody’ vv CWPICOSe + ve) Om: 


micosadgdy 
mCOSuv CoSo + 1 drowp 


= 
Er 
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一 COs 一: 一 此 [| 为 常数 》 


cosat 1 
证 得 已 知 邮 线 z= re"” 与 出 难 移 直 母 线 的 交角 为 常数 ， 
21,，( 解 ) 由 己 知 曲 亲 的 第 一 基本 微分 形式 可 知 帕 面 的 第 一 
基本 量 为 
B=1, F=0, G=#+ 


a 
求 得 已 知 曲面 上 三 条 册 线 #= + 六， = 相 区 于 干 列 谱 点 ， 


(= r=0), B( 4=$， s =1),C ( 二 - v=1, ) 


曲面 上 三 条 曲线 强 的 参数 
方程 与 其 参数 微分 ， 弧 长 
微分 分 别 为 


曲线 ，A8， 方 程 为 ， 
部 二 1 af, dR avd 
了 昌 ] 上 里 
d= (r+ Dy de 
曲线 “BC, 方程 为 2=1,，dy,= 0，d = du, 
曲线 ”4C， 方 程 为 .4= 一 a， ds = 一 avdys 
ds, = 0 
六 二 a 2) dr 
1” 首先 求 册 线 三 角形 .4BC 的 周 长 工 ， 


L= AB:BC+AC 


AB = AC - fo = 好 fs + -7。 
由 三 市 和 


于 是 曲线 三 角形 ABC 的 周 长 为 


L=AB+EC + AC=2Ea+a= Lea 


2” 求 曲线 三 角形 的 三 个 内 角 才 4、<B， <C; 一 4 是 


化 曲线 与 48 曲 线 的 交角 ， 由 曲线 的 交角 公式 


Cos 人 = da. 


os Edxdss+ Gdvadyv, 


ds di, 


Edudss 十 Fldnarp, + dndt) + Gdrav, 


Capadr apdv) + (Wt + a dvdr, 


ee 


(St) dn i 2) dv, | 


— gd 二 十 


一 a 
qn 内 二 人 


把 妊 点 的 曲线 坐标 =0，7 =0 代 入 上 式 有 
cosd= 1， 所 忆 忆 如 = 站 ? 


注意 到 角 了 是 48 曲 线 与 BC 曲 线 的 交角 ， 角 上 是 AC 有 曲线 与 BC 


曲线 的 交角 ， 则 类 似 地 可 得 


COs 一 4 "= 2 
WA i 3 
“B= srccos 人 
CosC = 一 4 = -2 
WA Aap Rt a | 3 


相亲 


3” 求 曲线 三 角形 ABC 的 面积 ， 
E=1l, F=0, G=#+e,M EG Fi= + 
把 也 求 结 果 和 代入 出 面 画 积 计 算 公 式 则 曲 边 三 角形 ABC 的 出 积 
料 
了 = 什 “ 瑟 Fr gydy 


五 加 


-2 | (全 ta dw) dy 
yp 
22. 证明) 首先 求 两 已 知 曲 面 的 第 一 基本 微分 形式 ， 为 叱 
先 求 两 已 知 曲 面 的 第 一 基本 喇 , 
对 于 旋转 曲面 
= (costcheye, + (stndchyye,+ ve, .i 
r= (sintcheye + (costchr)e, + ve, 
r= (costshiye + (sindsho)e, + ee, 
第 一 基本 量 为 
E=7?;:=chis, F=7r7,=-0, G=7, =ch’y 
第 一 基本 微分 形式 为 由 =chtakdb:+ dy)， 
对 于 锥 前 
FP* = (COSPIE, + (WSN 人 D)e + pe, 
P= SIN) e+ (COSP) Ee +E, 
rT,* = (COSP)e + (Sing)e, + 8, 
第 一 基本 基 为 
EB* = 
第 一 基本 微分 上 形 涉 为 
m= d+ +a) gp 


邻 变换 为 ”IP = 县 ?xr = ch ye0, 
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所 以 变换 ， {= 是 昌 闸 ?C8，) 到 曲面 六 (2 8) 的 -一 变 
#= Shy 
换 ， 并 且 容 易 计 算 


E=r: =Chiy 二 7 本 二 E* 
下 二 和 =0= 7 *r,* = PF"* 
G= 7 =chi, = 本 人 
由 岗 面 等 距 等 价 的 必要 充分 条 件 知 两 已 知 曲面 等 距 等 价 。 
33,《 解 ) 首先 计算 螺旋 面 与 旋转 明 面 的 第 一 基本 微分 形 
式 : 
mv 徽 分 形式 为 
= (1+ Ea Sag (a) dudv, + a+ a dr 
时 演 本 入 分 形 3 
= (1 ep 上 Ed 
令 变 换 o f= MT 
te 二 由 十 人 人 全 x 


容易 计算 此 变换 的 雅 可 比 行列 式 不 为 0 ， 于 是 变换 c 是 曲面 


rtzx， 切 到 曲面 7(t，g) 的 一 一 变换 ,并 且 由 9 的 变换 式 得 


jd di 
贡 十 区 


dp = +2 -2 dxdv 十 -2 dus 


把 df, dp 代入 gn 中 得 
we 并 
pi = (+ 2 


» dN: + +o) | dr 
二 2 48: dgdo + due! | 


和 


-[a tf "(DD) + 4g) | dw: 


大 十 线 和 二 
+ Oa CAs Ct a de 
芭 
由 已 知 /7( 引 = 8"(#) + 2 得 


12 | # agtt (8) +, 
m=|1+2 (x) + 3 Ja dy -人 一 二 dy 


+ oap Cu dudv + (HW + a dr 
= (Ll + ERIC dn + ag (udrde t (wt qr) dv 
= P| 
于 着 证 得 给 定 克 正 辊 面 与 旋转 曲面 等 距 等 价 。 
24. 《〈 解 ) 首先 求 两 已 知 曲 面 的 第 一 基本 微分 形式 ， 为 此 
六 多 计算 第 一 基本 量 ， 
对 于 想 旋 面 了 = {xcosr，#sing，#+ 
r= {coss, sinz, 1} 
,= {— Wsinr, xcosr, 1) 
计算 得 螺旋 面 的 第 -基本 量 为 
EE=2, F=1, G1+i+#’ 
螺旋 面 的 第 一 基本 微分 形式 为 
P= dw dud t+ (1 + wr dy 
对 于 旋转 曲面 ?*= 《pcost psin8，w pi 一 1 ), 


.1 costp, sing, | 
\ pe 


r={— psing, pcosd, 0 
计算 得 旋转 沸 面 的 第 一 基本 量 为 


30° — ， 
FE* = F*=0, CG*=p 


旋转 制 阁 的 第 一 基本 微分 形式 为 


qa"* ~ L gor+ pd: 


车 己 知 两 曲面 等 虐 等 价 ， 则 存在 参数 间 的 一 一 变换 


P= WW 二 10 030) 
ct 站 (zt 5 他 所 0 
巨 满 足下 列 候 微 分 方程 组 


20 ~ 1 2.) :f_00 ) = 
CIs +P( -2 


解 此 方程 组 得 (0 hres 
0 


并 且 
dt0, 0) 
det yr 
所 以 两 曲面 等 由 等 价 ， 


25，《〈 解 ) 计算 己 知 曲面 的 第 一 基本 基 。 
对 于 上 曲面 r=| xCOSp, Wainvy, ach”! -| 


?一 | COSp, Siny, | 
,= {— Wsiny wcosy, 0} 
第 一 基本 量 为 
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K: 
B= 3 Fk F=0, GG 二 
一 


一 


人 变换 o 为 (1 且 det 了 -0 
=y 


把 变换 式 0，1 = i-# ，9=s 代 入 曲面 


re {fcos0, tsind, et 


中 得 F(x, #) -人 wa CoSv, ww HE ga: Siny, ar | 


TA Ra SM Ea COSH, #4} 


计算 得 


EB*= EE, Pe-0~F, Gt=u=0 


所 以 琴曲 面 等 距 等 价 ， 
26. 〈 解 ) 首先 计 算 两 已 知 曲面 的 第 一 基本 基 
T= {WO — WeSiNy, WEN yw CO gy} 
,= {OS — PsSiNd, WuSlhy + ,COs 1)} 
Ton sin VCOSe+ WoCOSt, 0} 
E=1+ Cy + ws), PF=w, (yy t BD), Go= (p+) 
aC 不 SI 六。 #y} 
r*, = {0, 0， 1} 
r={— 4hnv acosw, 0} 
E*=1, PF*=0, G*=# 


让 题 设 应 有 
E F G 
= (4 为 常数 ) 


489 


即 荆 十 入 二 和 二 | 
Wy 十 w) 一 0 
{十 一 次 28 | 


申 上 南方 程 组 第 二 式 知 Wr = OO, 或 入 va 十 和 p 一 个。 大 sr 十 吧 = 站 
由 第 三 式 知 4=0, 而 4= 0 与 第 一 式 巴 盾 , 从 而 知 ww = 小 于 是 
w=J(#，v) 是 4 或 者 是 的 机 数 ， 即 % =f/( 共 ,或 w= 8(v) ， 


这 样 从 方程 ?Y= {wecosr 一 pSiny,， wslnv+ COS, 


转 曲 面 . 
27. (证 阴 ) 设 旋转 曲面 的 方程 为 
r={gcosy, gsins, FC) 

容易 计算 旋转 曲 而 的 第 -~ 基本 基 为 


E=1+f0), F =0, G=# 
旋转 曲面 的 第 二 基本 量 为 


_ WM ON = 


平均 曲率 汐 


oH = gf "(x) + Af Cw) + (nu) 
Cw tf Cu) 》 IE 


#} 色 是 一 旋 


#2f "(CW) 


+H) ) 


旋转 曲面 是 极 小 昌 而 当 且 仪 当 平 均 曲 率 = 0， 即 


se) 工交 十 太一 站 
上 或 两 端 张 /并 整理 得 
f+f) + = 


令 200 -jn 则 中 =2710 = 二 


从 面 有 28 人 1 + gy) twg = 人 0 
积分 得 HE=C 人 + 有 (CC 是 积分 常数 ) 


由 &= = (2 一) 有 


1 六 


积分 得 f+C=Clnttv eC) (CO, 是 积分 常数 ) 
即 Fa =Cln (tv ~ C—O, 
于 是 可 知 方 程 = {wcoss，wsino，f (四 } 是 巷 链 面 的 方程 


28.， 《证 明 ) 把 曲面 方程 x= In- 以 x， J 为 参数 写 


成 癌 景 方程 ， 并 计算 第 -、 第 一 基本 量 及 平均 中 率 ， 
r=[x, 为 -92 。 计算 得 


“lncosx 
第 一 基本 量 为 
E=secix, P= -tg*tgy,. CG= Sec'y 
第 二 基本 量 为 
一 sccw 时 一 N= _ Sey , 
7 wwEG- vw EC-F: 
把 计算 结果 代入 平均 曲率 公式 
- EN -~- 2FM+GL 
2(EG -FF’) 
得 


EN _2FMTGL- -SECxscCy | SC XSCCY -0 


3 = 


即 吾 =0, 因 此 曲 下 为 极 小 曲面 ， 
29，( 解 ) 计算 锥 面 了 = (wcosv)el+ (Casino)e + pinme, 的 
第 一 基本 量 洲 
E=1, F=0, G= + C9) 
第 二 基本 最 为 
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VR (yg) V+ (0) 
车 惟 面 是 极 小 由 曾 ， 则 
NE-2FM+GLa pt 


Ro) 
即 gp =0， p(y) = Cy+C， CC CG, 为 积分 常数 ) 
于 是 曲面 
Pe CcCO8) e+ HSN E, £ (CP +O, Ye, 
基 王 螺 面 


30. + 解 }F = {acostdsingyp, asingsingp, COSO 
入 一 在 Sn 有 Si 六 acostsingp, 0) 
= {acostcosgp, asingcosp, 一 asing} 
Pe = 4— acosdsing, 一 zsingsjng， oO} 
Tso= -asindcosw, acostcosy, 0 
ro={-acosdsing, ~ asingsing, ~ acosqp} 
_ ?xr 
i re xi ,| 
计算 款 而 的 第 二 基本 量 为 
L=Fon = asinig M= FoR =0 N=r,,H=4 
所 求 球 而 的 第 二 基本 微分 形式 为 
和 :一 了 2 
= ein vdd: + adop’ 


={—-costsing, -sindsingp, — Cosg) 


= at{sin gadd: + dop!) 
31。' 解 ) 


XX coOsp,y = N+ a Sings = aln (x wn +a) 


< 一 ww 人 sify, rr = WA COSV, 区 二 用 


x a COMy a Siliv ax 
基本 (x 中 好 全 本 2 un Cu 十 2 站 [上 a) rat) 委 
了 r . 
~ LN _  - gD 
re 


a 二 -一 一 一 一 
ta "YN wv Wta 


up 二 


Mrs 之 — CO Yor = a Sitiy, = 个 


7 NCOS:Y 只 :号 人 a: 
B= ?fy = ( 5 一 -一 一 一 一 一 一 
二 类 二 下 二 
二 1 
大 十 a 
一 : 1 | 孟 
F= rr,= TV SNCOs VW +a nsinveos 
Na wt 
= 从 
G = = (Wt a) Sinp + (Wt COSY = 二 


FG—-— Fi=# +o 


了 = nr, XT Yi = {roy Ty Tun) 
nm. L. RR 
| Xr, | wT XP 
Na da Ts 
w Eo—F: ww EG-— PF’ “7 
un ur Ta 
NCO 大 Si a 
Rt 
一 一 人 一 一 一 i 十 Si 十 a! OS 0 
tA) 


a COSL alslnt 一 点 兽 


| Cetad Citadl (+a) 
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证 
类 似 本 得 
M= NP 二 FF Fn WE » 
vw EC-F: 
COS gly 学 
一 ee = — ， 
WA 十 村 
No 
一 #SIilly 类 作品 0 
RA a 
N =n7,, = 《Ta Te Tes) 
HCOSE psi 4 
| WA 
1 上 AAA， rr 
-二 Sn 0DS80 0 |=a 
证 并 


I 一 一 -上 


所 求 悬 链 面 的 第 二 基本 油分 形式 为 
w= Law 二 2 


如 
过 一 一 一 人 和 二 4 
家 十 并 


32。，( 解 ) 将 曲面 = = 六 xx， 人 区 x，? 为 参数 写成 向 量 方 
程 ， 郑 米 邮 面 的 单位 法 辐 量 及 其 二 阶 偏 导向 量 。 
和 
7 一 人 0， 六 
Y={0, 1, 六 
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单 拉 法 向 量 


Pr we Pr 1 1 [| 4 
圭一 一 一 三 -~ -一 -= -一 _-_ -一 一 一 x 一 ， 
[rr | 开关 tf \ -/ ’ fy L 


r= 0, 0, fr) 
Fyy = {0, 0, /yy) 
和 =y 二 {0, 小 了 xy) 


第 二 基本 量 为 
二 = 了, 拉 二 了 M=r,,N = fy 
Mi /1+ + ? " ww] 二 六 二 
N =Y, 二 一 一 : 了 
十 十 加 
所 求 昔 商 的 第 二 基本 微分 形式 为 


1 3 
= do daddy tydy) 
WH Et tf + 产 Cf. ~ fy J fyy J 


33. 〈 解 ) 类 似 于 上 题 的 解法 ， 记 求 曲面 的 第 二 基本 微分 
形式 为 
,= (4 有 十 4 人 十 1 -二 (4 一 dr) 
34. ( 解 ) 类 似 于 32 题 的 解法 ， 所 求 螺旋 商 的 第 二 基本 微 
分 形式 为 


人 二 2 


35， ( 主 》 《证 明 ) 
设 ?=x ety B+ 纷 人 3 
出 ,= wR, PE 二 的 和 
,= Xe (KV TR B+ #2, 
P= No BY PE Es 


Ve = Nw CW, PE + Yr (Fy HB +t CF BE, 


a05 


PF,p Np (x#, ee, Type (Cs 1) 2, vy VE 


Fi = is Vis Sis Pi = {rp ris Wi} Cif) = 1, 2) 


| | 


XL 
Fis Fiy Fo) Co Fs FP) = | yi 3 Yes PY Ts 
Wi 区 | Sa 永光 
A 1 区 11 | | x 和 ws Yar FoF PTs 
= | 和 和 Ye | rr E F 
| Xs Ye Se 各 ze 站 区 rr FPF 


‘2) 
ii} (i j= 三 1，2), 则 1 


证明) 诬 Ti = {x pi vi), To {xis iys 


Xi WN) Xs WY WL 

CPs Ps P= | Fy Me 

jy 澡 光 二 1 lL 区 2 
Ws Pas CIs | | i RL Fs For Fr 
| PP J .| = rt, E FF 
wp Fr Ee EA 名 艺 > ET F 

{3 ) (证明 ) 由 
EE 


“Ir xr, | 


一 (Tins Py r,) 


Vv (Ty XY) 


一 CT Le rh, Te) 


vr pr sing rir,(l—cosd) 


(Fs Fy Pr,) 一 一 


Tony sp) 


vw 工人 ~ 下: 


| A TP) 
: - vv EG-F 


生 筷 攻 


{Fwy Ts 了 


一 -=---Haa- 


_-: 2 CF TT, FY,) eh, PF Yr,) 
H MM 一 -一 六 4 1s 一 = 二 一， NN 一 2 1 
i 了 


于 是 LN~ M 一 -EC Fs ¥,) CFs, Fy F,) 


— (Fs Fis 条 。 

(4 ) 《证 期 ) 因为 E = TF, Es=F ,Tr, + YT, = Zr ,ot, 

所 以 了 wa 六 = FE J = 放 
类 似 得 


1 
Fu = 可 忆 Fe = FE 


FT = Gs rT 一 二 


Fr, =F, -时 和 = PF, ~ 


(5) 《证 明 ) 设 

HH, = ar, + or, + eh {i}) 
上 式 两 边 与 做 数 积 

NNN=ar Rt+dT n+ enhn, 和 得 ce=0 (2) 
《1 》 式 两 过 与 六 向 数 积 

NT = 4 Er 得 - 工 =zE+pFE 《3》 
《1)》 式 两 边 与 ”做 煞 积 

NT, = or + 得 -- M=aF + SG 《二 》 
由 《3) 、 (4) 等 式 解 得 
MF -GL $= FL- EM 
EG-F: ” ~ EG- PF? 


， 把 所 求 4s，5，r 代 入 《1 》 式 得 
(FM- Gr + CFL -EM)Tr, 


Ore, 


好 一 
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间 理 忆 得 RR: = 一 一 FF 


36， (证明) 设 简单 曲面 是 平 研 ， 其 方程 为 cx 上 如 tesr 
d= 0, a, 6, 5 不 全 为 有， 慨 征 < 二 小 把 平面 方程 写成 同 且 方 
程 并 求 其 第 二 基本 量 . 


r= | 9 一 (d+ ax+ 6))) 


+.= {1, 0, -一 } 
如 


人 二 了 二 二 


其 而 出 公式 L=r,.*N, M= 7,,", N=7,y: 1 村 


L=NM=N=0f 
反之 ， 若 L=M=N=0 
则 p= — dr'dn=0 


由 于 曲面 是 简单 曲 商 ， 所 以 dr? 志 ，、。 于 是 di =0， 即 # 是 常 向 
量 ， 以 常 问 量 n 淤 法 癌 量 的 曲面 是 平面 . 
37。 (证 有 明 》 设 正 蜡 而 的 方程 为 
= 《8COSY， KS1Nt, Bry 

求 得 正 螺 面 的 第 一 基本 量 为 
E=t, F=0, = 彤 十 可 
第 二 基本 量 为 
LN =0, M= -7 
所 以 EN-2FM+GL=0 
设 惹 链 面 的 方程 为 
PE 


r={ach cosh, ach 一 一 Sind, # } 
a 


求 得 县 链 男 的 第 一 :基本 量 为 
E =ch: 


,FF=0, G = sch'—— 


第 二 基本 量 为 
一 一 4, 上 剂 = ,N=a 


所 以 EN-2FM+GL=0 
38。 《证 明 ) 
Fp{tw) + rTiR) 
r= (4) + oT (Cw) 


TT, =TH), TT T= 


MM= nr -TXT 7 = {Toss To Tr) 
[|r ,XX, 人 


N=0 


若 直 纹 曲面 ?= pC#) + wT (办 为 可 展 曲 夯 ， 刚 必 有 (T PT) = 


0, 从 而 亨 =0， 叉 因 N = 0, 所 以 LN - AM-=0 


反之 ， 若 LN~ 让 =0 因 N=0, 所 以 计 1 =0, 半 是 (T ， 


户 ，T) = 心 给 定 的 直 纹 曲面 是 可 展 曲 十， 
39。 证明) 设 旋转 曲面 衬 的 方 穆 为 
P= {CO Hsinv, Pw}} 
求 得 曲 回 之 的 单位 法 身 量 为 
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= {= — Psiny 1 | 
= 1 一 一 
Vt Vitp: vity: 


其 中 多 =-p-, 风 面 了 的 平行 网 面 2' 的 方程 为 


这 显然 是 旋转 曲 询 的 方程 ， 
失 。 证明》 
gp (0 0) = 一 Ce 
= — (rod + rr dp) (Nerad + Hn *d gp) 
= ~ Cr OA te dD) tT Cd Pd) 
CH dR Od + ma) 
= — C0 + to dnt Cre, + de 
Ln, 十 Rp) d+ Rad, + HE dp 
= (十 入) (Noda t+ ndv) 
= -dra = gp CH) z 
L= -rR, = (rAd Fe) (Md, + Rg ,) 
= — Tn CT Ht PR — 
L*d + 2M*O wp, FN*g, 
业 似 向 证 各 
M = L*0,0, + M* (pd + Op) + NY, 
N = NED + SM*O po, 十 全 
41。 【 解 ) 求 球 陪 的 第 一 第 二 基本 茵 ， 并 把 所 求 结 末 代入 
法 岂 素 公式 
r= (Reosdsing)e + (Rsingsingy e+ (Reosp) ey, 


bo00 


入 = — (Rsindsing)e + CReosdsing) e, 
r= (Reosfcosg)e, + (Rsindcosg)e, — (Rsing)e, 
P= — (Reostsing) ee — (Rsindsing)e, 
re = — (Rsindcosg) e+ (Reostdcosp)e, 
?= — (Reosdsing) ee — (Rsindsinp)e,— (Reosgie, 
R= ~ copsinm) ee — (Singsinp)e,— (cose)e, 
第 一 基本 量 为 
EBE= Risiim, F=0, G=R’ 
第 二 基本 景 为 
L= Reinig, M=0. N=R 
所 求 球面 的 法 明 率 为 
wn = a + aMdddp + Ndw _ 
"Ed oradldp Gap 


Rsingd + Rap __ 
Risin’mdt + Rigep 


由 结果 可 知 对 于 半径 为 有 的 球 曾 上 的 任 一 点 ， 溢 仔 意 方 加 
的 法 曲率 是 常数 ， 它 等 于 该 点 的 法 截 线 的 朋 窑 ， 法 越 线 是 过 该 
点 的 半径 为 的 最 大 图 ， 
42，《〈( 解 ) 求 般 而 的 第 一 、 二 基本 基 ; 
r= #2, 十 ve + (x: ~ y*)e, 
,= 2+ QH， 个 = ,~ 212) 
Foy 23 Tr = 6, Yr = — 22; 
~ 2&2) + 20E, + 2 


和 


计算 得 曲面 的 第 一 ， 二 基本 量 为 ， 


E=1+td#, F= ~ dr, C=1+dv, 


了 二 2 MM=0, N= 一 “ 
4 wt dv +1 


当 #=0 7=0 时 第 一 、 二 基本 基 为 
E=1, F=0, G=1 
L=2, M=0, N= -2 
把 所 求 结果 代入 法 曲率 公式 得 
ko 2 dv) 


d+ a 


设 drdv=1, dri- cod, dr= sing 
则 mr=2(cos 旨 -Sinig) = 8co0s20, 从 而 ww 在 4= 0 += 0 的 名 
域 d 玉 + d=1 的 变化 曲线 为 ve= 2cos20， 


《2 题解 符 《2 7) 


43。《 解 》 求 曲面 的 第 一 第 二 基本 量 代入 汪 曲率 方程 
x=COSp— C+ Sng, y= SnvT (+ pCOSr, Se= 和 + 
Ne= 一 SInb ys =Cost, s,=1 

p= — B31Nn9— (#+4 CO Ys 三 2COS — (#4+#) Sinv, 


Tp =2, ap = og = Ty 0, 


Nu = — COSH, Yor = ~ SIN, %ie 三 个 
Kos = SCOSV+ (H+ pSine, op= ~ 3 Sine 一 《和 十 区 CCGS 
多 ,三 必 


F=2, F=4, G=8+ (xtr)’ 


2 


L=M=0, N= 地 (#4 
把 所 求 结 果 代 入 主 上 曲率 方程 
x = (EG PY 4r(EN- 2FM+OGLD) 3 LN- HR)=0 
Bt 2 | 
得 DE TV ?+ 本 亏 {FTV 三 本 
解 此 方程 得 主 申 率 为 
_ 1 
mb ET 


44， 解 由 曲面 方程 r=p (#) + :Tw) 求 得 曲面 的 第 一 、 二 
基本 量 为 
B=1+rtr, F=G=1 
L= +rxv, M=N=0 


平 光 曲率“ 开 = -2EM+GL X_ 


一 一 十 
er mr 
Tr 
re, 


(EG — PF’) 


， _LN-AM: 
高 斯 曲率 ”r= 了 sp 0 


和 RE ee rt shh th hrbb re hr ' 


由 公式 和 丰 士 各 和 关 2 


tr 
得 后 十 李 二 二 下 | 
pr 
ia 二 和 | 
解 此 方程 组 得 晶 面 的 主 曲 率 为 
x = 0, 六 ,二 和 人， 


如 从 


鸽 。《〈 解 ) 以 xx 为 参数 把 介面 》 = xtg 写成 附 量 方 


程 了 = {x，xt8 之 一，x }， 然 后 求 拘 隐 的 第 一 、 二 小 


和 
这 


本 重 ， 屿 入 主 则 率 方 程 中 求 得 曲面 的 主 监 这 为 


一 4 HK， 所 
本 ;二 Wit? 二 x + 二 - 
46。 证 明 ， 设 旋转 昌 
出 的 方程 为 
x = dp(x 一 办) 


珊 其 旋转 抽 为 % 轴 ， 设 
M 是 此 抛 线 上 任 一 点 ， 骨 
表示 点 寻 至 o% 轴 的 中 
离 ， 则 得 所 求 赐 种 的 方程  - 
为 46 题 解答 


r={tcosp, fsings wptt-—p) } 


r= {cosp, sinp, 2pC4p li —p)IY) 
”= -ising, icosyg, 0 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 mr 一 二 一 


Ts = ‘0, 0, 一 全 让 [4 (Ff -pp ps 
t={—sing, cosp, 0} 
,={—icosp, -ising, 0 


求 得 第 一 基本 量 为 


cosm, Sing, 2pCdp 人 一 六 下， 


= vf -jsings tecosgs 0, 


ve 3 
0 0 — pCAptt—p)] » 
2 -A 


二 Ye Fs pr) 
vw Eo-—F 


cosqp, Sinp, 2pLAP (Ct 一声) 及 下 


= op — fisinm, tcosg 0D}, 二 月 
ww 

二 TTop) 一 
ww EG-F 


S05 


， 
COSG Sngp; BpCAp Cf — Pp)Y 3 
-vt-t fs, tCose, 0, = pt 
i 
—icosp, — tsingy, 0, 


把 记 求 结果 代入 主 曲 率 方程 
(EG ~ Fr (EN -FMIGIDr+ LN- MY) =0 


盘 eve. x- .=0 
2 2 
解 此 方程 得 
wb R, yar 
FR v 
w= -Yb, R,= — 2% i 
2 t wp 


于 是 -Ri - -2vt ,Vb = -2 


主 曲 率 半 径 之 比 为 常数 . 
47。 (和 解 ) 把 已 知 曲 面 写 成 向 量 方 程 求 其 基本 后; 


r={x 了 -3 w+ + | 


Fr,={1, 0, bx +2y} 
,={0, 1, 2Cx+y))} 
,= {0, 0, 5} 
?y= 0, 0, 23 
ry = {0, 0 2} 
求 得 由 而 在 上 华 标 原点 的 第 一 、 二 基本 重 为 
E=1, F=0, G=1 
L=6, M=23, N=? 


CE 


由 | 上 一 KK= - 忘 = 六 一 -=6 
_LG—-2M NE 
,= -A 二 


得 曲 询 在 坐标 原点 的 主 曲 率 为 Ke 1, Keb, 
48。 《和 解 求 得 曲面 的 第 一 、 第 二 基本 景 分 别 沥 
E=1td, F=d#9, G=1+t+dr 
L= 2 d+ 3 M=0 N= 2 +dr +1) -2 
由 曲线 的 方程 得 


a dy _ 
i 1 


在 点 ?= 1 曲 商 的 第 一 第 二 基本 量 为 
E=5, F =~4, G=8 


dE _ dy _ 
kd 2 
把 所 求 结果 代入 法 曲率 公式 
他 dx# dv dr 
全) AN 
六。 三 
7 0 dx dy dt 
5 (9 ) + 2 a a CC 和) 
, 提 ， 18 
得 “a” 13 
所 求知 面 的 法 曲率 向 晤 
r= rd = -9 (28 + 28, — e) 


SOr 


2 


49。 证明)》 
设 丙 相交 曲面 的 单位 法 商量 分 别 为 人 和 ?aa， 则 由 公式 kw= 
Y "其 得 
KN, = CF), = KRY M7 
f= (FM) R= (PH) 
其 中 启 ，#, 分 别 为 交 线 在 R,，ns, 方 向 上 的 法 曲率 ， 屋 
KR A = PI ,~ CR 
=RECR, KH,) XD 
于 是 
CFR KR) OR HR) = CR XN) X IIC CH KN) x 
由 问 量 恒 等 式 (a x :exd) = (Gey (5G) - (ad) (B81e) 得 
CR ~ HM) CW PR, NR) = RCR XR CN XR) — (nN, 
X ,9) 
出 于 入 x 如, 平行 于 两 幅面 移交 线 :在 对 应 点 的 切 向 量 T， 从 面 
NR 所 RX)y = 省 ， 于 是 有 


(HM HR) Cr ~ HH = CR, X M4,) (FX 7) 


-nxnl 
把 上 面 等 式 左 端 展 开 得 
HH — Ba (W782) + i 2) = | 入 Xn 
即 人 NICOSC + R= wsSine 
50。 《证 明 》 因 为 R 是 曲面 7? tw, v) 的 单位 法 向 量 ， 所 以 ， 
RL, Ri z 


即 扩 和 Rt, 都 平行 于 曲面 ?Cw，) 在 其 对 应 点 的 切 平面 ， 眠 面 有 


Rear + br,, 1, = 十 人， 
这 里 “，6，*，4 是 待定 系数 ， 由 上 嗣 式 得 
请 1 


一 一 一 一 -一 一 He 


NX ,= (ar, + dT.) (Cer, + dr,) 
= {ad — Be) (Fx?¥,) 
现在 只 党 证 明 
4 — be=det 人 A = 上 即 可 


Fn = (a Ft or,) = qr T+ br,T, 
= 4 有 HPF= 一 工 
类 似 的 可 得 
rR =6F4= -MM 
rR,=eB+dFo =-—M 
TR,= cPF+tdG=-N 
把 上 面 4 个 等 式 写 成 矩阵 习 积 的 形式 为 
a EF 一 工 一 六 
( a(s o)- (nn) 


从 而 有 
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于 是 证 得 。 RX R= XT) 

51。 证明》 假设 tw 是 曲 面 *(z， 妇 上 点 对 应 于 主 方 同 
dwrdo 的 主 曲 人 率 ， 根 据 主 曲率 的 定义 ，#。 革 曲 面 Y(#4，#) 的 
法 曲率 w, 关 于 上 变量 dx: dv 的 极 值 ， 
gv Leadw + SMdwdvt Ndv: 


Tp Bnrora Gd 
由 微 积分 的 棚 值 定理 有 
dr, -0 OR, _ 
DA legitn) > Ody lrirg) 
即 PP adn — Pa qn | -0 
Pr orirg) 
PP sa 一 PP er， 一 | 
Pr | dpsdrg) | 
整理 得 
| t 
1 9 = 0 0 | 下 
有 san 和 介 ba cepte,) 0, 22 gy i La co 
日 和: 二 睹 ， 一 此 
但 Py | 人 ar lr re) " 
因此 


Can — Ko rn) | {dupadriy = 0 ' dg 
| - 其 中 ge = -BC ， 
《PP gar 一 Ko 四 | (bw 一 


二 Dp, 
PF 2 dd) 和 
由 主 0 


和 2 一 2Max 十 2Mdr, rl 一 oFadw + 2Gds 


所 以 上 面 方程 组 为 
《二 Ed 


CMdywe t Nadv) 下 二 ) 


#10 


整理 得 
(Li EY dt CM -riFYdr = 人 0 1 
CM FY d+ (Nw do 0 
下 再 证 明和 条件 的 充分 性 ， 
由 题 设 假定 Kis ds zz 满足 方程 组 
| (LEdn + (Mr Fd = 0 
CM iF) dt CN - roy dr = | 
由 于 dr + dp 


因此 ， det (~ Mi F )=0 
MRF 有 一 
展开 上 面 行列 式 得 
(ECG- Fu- (EN + GL -2FM) K+ (LN - MS =0, 
从 而 是 昌 宙 yz， 人 上 点 z 的 主 曲率 
52， (证 明 ) 假定 dx:dp 是 曲面 (xz， 分 在 点 # 的 主 方向 ， 
是 曲 币 ?Cw， 小 在 成 对 应 于 主 方 加 423d9 的 主 册 率 ， 由 上 
题 结 果 知 x，gw, dt 必 添 足 方程 组 
(LrxEad#st+ CM- rxFydr=0 } 
CMM-rFyanst (N- rnOG) dy= 0 
因为 E=rF,F,, FPF=TrT,, GOG=Y,, 
L = -rn,. M= ~ (Yen, + Fm) N= 一 了 
所 以 上 商 方 程 组 为 
CPT HT Td RT Tr d= 人 0 | 
C— RTF, KT TAR TT A 人 0 
或 改 配 为 
[Cd 十 了 十 一人 
[ (2 十 RGD FHT d+ Yd) ,= 加 
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由 于 dr 一 和 二 
所 以 了 上 将 方 程 组 为 
(dnt wadr)r,=0 
(dn + rdr)r, = 0 
从 上 上 式 可 知 4a 和 好 都 平行 于 曲 询 *(s， 刀 在 对 应 点 /的 切 平面 ， 
因此 zj + xdy 也 平行 于 (xs， 们 在 对 应 点 p 的 切 平面 ， 并 且 
7, 与 9, 是 线性 无 关 的 ， 所 以 必 有 dn +xdr= 0。 
即 d= — gdr 
把 上 面 必 要 性 的 证 明 逆 过 来 ， 不 难 证 明 条 件 也 是 充分 的 . 
公式 局 = 一 xd? 称 为 罗 德 里 郊 公式 ， 
53。 ( 解 ) 首先 求 曲面 的 第 一 、 第 二 基本 车 ， 
T= We, + Ve, 十 《人 十 了 全 要 
P= | 2se， rT, = 二; 十 29 
25 T= 0 Tr = 28, 
曲面 的 第 一 基本 量 与 第 二 基本 量 为 
已 =1+4#:， 下 =442 G=1+4dv 


2 


2 M=0, 二 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 ， 
Ad 十 和 给 十 二 


LL= 一 一 一 一， 
wd 


曲面 的 第 一 、 二 基本 晤 在 *=1，s:=1 点 的 值 为 
E=6, F=4, G=5 


L-= 号 ,= N= 二 


3 
把 所 求 结 果 代 入 主 方向 的 方程 
(EM- LEydw+ (EN — LO drdv+ (FN — MG) dr’: =0 
a 
得 可 dW: 十 a 0 
即 {dn + dy) (dn dt = 人 0 
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Fr mum -一 一 - 一 一 一 -一 -一 


于 是 所 求 曲面 在 点 * =1，sw = 1 的 主 方向 为 
引信 一 于 一 1 d#, 一 
下 面 验证 罗 德 里 克 公 式 ， 
求 得 曲面 的 单位 法 向 量 为 


1 
wd 十 于 人 


Vd i ‘ ’ S490s ~ Ae,) 


_ 1 
和 se (he 2 一 4v2,) 
在 #=1， v=1 点 : 
i 
其, = D7 (C—-108+ Be,— 4e,) -a 


1 
2 = 7 (88 — 108,— 48,) 


4 


dN, = Rd + 了 fp = 3 一 18e,+ 18e,) 


18 
一 or 《Bi — 8:) 


dr = dN + de -2, 


于 是 


不 难 计算 37 ，- 训 -是 曲面 r(ep) 在 点 #=1，v =1 对 应 于 主 


总] 


gt pp 由 


方 疝 docda = 一 1 dwsi dv,=1:1 的 主 有 曲率 。 事实 上 把 斯 求 晶 
面 了 = we 二 吧 : 直 (是 的 B 的 第 一 、 第 二 基本 其 在 点 #=1， 
?= 1 的 值 代入 主 曲率 方程 

(EG -FOr (EN+GL -2FM)rt (LN ~- MY = 


:20 ,4 - 

得 此 27 此 十 8 二 侨 
和 解 此 方程 得 

2 

7 2 ” 7 


54。 【证 阴 ) 设 14. 与 2 分别 是 有 曲面 训 , 村 , 的 单位 法 问 量 ， 
期 由 题 设 zi 93: = coswp (gq 基 定 角 ) 
OR 


着 曲线 〈 两 曲面 的 交 . 线 ) 是 寻 的 曲率 线 , 由 罗 德 里 克 


dF 上 日- Av - ar _ dn 
但 是 一 一 是 正 交 于 1,, 即 一 一 入 ;= 有 于 是 所， 0 ' 


即 于 正 交 子 %， 又 出 于 -< 中正 交 于 如。(%: 是 单位 向 量 )， 


从 阿 -0 平行 于 -9 -， 有 如 下 美 系 式 


由 罗 德里 克 公 式 可 知 交 线 也 是 玫 ; 的 曲率 线 ， 
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55。 《证 明 ) 设 点 是 曲面 ?tw，j) 的 非 脐 点 (否则 p 点 
的 性 一 方向 都 是 主 方 向 ) 并 设 dt doy dy: dr: 是 山 面 7 (#2) 在 
所 的 主 方向 ， 则 引入 参数 变换 

x= + MAK 
y= dv + pdr | 
由 于 主 方向 did 与 dw: dp; 是 曲面 在 点 p 的 不 同方 向 ， 从 而 


det Ol#, 9) et (” 0 


906, ©) dndvs /p 
于 是 由 上 友 函 数 定 理 有 
r=r*00, 一 让 (机 信人， 的) 
并 且 
3 一 他 | 2 ) + r,( 3 】 二 各 A 十 各 dp 
条 二 个。 (让 + (8) = dR + dt, 


于 是 由 上 上 式 可 知 曲面 ** (6，q》 的 坐标 曲线 的 切线 方向 是 主 方 
门 ， 上 华 标 曲线 是 曲率 线 。 本 题 说 明 对 于 任意 曲面 具 要 满足 题 没 
条 人 忻 ， 总 可 将 举 标 网 变 为 曲率 线 网 ， 
56。 (证 明 ) 不 失 一 般 性 不 芒 设 出 面 rt(#， 兴 的 参数 曲线 
是 曲率 线 ， 并 设 p 是 册 面 上 任 一 点 ， 则 和 由 罗 德 里 克 公 式 得 
B= ~ ,= ~ 
心 与 kz* 是 出 而 ?wp) 在 点 $ 沿 坐标 曲线 (曲率 线 ) 的 曲率 ( 主 
曲率 ) ， 
dn= ndxtndr = -rr dg— ir dy 
= Tad dy tT Wr dy 
= dt i Ke) de C1) 
并 且 d= ~ dN tT A KT dH Hr dy 
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= — jr (rs ~ KI) Td C2) 
由 (1) 和 (3) 式 得 
(dn td ant wd?) 
= (Cr) — Ks) (CK 一 上 Gd 了。 
又 由 于 党 标 曲线 是 团 率 线 F=?,r,= 人 0 
所 以 (dnt rdr) (dn t Rdr) = 0 
展开 上 式 得 
dndnt tx + x dRdrT + rndrdr = 
即 op ~ Hg:+ ko,=0 
57。《 解 根据 曲 面 渐 近 山 线 的 定义 可 知 ， 沿 曲面 的 浙 近 
出 线 的 密切 平面 与 切 平 面 重合 ， 
设 B 是 渐 近 出 线 的 付 法 线 向 量 ，? 是 切 平面 的 法 向 车， 划 


而 对 于 出 面 的 渐 近 曲线 他: 二 站 


dn 
Wy = dr ds = 

二 dr 四 dr 一 
PL gr di 


把 求 得 的 gy，¥， 代 入 公式 
gp Ho t+ Kp =0 
得 二 天 下 
即 X= 一 
58。 证 明 设 da = dxe dwsB + 4 是 曲面 /xy x wy) 
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=C 上 任 一 条 曲线 的 切 疝 量 ， 则 由 曲面 .六 x，xs，x) =C 


得 iT fadrx tf dx =0 1) 
于 是 如 =Jf el +frzB1+fwe; 是 助 面 的 法 向 量 ， 其 单位 法 向 基 
n= TET 


2 
‘n= TT -Bi 
这 里 dG = df e+ dfe, + df.e, 
若 d7= dxel+ x8 + dx 是 曲面 (xy，x:，xw) = 的 主 方 
向 ， 山 由 罗 德 里 克 公 式 知 d7? 平 行 4n, 因此 向 量 4rY，nt，dn 线 
性 相关 ， 所 以 
0= (ar, A, dn) = | ar, -Gr (TS 


-GeGg)] 
GP 
1 GG 
Oe -| er, G, 1 - (dr, G, G) | 
= dr G, dG) 


1 
由 于 了 G0， 所 以 


(dr, Gr, dr) =0 
展开 上 式 得 
dx fu df 
det ‘(ef 全 |- (2) 
dxs fu df, 
于 是 证 得 ， 若 dr= diel+ dxse@s+ dxsB@y 是 项 面 f(x xiy x) = 人 


G17 


的 主 方向 ， 则 必 满 足 于 微分 方程 组 
Sd tf dx t fd = 0 | 


ex) fu df 
det 区 df = 人 0 
dx fss df ss 


59. 《 解 ) 把 曲面 的 方程 写成 向 量 形式 , 并 求 其 第 一 、 第 二 
基本 量 ， 


r={(-D， (一人)， 加 

_fa 6 vi _[ a 6 # 
r= {了 可 ， 可 ,=| TT TT? 志 ) 
Tiw = (0, 0, 0}, r= |0， 0, 六 0 0, 0} 


求 得 曲面 竟 第 一 、 第 二 基本 量 为 


严 


二 : £2 1, 2, pe 
E= 1 《十 六 十 2， 下 可 二 
G= T(t), L=N-=0. 


M=ad/ bx— Diaryt)? + das: 
把 结果 代入 曲率 线 的 微分 方程 
(EM FINds:+ (EN ~- GL davt (FN —- GM}dv: =0 
得 a + tv 
a+ + da 
_ 4 tt :0 
Ea ta + dad 
汐 世 冰 曲 率 线 的 生 分 方程 ， 
60。 ( 解 》 把 曲面 方程 写 碟 后 蚌 形式 ， 并 汶 此 第 一 、 第 一 
基本 量 伐 六 曲 光线 的 征 分 方程 。 


T= {COSr, KSiNy, ar)} 


518 


和 = {cose, snis, 0, ,= {~ nsiny, #COSH, qa} 
?= 0 0 0 Tn COS 0} 
TFT，= {— HCcost, —#sinr, 0} 
求 得 曲面 的 第 一 种 二 基本 量 为 
E=1, F=0, G=8 + 


Rt 
由 曲率 线 的 微分 方程 得 


Hd 


或 省 dV 二 十 Ld 


积分 得 山 率 线 的 参数 关系 式 为 
s+ln(x + /wt+a ) = 
61， 《证 明 ) 设 曲 线 工 的 切 平 面 的 单位 法 向量 为 R, 其 对 应 
点 的 密切 平面 的 法 向 量 ( 副 法 线 方 向 ) 为 则 有 有 
n= cos = CC 为 常数 ) 
微分 上 式 得 一 Txvds + Bdnn=00 
叉 因 为 24= 一 rxdr? = 一 xTds (x 为 曲率 线 的 主 曲 率 》 
从 而 有 一 yyvds + rxBT4d;= 0 
由 于 .LT 所 以 一 拓 X2d5= 
因为 2 去 0; 所 以 x=0。 知 曲率 线 为 平面 曲线 ， 
62. ( 解 ) 首先 求 得 曲面 ?= we + ve,+ (g++ 如 ) 8， 的 第 
一 ， 第 二 基本 量 为 
E=i+dw, F=4#r, FG=1+ dr 


L=N= -2” 一 M=0 
ww 二 4 十 1 
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' ar a rr Vol LL? Pr "TP ' ' 


由 曲率 线 的 微分 方程 
(EM LFYdw + (EN ~ LOYdnadt + (FN - MGY) dv:=0 


得 gyda + (wi— wdudv— avdv: = 0 


或 CHdu + odv) var — dt) = 人 0 
即 Hd dis=0 

tan— Wdr = 人 0 
积分 得 += 


令 #= 6 (其 中 可 st 是 常数 ) 


是 曲率 线 的 参数 关系 式 ， 把 z= 土 w 下 -下 ，# = 如 分 别 代 入 曲 
面 ?=7Y(wz) 中 ， 得 由 府 线 的 方程 为 
P= Me 二 re 
与 P= bye, + re, + (Pir + 4) 
在 点 &= 0, +t=0, 得 曲面 的 第 一 、 第 二 基本 量 为 
B=1, F=0, G=1 
L=23, M=0, N=2 


E _I 6G .1 = 0, 1= 
一 一 = = 一 = 也 ， 知 点 4 0，2 =0 是 昔 夯 的 脐 点 ， 


63， 《〈 解 ) 由 上 题 知 曲面 ? (#， 0) = 2 上 + 3 (和 二 人 7 局 的 
曲率 线 是 平面 上 的 同心 国 族 只 + 天 = 与 直线 族 = 如 在 曲 
面 上 的 象 . 

引入 参数 记 换 #=Ceosg, v=Csing 
则 直面 742， 分 在 此 变换 下 为 

和 人 CC， 的 = (Ceosi)e, + (Csind)e, + Ce, 
求 得 曲面 ?CC， 内 的 第 一 第 二 基本 量 为 
E=C, F=0G=1+4C: 
= -2Ce144 CO-t, M=0,N= -2(+40')3 


520 


= -201+4C7) - 


64.。 (和解) 首先 求 朋 面 了 = (rcosbye + (zsSin 的 e+ We 的 
第 一 、 第 二 基本 量 


把 第 一 、 第 二 基本 量 代 入 曲率 线 的 微分 方程 ， 并 积分 得 
lIntwt /wt+l ) oy= 


Intw+i /Rt+ 1 + 区 
所 求 曲率 线 是 上 面 两 条 曲线 在 曲面 TY(*， 外 上 的 象 。 
65。 《 解 ) 求 得 妈 曲 抛物 面 的 第 、 第 二 基本 量 为 
EE=a + +r, F=e -Ft GG=a + 二 
Bad _ 
EEG- FF: 


把 上 面 结 果 民 入 高 斯 曲率 与 平均 曲率 公式 得 
LN-M: day 
EG-F 7 Eo- FSr 


L=N=0 ,= 


四 一 dab’ 
[Cdadi tatty — pt Bt pv) 的 


Ho EN+GL-2FM 
27EC -FPF*) 


dad {a 一 站 + Hr) 
二 和 一 的 二 
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66，《〈 解 》 持 旋 转 上 曲面 的 方程 可 求 得 其 第 一 与 第 二 基本 量 


FE=a* +f"*, F=0, G=8’ 
L= £7 87 M0, N= 86/ 
A EE A 二 六 
代入 高 斯 曲率 与 平均 曲率 公式 得 
KR L(g"- 8) 
pt tf 


站 -Ce ta a 
2 12 tf 


67， 【〈 解 ) 设 正 螺 面 的 方程 为 了 = {tcosyp, tsing，sr} 
可 求 得 
EE=F:+6:, F=0, G=1 


L=N=0, M=- 2 
w+ 

LN_-M -有 

高 斯 曲率 人 = -一 Fr 一 (天 By)? 


_ EN-2FM+GL _ 
~ 9(EG- FF) 


财 各 式 # 二 = 2H=0 
本 
(f+ bY): 


His = 
可 得 正 螺 面 的 主 曲率 为 4- ~ 二。 


fs. 《〈 解 ) 曲面 z= f(x，3》 的 平均 曲率 与 高 斯 得 率 为 


mr- 


百 = rf dt sf yy 


a t/t 
= ffs — fy 
(+tf ti) 


58。 “《 解 ， 把 此 古方 程 写成 向 量 方程 求 得 平均 曲率 与 高 斯 
曲率 为 


(1 + 24°) 
70。 ( 解 ， 首 先 求 得 环 面 的 第 一 与 第 二 基本 景 为 
E=(#+ asing)’, F=0, 如 三 于 
L= (+asingysing, M=0, N=4 
把 第 一 与 第 二 基本 量 代入 主 曲 率 方 程 
得 (EG - FYw— (EN +GL- 2FMyr+ (LN- MY =0. 
a tp + asinp) wn — ath + asinm)’ 


十 aitb asinp) snom rk i 4d + asingp)} sifiop = 


求 得 环 曾 前 主 申 率 为 
= (b+ 2asing) + 1 
! ats + asing) a 
jo {sroasino) -6 _ sing 
taalb + qsing) +asingy 


sifig 
环 面 的 高 斯 曲率 天 = xiK; = 8) 


pe i Hh he _ dr2asing 
平均 朋党 为 日 = 杰作 + = 


71. ( 解 ) 设 直 纹 胆 面 的 方程 为 
条 二 ff) 十 雪人) 


总 2 


则 ?=p (3) + ob Cs), ,= (6s) 
Fe=p" (9) +oD" 0), Y= BD), r= 
直 纹 曲面 的 第 一 基本 量 为 
=» oTeTe) (p+, p+vb, Db 
EG- vw EG- PF: 


M= Tro ye) Op + 地 0) (OD',p',b 
VEG-F Vv EG-F: VEG-F: 


二 CF, 下 ws 站 ) _. 


BE -FF 
直 纹 则 面前 高 斯 曲率 
LN-M: 一 二 PP 
= pe 0 


72、 ( 解 ) 把 已 知 曲面 写成 向 基 方 程 并 求 其 第 一 ， 第 二 基 

本 景 

T= {#cosr, ssint, f(r)} 

?= {coss, Sing, Or = {—#sing, x#coss, f°' (9)) 

Fu=0 Fe={— Sing, cosv, 0} 

= {Hc08, — wsins, f(r)} 

求 得 欠 面 的 第 一 、 第 二 基本 量 为 

E=i, F=0, G=R+f:() 

一 a 
LO, Me J "~ -入 守 


四面 的 高 斯 则 率 为 
LN -AM fun 


EOF: 一 EC +7" #1] < 


由 公式 K =- 训 ~， -下旬 R 与 :的 符号 相反 ， 即 外 面 的 主 


曲率 半径 符号 相反 ， 
73. 《〈 解 ) 设 基 链 面 的 方程 为 


r= {ta COSD wR + a Stip, sln (n+ wtal }) 


求 得 悬 链 面 的 第 一 、 第 二 基本 最 为 
E=1, F=0, G=8+e 


L= ra M=0 N=a 


把 第 一 第 二 基本 量 代 入 主 曲率 方程 得 


(a) 


于 是 悬 链 面 的 主 曲率 为 m = 二 ma = 


均 上 曲率 
H= 本 (Go +H) =0 
74， (证 朋 ) 若 曲 面 是 平面 或 球 睾 则 k=*:。 于 是 
班 = | 去 (各 | = = = w=k 
反之 ,车 日 = 玉 , 则 
马 (we) + ra) | = Ks 
展开 上 式 得 
《ff 一 KK) = 
从 而 t= Kp。 曲 茄 为 平面 或 球面 ， 
75。 《证明 》 容 饭 计 算得 曲面 Y(x， 信 的 第 一 基本 量 与 高 
斯 曲率 为 
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™ 


.| 


E=1+ -二 -，F=0 G=#, K= 二 
曲 泗 ze" (x*，0) 的 第 一 基本 量 与 高 斯 曲率 为 


H 一 二 
E*=1, F* = 0, G* = 1+ x*i:, KY 


因此 两 曲面 在 对 应 点 #=# 六 ，8 = 有 相等 的 高 斯 出 当 ， 

假定 曲面 ?Cw，6) 与 曲面 Ye (ur 9*) 等 距 等 价 ， 则 存在 山 
团 ? (x, 办 与 六 下 下， 日 *) 之 间 的 一 一 变换 Ow = 天 二 【信介 
9* = 9*+ (xz， 全 使 其 在 对 应 点 有 

E=E*, F=F*, CG-G* 

更 这 如来 | 0 
gr gw 
由 天 = 天 得 1 二 8 =1+E 即 绊 = 土 # 队 而 8 二 四 于 是 车 


DN, OF) ，、 | ， 
det-3tz 一 一 六 0 当 革 仅 当 8 0, 


另 一 方面 ， 轩 第 一 基本 时 间 的 参数 变换 关系 式 (参看 本 章 
第 2 题 ) 得 


二 (十) 二 十 


OC 芭 Y) 
且 det = 


1 
gi 
人 
(1 + WYO = gi 
由 前 丙 式 得 0 = 0, 这 与 参数 变换 9: 了 ?0 ， 
有 二 和 人， 
是 一 一 变换 矛盾 ， 于 是 证 得 尽管 两 上 曲面 在 其 对 应 点 的 高 斯 曲率 
相等 ， 但 两 曲面 不 等 虐 等 价 ， 
76。 (人 解 ) 把 已 知 曲 面 xyx =1 以 x，% 汶 参数 写成 向 量 方 
程 ， 并 求 其 第 一 与 第 二 基本 量 
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Ny x 
r= {0 0， } Fyy = fo, 0， -| 
1 
rm={0 0 二 | 
求 得 第 一 、 第 二 基本 量 为 
E= 1+ 一 一 一 ， 上 = 对 他 三 | 十 
2 -i NN- 2 
wy BG- PF: wy EG — PF: x EG-P: 
2 站 
外 曲面 脐 点 的 定 当 得 x93 二 1 =1= X29 十 于 


即 y= wy = 1 
解 得 x = 土 )，x= 土 1, 于 是 所 求 脐 点 的 曲线 又 国 为 2 人 L，1D)， 
gt-1, -1) ct-1, 1), dl1l, —1), 
在 曲面 x%y%s=1 上 如 下 前 局 是 脐 点 ， 
Atl,1ls1), BC 一 1 一 1) CC 1 一 1 D1, -1,1. 
77.。 (证 明 ) 设 曲线 ?= PC) 的 切线 曲面 为 
?=p() 二 TI 
则 和 =P 十 bT =T+#ry, F,=T 
P= Tt Rt KY = T+ CR DVO+ xB 


r= =n, ?= 


一 


本 LL ~ Vr 
[rx?, | | wx | 
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切线 曲 语 的 第 二 基本 量 为 
工 =~j ol M =0, N=0 
因 了 工 N 一 好 = 所 以 曲线 p (3 的 切线 曲面 上 的 点 全 是 抛物 
点 。 
78， ( 解 》 
T= {Ft + 
T= {1, 0, 2x}, 7,= {0, 1, 3v:} 
Fn= 0, 0 2}), F,., = (0, 0, 00 
r= {0 0 69} 


= 1 


振 二 一 -一 -一 一 一 -一 一 一 一 一 2 一 3 | 
ww 4 十 号 天 十 二 "1) 


求 得 已 知 曲 加 的 第 二 基本 量 为 


LL= me- 2 M=0,N= er 
9 二 1 . ww” 二 儿 十 自 扫 十 二 
LIN_M=_ i2  . 
4 大 十 9 十 二 


由 于 对 任意 的 wo 4 + 9ot+1>0, 所 以 高 斯 曲率 K = -下 二 下 
与 * 的 符号 相同 ， 于 是 有 
当 > 持 LN -M0 是 椭圆 点 
当 :之 0 时 LN --M*<0 是 兹 曲 点 
当 y= 0 时 LN -Wi:=0 是 抛物 点 
?9. 《证明 ) 
r={asingcose, dsinwsinv, ccosxy 
TT, = (4COS#COSy, bcosnsiny 一 csinny 


,={—asinnsine, dsinncosv, 0 
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Sins 
R= 一 一 -一 pr {brsinecosy, drSinasihngyy apcost》 


ww EG-— 


Y= {~—asinncosv, — Psinasins, ~ ccoswy 
r,s = {—acosnsine, Scoswcoss, 0} 


r= {—asingcosyt, — isingsinr, 0} 


求 得 椭圆 面 的 第 二 基本 景 为 
L=7,n= i , M=7,R=0 
N=* n= sbean'w 
™ EG-F: 


TIN -At -= 2 Si 
sw ECG 一 下 


_ dbe sin:y 
hierS1n neo +t alr gain nats t+ ahicosy 


内 上 式 可 知 当 sine*e0 时 ， 高 斯 由 率 K -二 声 0 


sin#*0 的 点 是 梢 贺 曾 的 铬 贺 点 ， 面 sia#= 0 的 点 怡 是 精 辆 面 
与 % 轴 的 交点， 于 是 由 于 坐标 系 的 选取 使 得 在 sin#=0 的 点 
本 圆 面 的 高 斯 曲率 天 =0。 实 际 寺 棋 图 面 上 的 所 有 反 都 是 狼 贺 
80，、《 解 ) 把 已 知 项 面 的 方程 化 成 向 量 方程 ， 并 求 其 第 二 

基本 其 ， 

= 

T= {0, 2x, 1), YF, ={3, 0, 17 

Fa = (0, 2, 0}, Y=0, T= (br, 0, 0} 
求 得 已 知 曲面 的 第 二 基本 量 为 
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= M0, N= -一作 
EO-F BO- 
各所 pt#， 四 是 其 面 的 抛物 点 ， 则 
2 
LN- Me= pe p=0 


即 #= 0 或 s=0, 于 古 所 求 曲面 的 拍 物 点 为 
Fo, 0 v}, Y= {0, wi 
分 别 为 wxx 平 面 与 oz 平面 的 立方 抛物 线 与 抛物 线 。 
81。_( 解 ) 设 点 (0，a%)》 是 曲面 ? (#，?) 的 平 点 ;点 9 (4 
二 页， 十 如 位 是 直上 点 部 域 的 任 一 点 ， 则 ， 


FH = 二 
1 3 +2 4 站 
+ + Ocan:+ ddr)” 


略 赤 三 阶 以 上 高 内 无 穷 小 ， 得 
TOT A Pot Ad) Fk) = 47+ 守 dr 十 dr 


设 5 (dx，do) 为 点 8 至 点 p 的 切 平面 的 距离， 
Moar, dv = Cr Rt A Ftd) — (Wt) 逢 


| 


po 
PF 站 
Fr 


81 题 解答 (1 


830 


一 一 一 一 一 一 -- -= 一 -rr 


__ ， 1 了 1 ya 
=adr:H 十 万 n 十 下 4 


因 de 所 以 dy 二 0 点 Pp 是 曲面 fw， 2p) 的 平 点 (= 前 
= 站 所 以 9:= 久 即 dr 0， 
Sdg, dv) = rn 
= BEEFuoatda 十 3Y 这 CR2G3 roedrdr nn 
+ Wr A 0) 
= FECAd 十 Bax'dr + Cdndv t Dav) 
其 申 4 一 Tut, B 一 号 wy 再 ， C 一 drit, D= Trt 


从 而 Stax,，dr) 基 关 于 - 继 的 三 次 方程 


4 条 ) + (和 全) 


由 代数 基本 定理 知 此 方程 侍 少 有 一 个 实 根 . 


8 题解 党 (3) 
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81 题解 党 (3) 


81 题 解答 (4 ) 


仆 咎 此 三 次 方程 有 三 个 不 同 的 实 根 ， 曲 面 了 (zy， 昌 在 平 点 加 让 
着 这 三 个 方向 与 平面 x 相 切 ， 且 这 三 个 方向 把 曲面 在 点 /分 成 
六 个 区 域 ， 依 次 在 这 六 个 区 域内 (gs，go) 的 值 正 负 相 间 。 
戎 此 三 次 方程 有 两 个 ， 或 一 个 实 根 ， 则 曲面 7 tw， 四 在 平 
点 p 港 着 两 个 ， 或 一 个 方向 与 平面 * 相 切 ， 于 是 可 知 曲面 ?fw， 
小 在 其 平 护 邻 域 的 状态 由 三 次 方程 9Cd#， 届 ) 决 定 、 
82、， (人 和解) (参考 上 上 题 ) 
= we + vet (#8) 
,= 3+ ,= C+ ve, 
Yun= BE + 12w 8 Fy = 0 Y= re, 


532 


win 


一 一 -一 -一 


AS 和 十 483)2 十 9 坟 十 十 


一 【3 # 十 二 3) — Br Petes 


二 0， "= 人 0 秆 Pia Yr = ,= ,A L= AM= N=0 所 
以 点 &=0 =0 是 已 知 闻 面 的 平 点 . 


Fny 三 三 (6 十 24#)2,, Tune = 0 六 yy = 0， Tpp = 6e, 


Gan dr) = 证 Croand + SP dad + Br, Ad dv 


+ Td] 
= 5 (BC) A + BBB ) dA 
= d+ dv 
= (A#+ dr dn 一 duadv 十 Ary 
因为 对 性 意 的 d#:dz， 二 次 齐 次 式 dw -dV 十 4d 是 正定 
的 ， 所 以 由 6(dn， dv) = 0 知 存在 且 只 存在 一 个 方向 dx+ dy 
=0 即 dzidp=l:-j 沿 此 方 南 已 知 晶 面 在 点 4= 0,z= 0 与 曲 
画 在 此 点 的 切 平面 相 切 
83。 ( 解 ) 由 曲面 的 方程 ?= cocosg)e + 六 (有 singe， 
二 ze: 求 得 向 而 的 第 二 基本 量 为 


L- -一 ,MON=- + 
dtr te 
由 于 f(D 守 0,， 且 已 知 曲 面 的 每 一 点 都 是 抛物 点 ， 所 以 
2 A 
LN~M:= re =0 


即 fy = 0, 六 (的 = 二 4 或 FF 一 ct +er lqy es Cy 为 常数 ) * 
当 DD) = a 持 划 面 ?= (fcosO)e tr(f 0) sind) e+ ie, 
为 柱 面 当 f(D) =amtt+e: 里， 已 知 沿 面 为 锥 面 ， 


84， ( 解 ) 以 x，y》 为 参数 掺 曲面 “全 


向 量 方 程 并 求 其 第 一 与 第 二 基本 量 ， 


FT=1 XX, Fy (这 


)) 
+.= {1 0, a -过 )j 


?yy = /0, 0, 30 
人 


求 得 已 知 曲面 的 第 一 与 第 二 基本 量 为 


a 
El+ el) F= TE J) (x 2 


x 


G=1+ (人 ， EG-F:=1 


a rx yx) 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
XY 


L=24 (EG-F: ) ! -~， 


由 
= 


M=a(v EG-F )~: (- -下 ) 


N=2 salv EG-F ) ~! 


3 


由 曲面 渐 近 曲线 章 微 分 方程 
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一 ~- PT 


Ldn + SMadwxdv + Ndr= 0 


得 VEG-F)! (dx- 六 9 Gydx ~ xdy) =0 


解 得 -六 -一 -二 与 革 - 


为 所 求 交 而 = [< 【之 -+ 区 )} 的 浙 近 星 线 的 参数 


关系 式 。 
85，《〈 解 ) 以 x、7 为 参数 将 曲面 “= wy 写成 向 量 方程 
?= x， 2 并 求 其 第 一 与 第 二 基本 量 为 
王 = 十 F=2xy, G=1+dxy 


L=0, M=3(/EG- Ply, N= 3/ EG PF) x 
BEG- Fi=1+ wy +y 


于 是 Lan+2Mdxdy + Nay =4 (VEG-F: )") 
( dy + 可 xd 六 
= (VEG-F)-iady(dydx + 2xdy) =0 


邮 dy=0, 或 td 积分 得 y= ,或 #3=e 


参数 平面 的 曲线 y=c 或 x= :在 曲面 ?={x， xy:} 上 
的 象 为 所 求 的 渐 近 曲 绥 ， 
86，《〈 解 ) 以 x、y 为 参数 将 曲面 x = x +y 号 成 间 量 方程 
并 求 其 第 一 与 第 二 基本 晤 ， 
re{x, 7 x +y} 
(1, 0 Iw}, Fy ={0, 1 2) 
Tr = (0, 0, 6x}, Fy 0 Fy = 40, 0, 2} 
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书 郑 临 面 的 第 一 与 第 二 基本 量 为 
E=1+ Ox', F=6xy, G=1+4dy 
EG— F:=1+ 9x+ dy’, L= Ox 


2 


M=0 让 上 =- ”上 
Vv 十 gx +dy 


vl+tox tdy 


出 = Cc 二 声 = 0, 求 得 该 曲面 抛物 点 的 轨迹 为 *= 0。 


由 渐 近 线 的 微分 方程 Ld + 2Mdwdv + Ndyv: = 0 得 


dx -一 一- 
A 1+dy + 9x’ 1+dy +gx 
即 3xdx*+dy:=0 
积分 得 海 近 曲线 族 为 


= +t 十 如 


dy = 人 0 


从 而 可 知 渐 近 曲线 的 尖 点 在 骨 面 的 抛物 点 的 轨迹 x = 0 上 
37。 (和解 ) 求 得 已 知 直 纹 曲 而 ?={ 如 《x+4)， 


了 (一 中 ， 主 o| 的 第 一 与 第 二 基本 量 为 
百 = Lier 十 吾 十 的 ， = 二 (二 下 二 2) 


= L(g 十 上 十 大 


让 = 


1 


ww 二 


tox), a(—# 人 +) — 2ad) 


Vto) ta yt) dad , 
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L=N=0 


一 一--- 


出 曲面 渐 近 曲线 的 微分 方程 得 


tt + 


从 面 得 d#=0, 或 dr=0 
对 上 两 式 积 分 知 #* 曲 线 或 t 曲 线 是 曲面 的 渐 近 曲线 ， 故 曲面 的 
渐 近 曲线 是 坐标 曲线 . 

88， 证明) 恨 和 定 曲 面 ”taz， 作 的 坐标 曲线 是 渐 近 曲线 ， 
则 # 曲 线 是 浙 近 曲线 ， 由 于 对 于 # 曲 线 : dx 所 0，dv = 0 于 是 由 渐 


近 曲 线 的 定义 
Lax + Mdndr + Nadv: = Ld# =0 
得 L=0 
”曲线 是 曲面 r(x，s) 的 渐 近 曲线 ， 由 于 对 于 "曲线 dx = 
0，dv 夺 0, 于 是 
Ldx + 2Madnxdr t+ Ndt = Nav’=0 
得 N=0 
有 反之， 车 对 于 巾 面 r+(*，v) 的 第 二 基本 量 有 工 = N= 0, 则 
出 则 面 的 渐 近 曲线 的 微分 方程 
Ldn s+ 2Madwdv + Nadv=0 
得 Mdwav= 0 
因 计 夺 0，( 消 则 曲面 共有 限于 平面 ) 商 以 得 
dx# 二 站 或 dt = 人 0 


对 上 式 积 分 可 知 曲面 Y(z， 妇 的 坐标 曲线 为 渐 近 曲线 ， 
89， (证明) 若 简单 曲面 Ya， 妇 的 所 有 方向 都 是 新 近 方 
向 ， 则 对 任意 的 dx dz: 
p= — drdn=0 
因 +(x， 小 是 简单 曲面 片 ， 所 以 df? 半 0。 于 大 ， 
dn=0  (%w 是 常 向 基 } 
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A HP 


出 [| 

对 # 和 积分 得 。 Rn?Y =f(r) 

再 由 ?n= 0, 关于 参 变 数 "微分 rr = fr) ，Rr,=f' (人 因 
?| fr 得 


fC) =0 
即 70) = 《是 积分 常数 ) 
于 是 He 


这 是 平面 的 向 基 方 程 。 于 是 简单 曲面 ?TC(%w， 少 是 平面 . 
90、。 { 解 ) 以 x、y 为 参数 将 曲面 x ysinx 写成 向 量 方 

程 ， 并 求 其 第 一 与 第 二 基本 量 ， 

T= {4%X, yy ysinx} 

T= (1, 0, ycosx}, Fy = {0, 1, sinx} 

f= 0 0, 一 ?SILX Try= 40,0, COSx}, Tyru=0 
求 得 已 知 曲面 的 第 一 与 第 二 基本 恒 为 

E=1+ycosx, PF=ycosxsinx, G=1+snw 


LG- =1+ycos w+ Sinw, 


7 - — ySinx 
1+ ycosix 十 3 位 你 
二 COSw N= 0 
/1+ ycosw tsinix 
所 求 浙 近 曲线 的 微分 方程 为 


{ — sinx) dxt + 2cosxdxady=0 


解 得 ”dx =0 或 tgxdx- =0 


积分 得 昌 面 %= ysinx 上 两 族 渐 近 划 线 为 
x 与 ycosx=r (其 中 9 为 可 变 常 数 , rc 是 积 分 常数 ) 
931。 ( 解 ) 由 旋转 曲面 的 方程 站 = {icosyp,， tsing， lntY 
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求 得 第 一 与 第 二 基本 虽 为 


E=1’, F=0, G= 1+t 


L=  —: , M=0 N= .1 .... 
ww 十 下 tv 二 十 下 


由 渐 近 上 洁 线 的 徽 分 方程 工 4 有 +3MazsdyTNeo = 


得 (~idp* -liar) pr 


即 dy + dt = 0, dg -dt =0 


积分 得 t=eer 与 f= cee? 
为 旋转 曲面 的 渐 近 曲线 族 ， 
92， ( 解 〉 因为 # 曲线 为 
P= ec, ft +e} 
曲线 为 f={e， w(te) ,grt+e)} 
显然 * 曲 线 与 * 曲 线 是 平面 亡 线 。 
由 yw=0 得 好 =0 
“所 以 坐标 曲线 构成 共 辊 网 ， 
93， ( 解 ) 以 x、) 为 参数 将 曲面 %= Ax:+ By: 写成 向 量 
方程 ， 并 求 其 第 二 基本 量 ， 
T= {x, 9, /Ax + By’} 
r= {1, 0, 2/Ax}, ?y= 10, 1, 2By} 
yy 二 
Tys Fs TF, 
由 ?w= 0 得 人 = -生生 二 一- 
所 以 掀 物 面 “= Ax: + By* 的 坐标 曲线 构成 花 思 网 . 


3934，《〈 解 ) 曲面 # =《〔cosz 和 二 《Sing 十 Si 分 人 十 《eOS 苞 起 ， 
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的 “曲线 为 
条 (和 区 )》 = (COSH Oe + (SiN# + Sing)e, + (COs) ee, 
+ 曲线 为 
Ti 1) = (COSH) B+ (Si + SIN) Cs + (CO Ee, 
显然 坐标 曲线 为 图 内 曲线 
灵 困 六 = 一 SB 和 二 【COS 的 要: 
Tur=0 
所 以 间 =0 
印 已 知 血 面 的 坐标 曲 绕 构 成 共 辆 网 ， 
95。 ( 解 ) 设 曲 而 r(x，s) 在 任意 一 点 2 的 一 对 兴 斩 方 
向 为 
pr, pAdw 十 Uw, vyav= 人 0 
-与 (LO~ 机 Pt 二 (MD NP)ar,=0 
设 Ri 与 R: 是 这 对 共 辊 方向 将 法 曲率 半径 ， 则 由 题 意 


Ri + Rs = ge + 天 一 
天 


关 区 


~ Edy + 2Fasadn + GAs . Edw + oFadwdr + Get 
Ldn +oMdsadn +t Nadv: CC Ldn + Md# dr + Nar: 


_ EQ:~2FPQO+GP: , E(MO- NP):-2F (MO NP) 
LO aMPO+NP: LMG- NP -eoMMO- NP) 


(LO— MPY + GLO— MP): 

(工人 二 型 十 人 (LO MP): 
_ (NE-2MF +1L6) (LQ0:- 2MPO. NP) 
(LN -Ly (LO:— 2MPO + NP’) 


_EN-2FM+LG 
LN-M 


2 万 
Kk 
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( 解 ) 设 曲 而 >(*， 艰 的 渐 近 曲线 的 微分 方程 为 


96， 
工 和 8 
得 渐 近 方 阿 为 
有 = 开放 N 
T 


由 题 设 ， 把 此 渐 近 方 呀 代入 正 交 条 件 方 程 
Bdsdw tt Fldwdy +t Grdry + GAdrdv=0 


__ AF+G 
得 d= ETE 


则 RE =_Lom+ Mondy + No 
= Exi+ Féndr + Oop: 


_ LOAF+G) -2M(OF+GI AE+ FF) + NOAB+F) 
EFG) -2EUF+G) AE+F) +GUAB+F)’ 


_ {~2FM+EN+GL) (AB DAF + Ct) 
{BG FD) (CAE + oAF 二) 


_EN-2FM+GL 

(EG — F’) 
= 2H 
97， (和 解 ) 由 曲面 ”= {fcosp，tsinwp, te") 求 其 第 一 与 第 二 
基本 量 并 代入 共 孝 条 件 方 程 ; 

T= {cogm, Sing, #'} 

r,={- tsing, tcosp, OD, Yr = (0, 0, 1} 

r= Singp, Cop 07, ,= 4— 1c0sp, ~ tsing, 0} 

求 得 E=1i+e, F=0, G=F 
-=-_ 9 ，M=0,N = 人 

V1l+te 1 +e 


i 
pi pt 


由 已 如 的 曲线 族 1 一 = ce 得 


6t -; 
咏 


站 
击 滤 辑 条 性 方程 
了 dm 
得 dz= ~ 一 一 
积分 得 了 =6e 


于 是 求 得 已 知 曲面 上 与 曲线 族 ~ =r 共 恩 的 曲线 族 为 1= 
ve" 
98，( 解 ) 由 已 知 曲线 族 的 微分 方程 Adx+Bds =0 得 
zwidpg= 一 了 :有 4, 代 入 曲线 的 共 力 条 件 方程 
Lawdxt+ Mdudv ti dvdr) + Ndvov= 0 
得 (LB- MADds+ CMB- NA)6r=0 
汶 曲 面 工 与 已 知 曲线 族 共 皂 的 磺 线 族 的 微分 方程 
99，( 解 ) 首先 求 曲 而 ?7 = (fccs 有 外 上 + (in 的 Be 上 《ln 及 名 
的 第 一 与 第 二 基本 量 : 
f= (CO Ee + (sin) e+ te, 
r= (— tsine t+ (teoshe, r= — 1°8, 
Fo= (— sind)e, 二 《cos ee 
ro = (tcos e+ (— tinf)e, 
求 得 已 知 曲面 的 第 一 与 第 二 基本 晤 为 
E=1i+tt*, F=0, GC=# 


三 = 0, N 一 
上 ALT 下 “1+f 
由 新 近 曲 线 的 徽 分 方程 
Ladf:+ 2Mdtdd + Na = 0 
得 a8 = + di 


6542 


一 -一 一 一 


—1d + d= 人 0 


对 上 面 丙 式 积分 得 
lIni=8+# 1 
—lnt=0+v 
#， 为 积分 常数 ， 就 x*、z 解 上 面 方 程 组 得 
- = ~， j= 
令 参 数 变换 为 
0: 四 
站 
网 以 xz，、?* 为 参数 的 曲面 方程 为 
r=e 一 (cos ?e+ (一 sin Lt)e, + (3)e. 


计算 得 工 = N= 0, 于 是 坐标 曲线 是 沸 近 线 ， 

100. {证明 ) 对 于 任意 的 简单 曲面 总 可 以 引入 参数 变换 ， 
使 曲面 的 渐 近 曲 缓 为 坐标 曲线 。 从 面 不 兴 一 般 性 ， 设 曲面 r(x， 
v) 的 坐标 曲线 为 渐 近 曲线 ， 面 坐标 曲线 为 渐 近 曲 组 的 充分 必 
要 条 件 为 上 = = 0， 于 大曲 面 r(xz， 的 高 斯 曲率 与 平均 曲 
率 为 


- MFM 
EG- PF?’ EG- PF: 
.KE MBG- FY) EG-F: 
HY © EGTF: FM 
EC 
一 Fi: 一 


曲面 的 渐 近 曲线 《坐标 曲线 ) 的 交角 为 
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二 
从 而 
CR _ EG ， 1 
和 Cosz0 l= gp 
又 因为 
_1 .1 
-kk. R, & 
Hi lili 1 1 

[二 (二 + 页 )] 

风 __L ， IT 
2tg R "RR, 
"la BE 

ZR R, 
40 BR, 
好 霹 训令 


若 % 为 定 角 ， 则 RtR, 必 为 定 值 ， 
101. 证明) 设 曲 面 Y(a， 人 在 卡 对 任意 的 方 同 4%:d9， 
都 有 唯一 的 一 个 共 老 方向 6#:6。， 则 由 共 轴 方 向 的 定义 有 
Ladwoxt+ Midsdrt Ordvy + Nadvov= 0 
即 (Las + MAdnont (Mdn+ Ndt) + r= 0 
上 面 方程 关于 6x:6v 有 了 唯一 的 ( 且 6+: 志 只 解 的 必要 讽 
分 条 件 是 其 系数 不 全 为 0， 即 
(Laxt Ma + (Madx + Ndy)} 0 
或 (Li + MOA t+ otLM+ MNY dude + CM + NO) dE 0 
而 此 方程 关于 任意 的 dx:do (e+ 和 "去 信 不 等 于 0 的 必要 充 
分 条 忻 是 其 判别 式 
(+ MD (M+ N9 - (LM+ MN)*>0 
Bad 


展开 上 式 得 (LN -MD 
即 LN -— MAS0 
于 是 点 是 曲面 fw， 四 的 桶 加 成 或 双 上 晶 点 。 

直击 充分 性 的 证 明道 过 来 不 难 证明 条 性 的 必 玛 性 . 

102，{ 证 明 ) 设 d=dxwe@ 二 dxsBy+ 4x 是 则 而 六 xl 
xz wx = 的 任意 切 问 量 ， 则 出 已 知 帕 面 方程 得 

= 

从 而 向 量 =fe +frzes+fa8 是 已 知 曲面 的 法 向 量 ， 其 单 
位 法 疝 量 为 


加 
“TGT 

a (GLO GG 
d= 
"GT TGT 


浴 上 曲面 的 切线 方 同 df= 4dxe 一 dx:8: 十 dx8 是 已 知 曲 而 的 


渐 近 方向 ， 则 | 
p= ~ drdh = 一 + 和 = 人 
| Fd d=0， 于 是 
得 dridG=0 | 
即 dx df + dxdf st dxdfrs=0 
己 知 曲 击 的 渐 近 方向 4dr 是 上 面 微分 方程 的 解 。 
出 前 面 方程 
fey Woy NW3) = we— AISI = 
得 f= Six fr = — KCOsXss fea=1 
df = ~ OsxAdxs dfye= ~ COSxsAdxl + x Sinw dy 
df =0 
由 微分 方程 “dad 十 dfvsdxs + df di= 9 得 


6 


dx — COSYdx + wsSinx dws) = 人 0 


即 dx, 二 站 
或 — 2COSmwd x + (x SINX) dx = 们 
求 得 两 族 渐 近 线 为 x 二 下 

Xi 一 

x = tsine 


XX 二 让 Sec Sin# ， 


103。，( 解 ) t. 

(1) arxtw’ (2) AYB;, 

(3) AeB®, (4) gg 

{5B (C6) wtrxt, 

(7) a$= El (8) 9 QR dm 


(9) ds = Bi Xt ts 


104，。《【《 解 ) 


【 1 ) A 一 itxt= EF 十 daly 中 


点 三 


( 2 ) A = AsaA™ 


了 一 | 

“ 

(3 2 Brr = it 
_ ax! Ox 
Bagr DR 
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Xr OX! 


Bxm 有 


(10) gx 


十 in 


= AnAr+ AA t+ der 


站 


J 二 | 上 =} 
Bx: ox Ox ox 
1 BR DR bu DR OK’ 


dx! ox: dx dx dr! x: 
Ee 站 ， 
”站 8 8 


dx! ox! Ox dx Ox! Oy’ 
二 -了 十 所 ,。- --- 
B01 Bar DR’ Bl ag der | Bn sr Or’ 


3 A 9 7 1 9 2 
《403 (V&A) Fr (C&A) + av -4 


a — 
+ a CE A)) 


(5) 4i#BAeCT= A BPC, + A BC, + 42BeoC + ARBarC, 


(00% Ox -35 Dx’ | Oi Ox’ ,Ri 9x” 
Oxt x” Ox Bx” dx: OX” Dr Dx"! 


CP) at 
dp! 十 人 十 2 十 va 十 Fan 一 上 
A 十 2 + dwx! + “1 十 yn = $, 
i 


Ha + an nN + nx = 


105、《【 解 ) 
(1 因为 三 Te 
把 高 斯 公式 ?= 了 7。+Himn 代入 上 式 得 
Dar= ?arr= (ar t HH) rk 
= Ti (Te TA) 
= 
= 有 “ii tor 二 人 = Eke) 
(2) 由 gis8""=6i; 并 由 (1》 的 结果 得 ， . 
有 有 二 和 
= 了 
以 指标 e 代 8 得 Ter=eroe 
B47 


(3) 由 55=2Ti 对 参数 不 微分 得 


9 
Th 


Ont 
= + TT 
= Ttit sks 
(4) 由 (3) 乓 
Cf 
-3 = Tint Tha 


dO 
-直人 =Tiw + Du 


由 于 j= Tk 于 是 


Tw 


一 G8ie_ EE .084 站 dBi l 
在 二 点 让 _ 
‘ 5 了 计 昌 Tas = 8 (5 DT Dai Dr? ) 


106 ，( 解 》 


22 
(C1) gog gg + Bag = Eu — 和 3 - - 


Bi = 818 + Bg = ~ Bu 十 号 3 人 | 


sg = Bnd + Beg = 5 一 Bez oe 一 自 


‘Bas 


-C—O 一 HH 


Bil': = Rul + Brg = — ga + Ban -1 


因此 


(2) 08 = idet (1 人 
* Bi 上 


二 Br CEnbe — {£12) 


_ 各 of Ag 
= B12: + li -28 本 人 


_ 1 OE .p22 2 » + dg | 
-sls Bx 4 TB ow 


一 了 和 本 RE Cis 十 二 0 


= 二 
= 2 
(3) 因 8= det (34 84+) GGi, 力 是 85 的 代数 余子 
E21 Bi 
式 ， 所 以 由 行列 式 的 拉 普 拉 斯 (Laplace) 展开 式 得 
8= BixG (js 上 (这 里 韦 是 总 和 指标 》 
由 于 GG ,8 》 是 Ex 的 代数 余子 式 ， 从 而 G ( 信 局 不 含 8 项 。 
于 是 


ag _ 98 Og Cr er 
Oa™ Rj On Vs) de 


df 


= 88" 3 = ggir CT ime + Len) 


O#™ 
= giin + ijm) 
= 2 87 
从 而 
Bi Ba Ti Tne dv 
107，《 解 ) 


Ox’ dx” 
(1) EB gir = BR BRE Br4 


得 
Ogir _ Dx? Dx dgre Ox | dx" Di 
DBxzm DR DR Dx OXm Or! Or"oxt ra 
2 冯 本 
全 (1) 


吓 es 
ET DR 


对 上 式 指标 ji, 上 &， 坟 与 bp, §; r+ 笑 环 轮换 得 


Oim _ Dx Dx Ogsr Dx” | Ox’ dcr 
ET TT DoP 间 训 站 芝 站 交 间 天 人 人 


站 Ox! 


OEni Ox’ Ox? gp OX” Ox Ow! 
Dt pe Peri 站 部 了 Dxd dxt TE PETEED Rr 
TaF pp 
a (3 ) 


DORIORm Bri kr 


经 运算 了 C5(2)+《3)]-(1) 得 


a Bx’ Ax? Dx" De Ox 
- 州 = 2 一 - — r 二 一 2 
tm BR QR aR Pe + RiRR 


C2) 南 中 


Dg 一 Epog = 0 
并 用 等 式 g""= O02 33" gn 委 (1) 式 
大 ，- Ax? wx DBxr 加 dw? Ox” 5 
0 
Ox? dx Bx" DR' ON” 
并 tt on I i" 
得 1 了 了 km PE Dt FE “Ax A 点 pr 
Ox? dx OR” OX” gg 
DRIDKRt Di" Ax Dx Pe 
OW Bx OR 0 dx Ox" 
Dxi Oxt Ax' * ORIDXt Dt 
即 Fa,, = Gx? Ox Ox" Ox?” Di" 
it 
3)》 轩 ( 2)》 式 知 
Fa Dx” dx dx dx? OR? 
! DBR: DKt dx | ORiDRE dx? 
以 > 一 乘 上 式 得 
Ox DBxpP Dx? Ow? 
nm = _ NN 9 
7 Ox AR! Qnt Tp OxiDR* 和 
Dx” a4 Dx™ 
二 一 一 一 一 ”| 十 一 一 
PE EE 改天 
en a dx™ Ox? Dx 
移 项 得 ET = 7 本 站 将 站 元 四 总 去 F1 
108 。( 解 ) 


由 公式 ijx = (gat gate Bits) 


得 "i= 一 TE (Fir 1 十 点 由， "1 一 BL 1} + 8g t 21 — £12) 


= Eb + ge — £2) 


| ge - (2 821 


Eg S11'l — Ell29 


= CBB 一 可 


_ GE, -21F, + FE, 
EG FD) 


= 二 (Bit Bi Bi + (gs. t ga ~ B20 


三 到 San 十 8 2g 一 Bilea) 


到 一 


1 gl: 


1 十 五 -人 (2841.1 — £2) 


= 让 一 中 :ia Tt gi (2E1 — B12) 


sBEF, ~ EB,- FE, 


BEG- FY) 
GE,- FE, pm 2GF,.- G0,.~ FO, 
类 似 本 得 人 "= BG FD 人 2(EC -1 
rm _ EG,~2PFF,+FG, 1 -- 2 _ Ec. -Fb, 
2EG-F) "2(EG-F) 


麻 斯 公式 为 


Tn 一 it + 了。 二 Lr 


GE,— 2FF,+FE,. SEF,— EE,— FE 


"EE mt BG Fy Tt 
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一 一 一 一 


To 一 了 十 六 十 Mn 
_ FG,- Feo, FG,.— PE, 
BG- PY)! 3(EG-— Fy Tt 
Fo = Tr ,+ Nn 
GP.—- Go ro, EG, ~ 2FF,+ FG 


3{EG— FPF) ‘Tut SEG — FF’) +t Ne 
109。 :和解 ) 
由 公式 Hx= 8'iHi 得 
下 = 名 HH 一 5 二 
= Hi 一 让 H, 
GL- MF 
EG—F: 
Hea= giHa= gH + 8 Hu 
= S12 Hi + He 
上 
EM-FL 
~ EG-F: 
| GM- FN 
Hu ECF 
Hi:,,= EiHi, = gH + gH,, 
__& Bu EN-TM 
= Hatm He Be-F 
把 所 求 结 果 代 入 万 加 腾 公 式 
Mi= ~ Hiri = — EHrr; 
得 
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关 , 三 -Hi ur — Hi.r,= MF -GL 
,三 -Hn Hf, = HN 


FL-EM 


EG- Fi "EGP: 


FM - EN 


下 


119。( 解 ) 首先 求 旋转 曲面 欧 第 一 与 第 二 基本 基 . 


T= (HcOsH) e+ (ysind) e, + g(x#)e, 
,= (CDS 用 BT (sind) e+ (C8) e, 
Ts = (~ RSingd)e, + (x#cosh)e, 


i 


共 二 一 {cosder sinde,— e,) 


w+ 
to = BT = CC— Sin e+ (cosd) ee Tos = 
nsiitde, 


求 得 旋转 曲面 的 第 一 与 第 二 基本 量 为 
E=1ta", F=0, G=# 


ita lte 
计算 得 缉 利 斯 多 夫 符 号 为 
Te TT 
17 T=0, Hi = H'.,=0, 
Hi 8 HH 
(1+ 2' 8 gw 十 加 


于 是 旋转 曲 弄 的 高 斯 方程 与 万 加 膝 方 程 为 


FF, 一 ir, + Tet Ln 


| or Tr 
一 _ 8 2 十 8 _n 
1+£ AT 二 


1 
二 此 2， 
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一 #eosDe， 一 


= 一 -- 


Pen 一 一 


Yo= 7 Tt are + Mn 


= > 7,= (— Sind) e+ (Cost)e, 


TB T+ Be ~ 
= (#00050e, 一 (nsind) e, 
7, = —_H'i,r,.— Hrs 
-_ -8 7 ,=-—2 (cosge,+ sinde, + £ 83) 
GET (二 
ns= 一 一 玫 Ye = i 
 & (singe, ~ cosey 
vw/ 1+£’ 
141，( 解 ) 首先 求 则 面 ? = wet+ ve:+f (*， 攻 名 的 第 一 与 
第 二 基本 重 : 


r=, +f .6; = et pe YT,= © + = BE, 1 fe 
F=f res = ses r= ne = te 了， = te 
Barr =1+PP， Fari,=p G=T =1+g 
:2 PP, 
EG-Fi=1+p+¢ = 2£) n= 并 Un 
| 站 站， | 


一 (pe + qe: ~ Bs) 


v8 
L =, = =, M=r,= _， 一下， 说 -了 工 
v& v8 8 
于 是 E,= 2pr, EB, 2b:, Pe= ps + F,= pit+as 
G24 Cp = 20t 
56568 


= CE SES TEE, pr 
【1 (EG — PF’) 8 . 


a! _ GE,— PG, __Ps 
*” 2(EG-FY)  &g 


1 ,20CP,~- Go Fo, A 
DE FS 。 类 伺 计 算 可 得 


i 
fu= = -人 » {= 5 
Hi, ,= 979 7) H',s = (p49 
vw E vw & 
1 和 
Hi CPI WD 
v8 和 A 


把 以 上 计算 结果 代入 高 斯 与 万 加 肤 方 程 得 
ST n= Prr, grr 十 ret [i 
EY = PITY, + iF 十 sain 


LP = pr dtr tta EH 


sin, = (py re r+ Cpe 一 sp — 7, 


in = ify 一 so 一 FP, + Cpy 一 ip’ -A 


112. (证 明 ) 由 万 坊 腾 公式 
皇 % 二 一 Hi,rY., 
得 着 。 答 = CC— Hiltr,— Hi (— Hr, — Hi:.,Y,) 


_ (MF-LO:E, 2(MF~ LG) (LF ~- ME)E 


OO PP 


(EG — PY’ (EG — PY: 


{LF ~- ME):G 
EEG- FF): 
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_《-21LMRF+LIG+ 瑟 MD (EG F’) 
(EG ~ Fi)! 


_ 《EN - 2MF + LO)L-— (LN — Mi}E 
EG-—F: 
= 2HL = KE 
奖 似 可 得 
再, 入 ,二 《一 再 :ye ~ HiY,) (- HI, ~ H?.s,) 
_ (EN -SMF+ LGOM~- (LN M)F 
研一 天 
=2HM—KFE 
nN = CH Hr ) H's, — Hi,Y,) 
_ {EN ~ 2MF+ LON- (LN- MI)G 
EG- FF’ 
=~2HN-KG 
于 是 
Fy= ANd Ch d+ Pd) nd + ndr) 
= RdR + DMN dwdr + mW dv 
= (HL— KEYdw: + 99H M — KFY dravr 
+ (2HN ~ KGYadv: 
= 2H (Ldn’+ 2Madndv + Ndr) - KBEas: 
+ 2Fdwdv + Gar) 
= 2Hgs — Ky 
即 gr~" 2Hg: +t Kg,=0 
113。 【证 明 ， 


ee . CFT.) 


L=, N=7,.— + +- 
rxr,| jr 


B57 


PT 
讨 = TR= Pt,, < 一 一 二 _ (Pug TT, 六 
| XT, | 
和 Tr 
N= ?7,1 = 7,, 9 (Tuy Tn 第) 
| rr, XY, | re xr, | 


| T,Xr, = Cr XY) CF XY = CP) (CF, TF,) 
~ Pr ) := EG-F 


KK LN-M: (Pins Tas Fp) (Tygs Tes Te) 一 《Per TO 


一 一 


于 基 证 得 
KiEG 一 王 人 一 {Fwy Fy r,) (Fs 各 r,) ™ (Tp Ty [a 
114，( 证 明 ) 由 上 题 可 知 


K{EG 一 上 ) = Yeo FF) (Ts Ty ,~— (Tu Ty r,) 7 


和 Li Try i YT, FY ,Vy 
=detlir oor, Yr, Yr, |-det Yrs Ter Tr, 


Yau Li Fo, yy Li 人 


Poor FF 各 Gu 五 Ge) ret BE, TG 
=det | 本 BE。 E F | -det vyE, E F : 
生生 F & | FG F 6 

= (Tau yy Ta) (EG — FO) + 
[9 F-46446, z 1 二 下， 到 | 
+det 六 五 。 E F det 十 E, E F | 
FE F G&G | 去 G。 F G&G ' 
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= (Fs -Ee 了 Gu) (EG—F)+ 
‘0 RE 去 cc 119 本 BE 二 6 
+ det 到 也。 E F | -aet 二 E F | 
F,-1E,F c | 1GF 6 | 
2 站 
115。 (证 朋 ) 
1) Ruik= 加 om 下 < 有 
出 已 知 Rx = 8 Rgsjt 
得 omBR ir = Sam Bok = Om Rgiit 
= Rijn 
即 Ruiit = BomBrsix, 
2) Rir= HiaH? ,~ HH?.r 
由 已 知 ”Rijt = HitHim -Hil tm 
RR = gE Rai 
得 Ri,st= 8 Rasit= 8 (Harlis™ LislT ro) 
= HuH".; -HisH? .mn 
3) Rinit= — Rost Riri= — Raiik 
Rew = 于 人 和 一 
= — (HHi— Hrl;;) 
= — (HoH - HoH) 
= — (HixHjn ~ Halim) 
一 Ri 
类 似 可 得 
Raiti = HiHis ~ HirlHy 
= ~ (HilHia ~ HalHim) 
B69 


= — Riit 
C4) Ramit= Riin=O 
Rumit = HHinm ~ HsH rm 
= HotHin — HinHyy 
= HaarH;n 一 也 os 
= 用 
类 似 可 得 
Raixt = HiraHii— HirHir= 0 
从 本 题 结果 可 以 看 出 ， 黎 曼 曲 率 第 一 符 屿 Rai 的 前 两 个 
指标 ， 或 后 两 个 指标 相同 ， 则 
Ramit = Ristt= 0 
于 是 不 为 0 的 黎 野 曲率 第 一 符号 为 
Rn Ra Ri Rus， 《指标 只 取 值 1，2) 并 且 容 易 
计算 
及 = 及 = 五 ,五 | 一 万 万 ,= 工 N 一 时 
及 = 二 万: 一 万 := 一 (人 一 间 2 


(5》Gauss 曲 率 及 = Rs = Re (g= EG—F’) 


x LN-MM _ Hy,Hi ~ HelH,, _ HiH,:— Hl: 


a 


~ EG-F: EG-F: ~ EG-F’ 
一 Rs 二 有 :zi 
£ 过 


116. “证 明志 
Rin= "Rn (参考 115 题 ) 
得 是 
= 8 Rust Ron 
= 8* Ron 
B66 


= a (H,; H's 一 HiH;,) 


= -eH H.,— H,,H,,) 


MLN soLN-M:_ 
EGR 


类 局 本 得 
31 = 一 正大， Ra = FR, R',, = 一 下 天 
R',,; = Gk, 及 一 一 GK, R’,, = EK 


Ra := - EK 

于 是 证 得 | 
R'is= Rn= ~ Ria= — Rs= FK 
Riss= — Ron = GR, Ris = -Ris = EK, 


11?7，( 证 明 〉 因为 幅面 7(# 站 对 其 参数 三 阶 连续 可 微 ， 所 
以 0。 于 是 由 高 斯 公式 与 万 加 腾 公 式 
Fi= 7 + Hn 
m= ~ Hi 
得 r= (Dr= CT et Hn 
= {er tt CH DR + Himes 
= CT ar tT iret Ham) + Ci) nt 


+Hiot— He.ar,) 
= Dt ToT — HoH AT,t Ci "Ho 
+t (Hn 
关羽 得 
条 一 下 《十 全 一 再 有 .t,t Cl rl 
+ (HA en 
于 是 


PT CO rtd ede 
— HH + HH Yr + Cir H's 
+ (HD ee~ i Hi- (HNN=0 
由 于 7? 、?:、 和 L 是 线性 无 关 向 量 ， 所 以 上 式 成 并 当 且 仪 当 
Ce- CO at dd nit ~ HH 
+ HH",;=0 (a) 
LosHort Crd ttlsy— (Hi;=0 Cb) 
由 于 等 式 (b) 交 换 自 由 指标 j 和 上 时 只 改变 符 续 ， 所 以 等 式 
(b) 的 所 有 指标 取 遍 1，2 时 只 等 价 于 下 面 两 个 等 式 
I Har (He -1 "Ha (HA =0 
te Hy + CH — dd “de ~ {Ho)=0 
即 
(Ho (HD = 1 "HH,,- 1 "nH: 
(HD ~ CHa) = “Ho -1 "Hy 
展开 得 Codazzi 方程 汶 
LL -M,= Lt MO - 7 -NY 
M,N = ,+ M1 ~ Ni, 
由 等 式 R?it= it 了 5 ,4 得 (2) 式 为 
Roan CO Dat Sid 
由 获 蛇 曲率 第 一 与 第 二 符 导 的 关系 式 〈 参 考 T15 题 ) 


县 pi 这 到 BorRriit 
得 Rst = 区 or 及 ii 
一 有 
— 本 


由 有 si 指标 的 对 称 性 与 反对 称 性 即 ， 
Bit 一 月; xi Rijt 一 — Rjpit 
知 上 式 当 所 有 自由 指标 取 遍 i，2 时 ， 只 综 价 于 下 曾 一 个 方程 
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Ri = Eatd ra) ~ ald mt gud Had i bad td 
展开 得 
Ri = RCO sa) aati ad + 
一 二 CC 
十 二 
即 得 Gauss 方程 为 
工 六 MI= EC 2) — itd sd nt dl 
一 并 
十 了 wt {et a), 
118. ( 解 ) 肯 先 计算 高 斯 与 万 加 联 会 式 系 煞 ， 


_ CE -2PF,+FB,_o, 六 -GE -FG, _) 


TY = TE 
! 2{EG -FF’) PEG ~ Fi) 
Pr 2 2GF. -GGu.~ Fo, .0 
oFEGFY Uo? 
,2EF,— EE,— FE， 
Iu=- ei = 
时 Fo- FE, _ ae _ EG,— 2FF,+ PEG, 
fn gio- Yn oO-By 


GL- PM 
Hu=e Ht+g Hs =- -1 


Hmg at Pa Bayer!1 


EM— FL 


583 


奇 方程 ， 于 是 所 求 曲 面 存在 ， 并 且 其 高 斯 与 万 加 腾 公 式 为 


r= Tt r+ Ln= -1 (1) 

?= ti rt MR=0 (2) 

r= ot r+ Nn=0 《3 ) 

并 ,= 一 再 :iT 一 再 2 一 了 {4) 

,= —H'i.r, 一 再 :iT = 一 个。 {5) 
由 方程 {1) 与 4) 得 

sex t+ Ts= 0 


积分 得 =)S1nk+ eC) COS# + Ee (C9) 
于 是 r, = 电信 ODS 名 — eB (1) 31n# 

Fo = COSH— Cp) sing 
根据 上 式 与 方程 《2) 知 

el {Cos# — ely) sinx =0 
即 eC0) = ea(y) ts 
由 于 ea (人 与 &:(o) 只 是 独立 参数 ”的 向 量 函 数 ， 所 以 上 式 成 
立 当 县 仅 当 (四 与 8 人 9) 是 0 ， 从 而 

F =e,Sin# +ecCosn + ee Cy) 
由 此 得 ?= eT = 60) 
由 7 =e" (2) 与 方程 (4》 基 

F,.=€ (0) =0 
于 是 ee@=&+br {其 中 a、 为 常 回 晤 ) 
求 得 以 B=G=1 =0 工 = -1, 放 = N=0 为 第 一 与 第 汪 基 
本 基 的 曲面 方程 为 

FT (RDY = eSing + ecosgt+ CF 1 br), 

ti19，《〈 解 )》 根据 曲 而 论 基 本 定理 ， 首 多 验证 沂 给 曲面 的 第 
一 与 第 二 基本 量 是 举 满 足 高 斯 与 柯达 涤 方 方程 ， 为 此 首先 计算 
克利 斯 多 去 符号 为 
$4 


——— 


= 
了 =1， 有 .= 三.=0 有 
容易 验证 已 知 遇 而 的 第 一 与 第 二 基本 量 满足 高 斯 与 何 达 奇 方程 
LN—-M= ELC -OF td, 
一 一 二 
二 
Lo~—~M=LI tt MT) -NI 
M—N = + MO -To) ~- NT, 
于 是 所 求 曲面 存在 。 江 且 高 斯 与 万 加 滕 公式 为 
rio= Tt + LR=R C1 
Yoo= tr + Mn= (ctpga)r, (2) 


T= Tir tT, + NR= — SiNnwcos#r, + Sinxn 


(3) 
R= 一 有 一 再 = 人 《4 
了 = 一 页 :Pr 一 万 :一 他 (5) 
由 方程 (1) 与 《4) 得 
六 = 一 了 


积分 得 7= asing+vcosg+c() (其 中 4，b, 6 是 关 
于 独立 参数 ”的 问 量 函数 ) 由 此 求 得 
= cosn— BO) sing 
,= (0 sin#T+ Dr Coss + eCr) 
r= 4 (cos#— b(n) sinw 
由 所 求 结 困 与 方程 (2) 得 
r= Cctpew) rr, 
即 b's) = -0 0) conn 
由 于 有 (et 只 是 参数 ”的 函数， 所 以 上 式 成 立 只 有 号 (1) 


=0 (0) =0 


S08 


re a A pe 


于 是 0) 与 c(v) 是 常 向 量 ， 所 以 
T= sinn 十 和 CDS8 十 起 
这 时 r= A Sing + dcosn 
,= Q" (1) Sin# 
t= — sin — Deosg 
T= 0 1) Sng 
由 方程 (1} 与 (3) 得 
a = -站 人) 
积分 得 &() = deosv + esiny (4d、e 是 常 向 量 ) 于 是 所 求 
曲面 的 方程 为 
Ta 9) =dcosvsin#s + esinvsing + Ocos# + ©, 
120.《〈 解 ) 
由 万 加 滕 公式 ， ?x= -Hi,x?， 得 
N= ~ Hiur;= -Hi ~ H’,r, 
Nn:= -有 = 一 一 
于 起 
Hx N= (~ HY ~ Hi Fy x €- H's ~ H’. re) 
= Hi,H' ,FY, x + H',H’,, (rT, Xx?,) 
= (HI,H’., ~ HH ,,) CY, x 1} 
由 等 式 再 .ee= gi Hi 
得 H'.,= kiHi= 8 Ht ga H, 
五 := gH,y= pg Het gH.,, - 
下 .= giHs= gH + gH,, 
H'.s= gH;= "Hit gH 
于 是 
H',H?,,= (gH + BH (aHst EH,,) 
= gg8" HnHet ge HaHt g gs HH t 8 8 Hol; 
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2590634 


一 -CE — Bugztdulis + Ri gee TinH 2 
— Bugli Hy) 


= i (FM FGLM+ EGLN ~ EFMN) 


类 似 可 得 
H?:,H',,= (EGM: ~ FGLM+ FLN ~ EFMN) 


于 是 
nx PH = CH' .了 -Hi.H’,:) (人 X 入 


-FFLN + EGLN EGM') (rxr) 


_ CMICF:- EGY + LN (EG ~ FY) Cr, XI) 


四 


一 EN — Mi Cr 人 他 


= CFT XY¥) = KF x 和 
-= VEG-F Kt =vVEG-F Kn 


121.。{ 解 ) 首先 由 圆锥 面 的 方程 
r= (xsinacosd)el t+ (Hsinasind) e+ (cosu) ee 
求 得 FE 一 1， F 一 人 0， 站 一 #:S1N0 


T= === 0,1 = -wsinta 1 “1= ~ 


由 测 地 线 的 微分 方程 
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ds a di 
ad’ dn dn# 9 : fF dd 
ds ti ( ds ) t+2f d Ft ( ds )= 0 
zi 2 dx Ad 
得 I Nn ds ds 
dx 
设 二 -9 则 上 式 为 -和 一 2 To 
积分 得 ln| w1= ~ 2lnw+e 
一 ri __ 上 3 = gC 1 
或 Pa wsinia 这 里 c= sno 
若 来 和 从 而 的 测 地 线 以 曲线 扳 长 为 全 殉 ， 
| dy 人 dx dd 
| ds = | = (3 ) ds ds 
dd 
a) 
dn yo dO 
即 (至 ) t+ wi:Sin a(- -1 
， DB 
将 页 人 
ds 1 NSinia— ee 
ds HSiNc 
. dx Ax# ds _1 i er 
于 是 ri HSINO WSL 


积分 得 
8 一 2Secriainwx + 的 《et 为 常数 ) 
此 参数 平面 (x-9 平一 ) 上 的 曲线 在 已 知 图 办 ?7(#。 人 站 上 的 象 
为 所 求 测 地 线 。 
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122. 证明) 由 已 知 曲面 (se ?的 第 一 基本 量 B = EE(#)， 
F=0,，G=G(D 求 得 


i =0, T= -Cs ， 2:= 0 


$0 
由 测 地 线 的 微分 方程 
dg /fd da do op fd Ne 
dsi tT (gs) +2f ads dr + (Fe) =0 
dy » / dx Fi 
a + 和 + dr Th (9 ) =0 
的 第 二 个 方程 得 
dy GG x dy 
i GG Tar dr 
人 dy ~ d# ds 
即 (6 ds )= 《 dr tet, ds ds = 
从 而 G- 绎 =。 (为 常数 ) (1) 
区 出 于 F=Tr.=0 
1 dt dy a dr 
所 以 rr = dr + 人 
= Ti, = T | Yr, Icosd=| 7, lcosd 
= G cosd 《2 ) 
由 (1) 与 (23) 两 式 可 得 
ww cosg- (为 常数 ) 
123。《 证 明 》 
1》 而 为 对 于 古 由 油 地 曲率 公式 


#689 


1 让 人生 器 二 “ ” 


+ Cf a — 2f 2) | ) -Ti (他 ) 


Ads 
dx dy dn dt 
全 -- 伟 -人 | 有 
得 
P| 
K.= 3 (他 ) ,一 下 
dr ,, ds dy dx dx _ 1 
| T= ds 二 车 ， ds 于， 2 , ds 得 ds “wwE 
关 ,rm _2EF.-EE,-FBE,._. _ BEB, 
关 为 “= 所 以 nae-fy 6 
又 因为 瑟 = 瑟 (za， 即 三 与 参数 + 无关 ， 所 以 
FE,= 人 0 


于 是 对 于 曲面 (xs， 四 的 * 曲 线 ， 测 地 曲率 K,= 0, 所 以 zx 曲线 
是 测 地 线 ， 


(2) 车 * 曲 线 是 测 地 组 , 由 -92- = 0 得 守 =- 


于 是 测 地 曲率 


评语 = FE 
he= Ta (EGE = -To F 


计算 得 rss= - 二 各-， 又 油 下 = 0, 所 以 
6 . 
26 


s 曲 线 是 福地 线 ， 当 和 且 仪 当 对 于 ?曲线 .=0 
7 


一 一 -一 一 一 -一 - 


dm 


邯 G,= 0, 

(3 ) 由 122 题 可 知 ， 卜 放 Y(z#，z?) 的 第 -基本 量 为 三 = 
五 袜 = dt whe 
人，F=0，G=G(4)。 则 G-5 一 =。 《为 常数 ) 。 


. 


dn ds 
re 站 二 一 一 一 二 一 
dr “得 ad? 站 


因为 测 地 线 以 用 线 弧 长 为 参数 ， 且 已 知 F = 0， 所 以 
“ ， dt 到 
) +G (Se) =1 


ar PL_ di dy du 
ral (了 
E{ YC.- 
| (人 ) 宫 =1 
于 是 te 
也 
而 dv pp = 十 已 ww EB re 
ds ds ds GG EE 
_4C VE 
vo oO 
所 以 r= + | E PA 
GC: 


124. (证明) 由 已 知 ， 曲 面 的 第 一 基本 重 已 =G= 广 (0 + 


(lv), F= 小 得 


0 


,= T= T= 
2 11 22 (ft 


由 测 地 曲率 公式 


71 


1rApr “* 


dv + 0 oT! da do 3 
人 


dx dy dn dt 


得 [ 7 | +{ 9 ) 守 一 gt + &) 


( dn dy da dy )=0 


Js A ds ls 


一 一 一 
—™ 


— 
er 7 (为 常数 ) (1) 


ds a 
由 了 上 =0 得 
dd dt 
cosf = tT 人 tr 
Ose i ds 人 a 
FY, | = 了 | gs 
A 
Sing=| | os 和 9 d 
En 本 三 _ 
» | | 了 | MA 


因 测 地 线 以 曲线 弧 长 为 参数 ， 且 F =0, 所 入 
E(t) 


-ro 


dr FE 
9 _ I" pe 4 dy 


ds "ds 
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出 上 式 及 E=G=f+&8 得 


(2) + (A) = EE 元 


2 , 
于 是 COs 浊 = | | ( 2 人 zy 《2 ) 
ds ds 
dr 
， dy ( ds ) 
img - | 了 ,下 (元 ) 一 (3) 
(3 +( ) 
把 【3) 式 与 (3) 式 民 入 (1) 滤 得 
fn sind + ft) cosd ee 
125。 证明》 对 于 曲面 ftw. 四 的 # 昌 线 
do od 
ds ds EE 
di dr 1 
?曲线 7 09 
由 测 地 曲率 公式 求 得 
Ko (2 ) ECE = -1 A 


= 一 了 dy ETF Nm vBEG-F 
Kj, = Mm (Pe) VEG F: =7,, ee 


车 和 9 则 线 正 交 则 =0, 于 是 


kK ,TV EG S22F -EE tPFE, EC 下 
EGFR gy FH 
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_ (2GF,~ GG.~ FOG) ECG-F PF: 
GG 2{EG — FF’) GG & 


大 ,= ~ EG-— PF Fr* — 
Gr 


=_-_C 
2G EB 
126，{ 解 ) 
r= (cost e+ (ing) e, + fe, 
,= (CO e+ CSind)e, + 2¢te2, 
T= -isinde,+ icoste, 


1 2icoste— 2isinde, +e,) 
vi 4 


求 得 抛物 面 的 第 一 基本 量 为 
E=1+4dF, F=0, G=F 
设 己 知 抛 物 面 的 任 一 条 8 曲线 为 f= 让 ， (办 = 


tcoste, + fsine, + ee,， 风 


-= = —Fsinge,+ fcosbe,, 4 -i | = 上 
ar 
do l 
T= - — singe, + cosge, 
乱 
-9 = -toe -sinde, 
4T 
dd | 
y= gr I= '(- cosde, -sinde,) 
ag | 
LL 一 人 《一 2fc0S 的 6， — C2831in8) e+ ey 
LL + + dA 


b74d 


---— -i 


=NxT -a cos 的 e — (sing) e, — (21,) 8,) 


A 了 + 
1 
C= PH = 
和 六 ww 工 土 4 
几 公 式 兵 m= 一 一 一 一 -直接 验证 得 
a 十 
re 2 -一 i 
1 五 | ， 2 tv 1 +d 


127。 ( 解 ) 和 为 有 的 球面 的 法 胃 琵 -球面 


半径 为 “的 圆周 曲线 的 曲率 《= -一 一 


di R 
-II 7 
-RF 
所 以 半径 为 有 的 球面 上 ， 半 径 为 的 加 局 曲线 的 测 地 曲率 
r= /了 人。 


138，{ 解 ) 因 有 曲线 < 是 sxy 平 面 的 光滑 曲线 ， 由 反 
蝴 数 定理 设 x= £9, 于 是 曲线 》=f(x) 绕 ox 轴 旋转 的 曲面 方 
程 为 

r= {0 ycosy, ysinw} 
Tr,= {0, ~ ysinp, ycosp)} 


r ， 


\y 


#7 


r= 0, ~ ycosp, — y51n gy 
y={0, —sing, cosp)} 


加 


py 
Fy 一 gD 心 ， ) } 


旋转 曲面 的 第 -基本 量 为 
E=y, F=0, G=1+- 7 
Cy 
We = 一 1 -1 
求 得 yi + y") sr 2 
-ET 1 
Hs = i | ~ yl 十) 
y' 
让 


129。( 解 ” 设 球 南方 程 为 


T= {acospeosd, acosmsind, asin gq} 


求 得 第 一 基本 过 为 
瑟 一 有 有 = 用 G= acosd 


+ EG = aicosp, E,= 0,G,= — Rcostsing 


ES。 _0 G， 
292/EG © 2/EG 


由 于 球 国 化 标 般 线 是 正 交 晶 线 ， 庚 炭 得 球 闸 曲线 的 测 地 曲率 为 


_ | ap singdow 
k= P ai TF 


| a6 + sindde | 


一 一 


Rd + cosddigy 


130,， 证明) 设 旋 转 曲 面 的 方程 为 
r= {osgp, tsinys /DY G>0 


876 


re ee re et ie re a rH PE bn 


显然 参数 1 曲线 是 子午 线 ， 于 是 求 得 
rr= {cosp, sing, f° (1)} 
五 = 1+f" (Cp), EF, = 0 


~ EF 
天 。 Ee 二 从 
所 以 旋转 曲面 的 子午 线 是 测 地 线 , 
134,,( 解 ) 由 螺旋 面 的 方 稳 了 = {xcosz，wsinv，av} 求 得 
其 第 一 基本 量 为 


E=1, F=0, G=# + 
由 上 =0 知 螺旋 面 的 坐标 曲线 正 交 ， 并 由 测 地 组 微分 方程 得 


E 
Vo te ar C1) 


dp _1 [iE AnB 1 dane 
VE Ta Tad SY? 


_ ,1dlnts:+a) 
2 a 


tgw (2 


由 (2) 得 ctgpadp= 一 村 din Cu 十 二] 


积分 得 Insing = 一 可 Ia 人 (zz+ 4z2) 十 ine 


于 是 。 sing = 


EO 


c 
A 
ww Wa 

a 


由 上 曾 结 果 并 根据 (1) 式 得 


刀口 和 六 二 


dy cd 
wade Rt 
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一 - €or RH 


积分 43= 中 - 


为 记 求 螺旋 面 的 测 地 线 的 曲线 坐标 关系 式 ， 
132.( 解 ) 由 已 知 曲 闸 的 第 一 基本 微分 形式 ds =v (dw 十 
dv) 得 曲面 的 第 一 基本 量 为 B=G=v，F=00 于 是 
E,= G,.=1, E,=G,=0 


由 F =0 知 曲 向 的 坐标 网 为 下 交 网 ， 由 测 地 线 的 微分 方 
程 得 


— in- sing 
i) 
-了 和 于 天 
由 前 两 个 方程 得 


Singadw = COSpd yr, 即 - 邱 =ctgg 


由 后 一 个 方程 得 dp = ds 
由 等 式 。singdgp -sinpdp=0 得 


singd og 一 sing ds = sihpdg 一 sing octgpd 


= sinwdg 一 Copds =0 


dr 


2 : 4 


即 tgpdg = 


yk 


= 一 - 一 -一 一 -ne 一 rr 7 


积分 得 wv cosm= 5， coso= -地 (c 为 积分 常数 ) 


二 # COSO e : 
二 Ct 二 一 一 Ps 之 
| 起 dr C gw wl— cos’ we 果 一 中 
dt 
~ d# = ‘ rr 。 1 了 
所 以 -7 


积分 得 #=2¢ Wo- 
即 N= de ty 一 2 
浙 求 的 浙 近 线 在 xz，s 平 面 上 是 抛物 线 ， 


13$.， (征明 ) 有 生生 相生 这 国王 引 刚 下 = 划 =0， 子 是 
Codazzi， 方 程 


L,—-M=Li + MO i ~- NA 
-= 工行 二 前 (人 


为 
L,= Lr NC, 
N= -Li'l+ Ni, 

或 ( 抽 ).- 强 ( 安 - 上 站 ) 
(到 ) = 起 -人 盖 公 ) 


坚 标 网 是 曲率 线 网 则 主 曲率 为 x= 人. 


Gr 


过 Br _ 1 FE 

有 而 得 -a = 全 
dr, 1 2 

3x 可 ”> 一 《0 一 Ky 


134, (证明) 设 旋转 曲面 的 参数 方程 为 
x=icost, y=1sing, z=f (0) 0G>0) 
旭 求 得 其 第 一 基本 微分 形式 为 
p= Cl +A Id + td 
设 曲面 r(x，r?》 的 测 地 平行 圆 族 为 ” 曲线 族 ， 测 地 平行 
圆 族 的 正 交 轨 线 为 曲线 族 ， 则 曲面 7 Cx， 四 的 坐标 网 二 半 测 
地 举 标 网 ， 于 是 其 第 一 共 本 微分 形式 为 
Pp) = dg + Gdr 
由 于 ,出 线 护 测 地 区 率 为 常数 只 而 st 曲线 的 涧 地 曲率 只 是 # 的 
睛 数 ， 那 


Ks = 天 《1 
由 坐标 曲线 的 测 地 曲率 会 式 得 
_ G, _G, _9 /1 | 
Ke? 6 VE 3G i (nc ) 
3 /1 _ 
于 是 -2 ($1nG ) = 天 


9 - 
-7 dnG) = 2K (a) 


CG 二 让 (Cn) -一 sa royas 


人 参数 变换 o {7 (4 为 不 等 0 的 常数 ) 
t= AGC) 
则 p= + dw + fd 


于 是 旋转 曲 阁 的 于 午 线 % = 了 (1) 可 由 下 式 确定 
部 相 


da = 1+ 00a 
因 = 六 的 于 所 以 
da: = C1+/ Id = d+ de? 
= NG J + dr 
于 是 


dn 


=1- CG (DY 


“= | IRC ds 
证 得 已 知 其 项 7?(x，?) 与 旋转 曲 曾 
r* = [ic0s0, jsing, | 1- ACG" (Cx) dz| 
等 距 等 价 。 
135。《( 解 ) 册 曲面 的 第 一 基本 微分 形式 = 下 (ds+ dv") 得 
其 第 一 基本 量 为 E=G=*，F=0 
由 高 斯 曲率 公式 


oo 


B41 


= -二 [az daD+-ardab | 


136，( 解 ) 由 曲面 的 第 一 基本 微分 形式 dz= - 纤 二 履 


CT DT 


得 其 第 一 基本 量 为 
F=0 BEG- -Ta 

由 高 斯 曲率 公式 得 
| 


a 一 2% ) 
Ox ‘wi ty + 


+ 


= 2 | s tt + e+ -| 
2 ty te) | Ge 十 并 十 全 


= 二 G++ | 


= de 
其 高 斯 曲率 为 常数 45， 
” 137。( 解 ) 由 曲面 的 第 一 基本 微分 形式 da = dw? + 2305don 
得 其 第 一 基本 量 为 E=1，F = 0,G= 2ex* 。 所 以 曲面 的 坐标 网 
是 半 测 地 坐标 网 ， 


于 是 K=- -La (v GG) 


VE 了 

1 : 
V2 Bor (VB) 
= -1 


138，( 解 ) 由 已 知 曲 回 的 第 一 基本 微分 形式 
导 笑 过 


d= du + 2cosbdudv + dv 
得 其 第 一 基本 量 为 E=G=1, F=costd 
于 是 E,=BE,.=G,=G,=0 


下 , = (-sing)-35 8= EG~ F:=sin'g 


由 Gavss 曲率 公式 
Te rr 
3-(FF Be -二 如- 志 二 六 ) 


得 临 面 的 高 斯 曲率 


-1 dg 
-= sing Oudv 


139。 ( 解 ) 由 已 知 有 曲面 的 第 一 基本 微分 形式 
di =a(costad'y + sinddr) 
得 E=acosg, F=0, G= 4sin'd 


E.= (— 24:costsing) 297 E,= (- zcosgsin 的 -3 
Ox Or 


全 ,= (dsingcost) 3， G = (2a'sindeosg) 00 
ON dy 


sg= EG -FPF’=asingcos't 
由 Gauss 曲率 公式 得 


1 [3 ( F sa 1 a6 | 


PB EVE %W wwE 8 
+ (2 aF 1 38 __F 238 )| 
Br ‘VR Bu VE WW EVE Ow 


, 1 | 9 (- 2cisingcosl 90 
asintcost aisintcosg ox ) 


. | ee Bi 
Or \a'sindecosd Av 


140。 ( 解 ) 由 旋转 掀 物 洽 的 方程 y = Gcos)e, + (sin0)e, 
+ fe 求 得 其 第 一 基本 基 为 
EE=1+4dt, F=0, GCG=£ 
由 -下 = 0 知 旋 转 抛物 面 的 坐标 曲线 正 交 、 叉 因为 


— EE, 
2E G&G 


所 以 上 曲线 是 鲁 地 线 。 于 是 引入 参数 变换 ， 
"=| Edp= | virdpdp 
则 旋转 抛物 曲面 Y《 拉 的 = (1*) 
是 以 曲线 弧 长 为 参数 的 半 测 地 坐标 系 ， 并 旦 求 得 r* (1* 四 的 第 
一 基本 量 


dt rT? 
为 E*=r*, " = 人 (有 一 i 1 


K,s = 2 -0 


F* 一 中 让， ro* 二 LE A 一 站 
和 本 一 a 一 rr, = 六 
di = d+ dd 
于 是 (1*， 站 是 测 地 坐标 ， 并 求 得 高 斯 曲率 为 
ri 1 OT. 4 


wwG 7 Om 1+ 
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附录 工 向 量 分 析 


本 书 对 微分 几何 知识 前 讲述 中 ， 把 向 量 分 析 做 为 工具 。 因 
而 ， 本 附录 介绍 向 量 分 析 的 一 般 知识 。 


31 向 量 函 数 


在 同 量 代数 中 ， 我 们 曾 讲 过 模 和 方 同 都 保持 不 变 的 向 量 ， 
即 常 向 量 〈 零 漳 量 可 视 为 特殊 的 常 向 量 ) 。 然 而 ， 在 许多 问题 
的 讨论 中 ， 却 常常 遇 到 模 和 方向 至 少 之 一 会 改变 的 向 量 ， 即 所 
请 变 向 量 。 特 别 是 在 向 量 分 析 中 还 要 讨论 向 量 阔 数 的 概念 及 其 
( 与 纯 量 消 数 相应 的 ) 性 质 ， 为 此 ， 先 给 出 向 量 消 数 的 闪 念 ， 
【和 定义] 设 有 变量 1 ( 纯 量 ) 和 变 向 其 7, 如 果 对 于 ! 在 某 
个 区 间 5a, 让 上 的 每 个 值 ，r 都 有 一 个 确定 的 向 量 与 其 对 应 ， 
则 称 ?为 变量 1 的 向 量 函 数 ， 亦 称 做 关于 上 的 变 向 量 ， 记 作 
r= 
它 在 空间 直角 坐标 系 中 的 从 标 函数 出 方程 x = x 的，y=70)， 
$= 名，at 2 确定 。， 于 是 ， 向 量 F 药 坐 标 表 未 式 叉 可 写 
作 : 
r=x0Diry(j+ sk 
其 中 也 省 天 为 沿 三 个 坐标 轴 正 向 的 单位 向 量 ， 
为 了 人 魏 述 土方 便 ， 今 后 常 把 变 向 量 简称 做 自 量 ， 而 且 都 基 
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指向 径 而 言 的 ， 即 始点 在 坐标 原点 的 变 向 量 ， 若 把 (9) 看 成 
空间 一 点 ? 的 向 径 ，70) = oP, 当 /在 区 间 (ni， 生 里 变动 时 ， 
则 bp 点 的 轨迹 一 般 为 一 条 空间 上 申 线 厂 ( 附 图 1), 方 程 r =7 (1) ， 
ii 称 为 卓 线 六 的 向 量 方 可 ， 


附 图 1 


容易 看 出 ， 曲 线 志 的 参数 方程 刚好 是 癌 量 ?在 直角 党 标 系 
中 的 举 标 函数 ， 因 此 曲线 的 何 量 方程 和 参数 方程 蕊 换 是 容易 作 
到 的 ,本 如 ， 园 柱 螺 线 的 参数 方程 为 

w= COSE y= asint, %=6 (abi0, -to) 
山 其 向 量 方程 为 

FT=acOstt t asintj + Bix 

这 里 还 须 注意 ， 与 解析 几何 中 结论 一样 ， 由 于 曲线 的 参数 
选取 任意 福 ， 所 以 方程 不 是 叭 一 的 ， 加 

类 估 地 ， 还 可 定义 两 个 变数 的 回 量 盟 数 Y=TYGm 分 一 
般 ， 常 把 ftw,v) 者 作 空 间 一 点 村 交 向 径 ， 则 基点 的 轨迹 为 一 
宰 调 曲面， 
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82 ”向 量 函 数 的 极限 和 连续 


加 量 函 数 的 极限 和 连续 问题 ， 一 般 都 可 以 种 纯 量 焉 数 的 相 
庶 问 题 进行 类 似 地 讨论 。 下 面 首先 研究 揣 瘟 函数 的 极限 问题 ， 

【定义 】 向 量 孙 数 ?0) 在 点 加 邻近 有 值 ， 但 在 所 也 可 
能 无 什 ， 设 罗 为 一 常 南 量 ， 如 果 对 于 任意 给 定 的 正 数 2, 总 存在 
一 个 正 数 5, 使 得 0 所 下 -二 去 6 果 ， 必 有 TD -7 过 8; 那么 
就 说 ， 当 一 已 时 ， 当 向 量 六 为 ?0 的 极限 向 量 ， 记 作 


imrtf) =7, 
ii 


如 果 一 个 变 向 量 a 的 极限 为 零 向 量 ， 则 称 这 个 向 量 为 无 穷 

小 向 量 。 记 收 
位 一 一 了 了 自 
显然 ， 无穷小 向量 也 就 是 模 趋 向 于 零 的 变 向 量 ， 

向 量 画 数 极限 定义 ， 形 式 上 和 纯 量 函数 极限 定义 一 样 ， 由 
这 个 定义 出 发 ， 按 一 般 数 学 分 析 对 于 纯 量 函数 所 用 方 法 ， 当 
10D， TD 的 在 1 一 4, 有 极限 ， 不 难 证 明 下 列 公 式 成 
Ys 


limi OD) = im) lim nD) (1) 
limfy (fF) 十 《六 = 五 my (f+ lim?, (nD) (2) 
mr (Ff) :Fs (f) = im 人 "limr, (0) 《3 ) 
li mcr (OD X rr,(D1= lim?, (2) x mr, Cf) (4) 


这 里 4 全 为 纯 量 函数 ， 和 (及 ， 因 (为 向 量 函 数 ， 
我 们 只 证 明 《4 ) 式 ， 其 佘 各 式 的 证 明 留 给 读者 。 
因为 向 量 消 数 T7100)，Yy() 在 f-xf， 时 有 极限 ， 所 区 设 
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FT = + + 其 中 和 1 与 tr; 箔 为 无 穷 小 
向 量 ， 即 有 lime = imgs= 0 
TD KFTAD = CT), + CE) COTY + dy) 
= {r,) yA {Ta) 6+ (FO) > 
+ (TG 二 
两 边 取 极 限 得 
mm 的 xr, (= limC Cr) ,x CF) 0 +limt Cr), X 2] 
+ limC(r yx oO + lm x wr) 
-+ id | 
由 家 康定 头 及 回 量 积 定 义 可 知 
lim [ro x asl =lim [Crs) 0 x el 
-lim |g x a 
一 首 
又 出 癌 量 函数 极限 定义 ， 有 
limer (的 XT( 失 ] = OX 2) = lim HD x lim?, (1) 1 
【和 定理 荆 j 设 rn = {x {1), {DD, 区 《的 二 es Ss 
则 ，limy( 轨 = Pr 不必 为 了 的 在 上 = 二 点 的 值 ) 的 充 要 条件 
是 ， 


limx (Cn) = xy limy (六 = limz (ft) = %, 
i T= 


(证 明 ) 必要 性 ， 才 Hm? (DD = 7 即 是 


lim lm 一 的 =0 


即 
lim wEx (及 ~ K+) -p+ = 
由 此 得 
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limx (0) = xo lim y CD) = ys lims () = %, 
fig + 


triy 


充分 性 ， 者 


limx (2) = %, Hm yf) = yp Hm (ft) = 
fi 了 一 上 Pp 


将 上 边 式 子 两 端 分 别 乘 以 i，j,， 此 ,再 作 和 ， 得 

limx itlim yO) jtlims RE= xit+pi + zk 
即 是 

limCx (失主 十 (的 于 二 (了 = i ty + %k 
所 以 得 


lim r=7, 
im 


有 了 极限 概念 ， 我 们 就 可 以 引进 连续 性 极 念 了 、 
【 定 交 了 设 区 间 心 ， 雪 上 的 向 量 函 数字 (及 ， 对 五 E (hb;12) ， 
车 limy (人 = 则 称 从 在 如 点 连续 ， 


【定理 21 者 纯 量 函数 4(D 和 向 量 函 数 ?0 ，Y 0 ,都 在 
上 点 连续 ,网 40D TG， 的， Dr) x PD 
也 都 在 ,点 连续 ， 

同 极 限定 理 相 类 似 地 还 有 ， 

【命题 ]】 向 量 函 数 ? (7 在 1。 点 连续 的 充分 必要 条 件 基 它 的 
分 量 x 人 D，y(D)，z (DD) ， 邦 在 5 点 连续 。 

由 于 它们 的 证 明 方 法 与 极限 定理 的 证 明 方 法 一 样 ， 这 里 不 
下 证明 了. 

【定义 1 落 向 量 画 数 ?04)》 在 一 个 区 间 里 每 一 点 都 连续 ， 
则 称 该 向 量 函 数 在 区 间 上 连续 。 上 由 连续 了 落 数 确定 的 曲线 叫 连 续 
曲线 ， 

在 一 个 区 闻 药 端点 ， 回 量 函 数 的 极限 狂 连 续 性 概念 ， 孝 可 
惧 和 纯 作 函数 一 样 ， 作 相应 的 推广 。 
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$3 ”向 量 函 数 的 微分 法 


问 基 通 数 导数 的 概念 ， 在 形式 上 也 和 纯 量 函数 一 祥 。 
[定义 ] 设 向 量 函 数 (在 闭 区 间 [Htz3 时 连续 ， 六 设 
者 在 闭 区 间 《5 区 里， 过 极限 
TA 
i .At 


存在 ， 则 称 ?以 在 可 微 ( 或 可 微分 ) 。 这 个 极限 7 (D 称 为 
在 所 的 导向 量 ， 用 人 (- 乡 -) 或 站 (表示 ， 即 


dr 1 
. 人 ), =F) = lim 


导向 量 有 极其 重要 的 几何 意义 ， 设 六 为 对 应 于 向 量 函数 
rt 的 连续 曲线 P，， 为 灵 上 一 个 圈定 点 ( 附 图 2》 ， 又 设 了 
为 广 上 在 P, 邻 近 的 点 ， 营 当 了 点 灌 曲 线 六 趋 于 时， 曲线 的 吾 
BP 有 极限 位 轩 ， 则 这 个 极限 位 置 称 为 曲线 六 在 P， 点 的 急 线 ， 
现在 设 参数 1 对 应 于 P, 的 值 为 ,对 应 于 了 的 值 为 4+ At， 则 


rt A — rt,) 
< 


站 最 


BP rh 二 4P -rt) 
为 了 沪 上 的 一 个 向 基 ， 当 ?点 沿 己 趋 于 P 时 ， Zi 趋 于 零 . 
同时 ， 由 于 (及 是 连续 的 向 基 ， 互 "也 趋 于 零 ， 不 过 向 量 


PP (而 十 I 一 《to 
1 m™ A 


也 是 BP 纺 上 的 一 个 向 量 ， 当 Jt 一 >0 时 ， 它 的 极限 如 果 不 
是 零 向 量 ， 就 可 以 代表 六 在 `P 的 切线 方向 .由 此 可 更， 落 7 (0) 
54 


加 一 


” 痢 图 2 


所 0, 曲线 六 在 P， 点 的 切线 存在， 而 这 个 向 量 就 是 切线 上 的 一 
个 非 零 向 量 。 不 难 君 出 ， 这 个 非 零 向 量 的 方向 ， 和 着 线 丰 的 参 - 
数 : 揭 增 值 方向 一 至 。 事 实 上 ， 当 我 们 还 定 了 曲线 的 参数 + 之 
后 ， 朋 然 地 就 闹 宕 了 人 项 线 的 正 向 ， 即 参数 增加 方向 ， 这 个 芷 向 
在 P, 虑 可 必用 (i) 表示， 具有 正 向 的 基线 简称 为 有 向 曲线 . 

显然 ， Gh) 0 是 向 线 了 在 了 有 轨 线 的 充分 条 件 ， 但 这 
个 条 件 并 不 必要 ， 例 如 

F=f 0} 

是 学 立 方 擅 物 线 


= . | 和 ， - 
{ 区 = 从 1 


的 参数 方程 。 这 个 曲线 在 原点 :=0 有 一 个 尖 点 ， 那 里 有 切线 
jy=0 
2 二 必 
但 计 (0) = 
知人 焉 一个 区 闻 里 每 一 个 i 值 都 是 可 微 和 的 ， 则 称 ? 全 在 
这 个 区 间 里 是 可 微 的 ， 而 问 重 函数 他 (人称 为 了 人 的 导 范 数 。 
车 主人 以 在 一 个 区 间 有 里 连续 而 且 不 竺 于 零 ， 则 了 的 所 对 应 的 蔓 
线 称 为 光 清 匠 线 ， 
象 纯 量 函数 那样 ， 我 们 也 可 以 给 出 向 量 函 数 的 高 阶 时 向 量 
和 高 阶 导 贡 数 的 定义 ， 这 里 不 蓝 述 了 。 
向量 荔 数 微分 的 定 六 和 纯 量 高 数 一 样 ， 
dr = dt tdt= 1) 
它 是 “无 穷 小 向 量 ” -Ar =? 了 G+ DD -了 从 的 “ 主 部 ”， 
以 下 关系 容易 验证 ， 


df _ 
-OD oriontiu f(D, 2(D | 
写成 微分 的 形状 就 是 
dr = dx, dy, dx} 


还 可 议 验 证 以 下 的 微分 公式 成 立 ， 如 果 为 的， 加，4 存 在 
导数 出 


(CAF) "= 大 闻 十 4 《5) 
(人 十 失 “ 一 全 二 人 《62 
(FT) = + (7) 
(FF) = + 了 【ay) 


《的 他” 二 《+ 


2 


对 于 复合 阔 数 ?=Y{ 人 六 ，# = 人 有 
dr dr di 
i =- I Fi i{ny (10) 


当然 ， 这 个 关系 也 可 以 从 一 阶 微分 的 性 质 推 得 ， 
车 了 了 =? 了 (是 光滑 曲线 ， 当 我 们 利用 关系 := 9() 米 引进 
新 的 参数 “了 时， 我 们 总 假定 gq (x) 在 一 个 区 河 里 连 绪 而 且 不 等 
于 零 。 关 系 (I 人 DD 表明 ， 经 过 参数 变换 ， 光 清 则 线 的 切线 不 
变 ， 人 得当 yw) 近 0 时 ， 临 线 的 正 问 兵 倒 ， 
这 里 只 证 〈5 ) 和 (9) ， 其 余 各 式 的 证 明 留 给 读者 ， 
若 已 和 郑 Y=Y 人 ，4= 4D， 在 ff 时 
lim jy) = #0 ,di < 也- | 
出 ， EY 
= ‘lim 


一 和 


lim (CAA r+ A 


di -1t 


1 < 人 
= lim im 一 7 


AIP J. 
tm 7 4 


二 二 A 
已 知 晶 mA - 让 lim = 庆 信 则 有 《9 ) 


式 成 立 ， 
即 夫 (7)》 和 和 (8) 有 
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Cr FP) = CF, XP 六 
= (r, XE)} "+ (Cr, X 加 ) . 字 ， 
= CF TD) + Cr FY + CT, 和 
= (Frs Fy Fo) + CF Fas FY + CT Fs 全 人 
闫 向 是 函数 是 两 个 或 更 多 个 变量 的 画 数 时 > 类 似 于 普通 数 
划 现 孝 的 仿 导 数 ， 可 以 得 到 贪 导向 量 的 构 念 向 如 ， 
投了 = 27 (7) 2 (xs 0) } 


则 有 
,= -5 - Jo 和 人 = {x,y rs %,) 
其 中 1 
y _ Ox . dy 2 dw ~ 
"Or 
dx dy . Ox 


对 于 复 台 向 基 函 数 (yw) = Cx (C9) yy (0) CR 0)), 
= Fs v= vn, 让, 则 成 立 链 式 法 刚 ， 


,3 r- = Ow -+ Op 


pe 
ror “7 "OF 


C 赂 3 已 知 9， 如 :G 是 关于 :的 测量 曾 数 ， 试 求 &x (bx 
fo 的 导 疝 盘 . 


( 解 ) 由 (38) 式 有 有 
ad do, ab 
TY OX0I= -而 xo) To” (9) 
+ (ox 部 一 -一 | 
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4 特殊 向量 函数 


我 们 考察 在 一 个 闭 区 间 0h， 里 的 向 量 计 数 (D， 尖 甩 
假定 下 面 出 现 的 导 函 熬 都 是 存在 且 连 续 的 ， 现在 研究 几 种 符 殊 
向 基 函 数 ， 

1 定 长 和 启 量 

【定义 】 如 果 一 个 向 量 函 数 了， 当 /改变 时 ， 仅 政 杰 
门 ， 而 长 度 始 终 保 持 不 变 ， 则 称 其 为 定 长 问 量 雍 殊 ， 并 简称 为 
定 长 向 量 ， 

从 几 和 向 直观 可 绍 ， 茶 曲线 了 = 7 (在 有 原点 为 中 心 的 -- 

际 面 上 ， 则 7( 是 定 发 向 量 ， 我 们 知道 ， 由 于 球面 册 线 在 和 
一 点 的 切线 必 和 和 那里 的 向 径 7?(D 垂直 ， 因 而 有 ; 
【定理 1】 ?为 定 长 向 景 的 充分 必要 条 件 是 ， 


:他 = 1 
(证 明 )》 已 知 四 的 长度 ， 基 

fj = 常数 
所 以 . . | . 

7: = I7| := 常数 站 
微分 得 | 

TY = 站 
反之 , 车 f=0 
则 

过 7 一 站 
故 

= 常数 


那 ?| = 常数 
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和 定向 向 是. 

【定义 】 和 如果 一 个 向 量 丽 数 7 (区 ， 随 变数 4 的 改变 ， 仅 
改变 长 度 ， 方 向 好 终 保持 不 变 ， 则 称 之 为 定向 向 量 范 数 ， 并 简 
称 为 定向 向 是, 

册 抑 何 查 踢 易 见 : 若 划 线 ff =? (1) 为 经 过 原点 的 一 条 直 
线 ， 则 它 指 切 线 和 向 径 到 处 平行 。 反 之 亦 然 ， 故 有 : 

【定理 2 了 YY 人 为 定向 向 最 的 充分 必 村 案件 是 : 

,rxf+=0 

{证 明 》 荐 y (在 晾 个 区 间 里 不 是 等 测量 ,到 使 r6) 0 的 
一 个 闭 区 间 [5e, 的 无 论 ?YW) 的 方向 是 否 固 定 ， 我 们 总 可 以 取 
和 它 六 行 的 单位 向 景 etD， 并 设 Y= 认 《其 中 站 =4 0 是 -- 纯 量 
沙 数 》 

现在 我 们 假定 ?+ (有 固定 方向 ， 则 可 以 假定 2 为 常 向 最 ， 
微分 FY= 愉 得 
省 = 4e 
帮 
rx =AiXe=0 
反之 ， 设 在 区 间 E， fs] 里 外 Ex 了 = 0, 取 定 长 向 最 2 人 ， 所 以 有 
=4(DetD) 求 时， 得 
= etie 
因而 
DO-Fx?=A(exe) 
人 
ie 
眠 有 

exe=0 | 

由 拉 梧 遍 日 恒等式 和 定 望 1 得 
#9 


er rr 


(BxXE) := ee (Ce):~-e = 
于 是 


一 


一 


即 € 是 常 向 量 ， 这 样 平行 于 e 的 向 量 了 (9 有 固定 方 癌 ， 
3。 平行 于 阁 定 平面 的 向 量 
【定义 】 如 时 一 个 问 量 汕 数 r?(1 ，. 随 变量 4 的 变化 而 变 
化 ， 但 始 鲜 平行 于 一 个 面 定 平 而 ， 刚 称 其 为 平行 于 固定 平西 的 
向 量 纯 数 ， 并 简称 为 平行 固定 平 赴 的 向 量 . 
从 几何 直观 显 热 有 : 向 量 7 人 平行 于 固定 平 固 也 就 是 曲 
线 了 =7( 在 一 个 经 过 康 点 的 平面 上 。 所 以 有 下 面 定 班 ， 
[定理 3】 *+ 以 平行 于 固定 平面 的 充分 必 村 条 性 是 
‘r=0 
(证 出 ) 蔡 Yx 闻 =0, 定 姐 显 然 正确 ， 我 们 以 下 讨论 ?+ x? 
sg 的 情形 ， 
设 了 的 平行 玫 面 定 平面 ， 基 为 黎 直 于 这 个 平面 的 不 为 零 
的 党 向 量 ， | 个 区 间 里 的 每 一 个 ! 值 ， 有 
_ Nr) = 
微分 两 次 得 
nr=0, ni=0 
于 是 向 量 7， 耶 ，# 总 趴 直子 同一 个 非 零 的 向 量 # 因 南 共 而 ， 
故 有 
《站 于 ) 一作 
反之 ， 没 在 区 间 Cf 里 (=0, 即 7 地， 半 共 
面 ,. 由 于 ?x 关 0, 基 7 地 不 平行 ， 那 么 ?是 它们 的 线性 组 合 
设 = Ar + 1) 
其 中 人 D，& 中 是 纯 量 济 数 ， 坟 一 方面 也 由 于 ?x+ 关 0， 和 = 
?xPF 是 垂直 于 * 与 站 的 一 个 非 零 向量 (一 般 地 ， 不 是 常 阿 
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强 ) ， 而 
A 二"Tx¥ (27 
把 (1) 代入 (3) 得 
= Hr xX =H . 
因此 ， x 多 = 0 根据 定理 2 ， 可 知 匠 有 圈定 方向 ， 所以 ， 作 
为 垂直 圈定 方向 的 变 向 量 了 (分 必 平行 于 固定 平面 
[人 网] 试 证 曲线 了 =Y (为 平面 曲线 的 充分 必要 条 件 是 
(=0 
‘证明 ) 必要 性 : 著 已 知 7? =?) 为 一 平面 上 的 短线 ， 
其 # 亦 在 平面 r 上 , 任 取 = 之 法 问 量 # ( 常 向 量 } ， 必 有 Th1, 即 
=O . 
两 次 微分 得 
: Fn=0 
一作 
局 垂 直 于 一 常 奖 量 的 三 个 向 基 必 共 面 ， 所 以 有 
(FF, = 个- 
充分 性 : 车 已 知 (f,F,F) = 0 由 定理 3 ， 册 有 ? 平行 于 
一 面 定 平面 x， 设 x 之 法 向 量 为 各 下 有 
n= 人 0 
而 % 为 常 向 量 ， 这 说 明 曲 线 ? = 人 的 所 有 切 向 是 沁 秋 直 于 -- 
党 向 量 ， 所 以 ， > =Y( 笑 必 为 学 面 膨 线 ， 
最 后 ， 补 充 向 量 代数 中 一 个 事实 ， 以 备 将 来 之 用 。 如 果 把 
常 向 量 看 作 特 跌 的 变 向 车 ， 那 么 ， 下 面 我 们 就 研究 稼 向 量 中 更 
特殊 的 向 量 一 可 做 基底 的 向 是 。 对 此 , 有 下 而 的 充分 条 件 ， 
【定理 41 若 fr， 7?:，T?， 三 个 党 向量 适合 下 列 关系 
P= TT = XX, ?=F Xr C1.) 
刚 只 有 两 种 可 能 ;5 -.， .:，...: 
598 


或 者 各 =Y: = 为 =0, 或 者 rz 的 是 后 此 垂直 的 单位 所 . 


重 ， 且 按 这 个 次 闯 轮 成 石 旋 累 . 

《证 明 ) 若 三 个 向 量 之 一 为 零 向 晤 ， 则 从 (1) 式 可 知 ， 
其 它 两 个 也 是 零 问 始 . 

下 面 设 所 给 向 晤 都 不 是 零 向 嫩 ， 则 从 . 1》 可知 它们 是 彼 
此 垂直 的 ， 旦 按 f,，?:，? 的 硕 序 构 臣 右 族 系 ， 以 下 只 人 须 证 明 


它们 都 是 单位 向量 . 取 ( 1》 中 第 二 、 三 两 式 里 各 向 量 的 发， 


则 因 7 分 别 与 %，?， 徘 直 ， 根据 向 量 积 定 义 ， 


六 :| 一 lr lr ， iY,| 一 I La 
消去 :| 品 得 
[re = IT) 人 


得 | 于 六 故 | = 由 于 5，zrs， 的 是 完全 平等 的 ， 所 以 


(的 | = | = 


35 ” 圆 向 量 函 数 


【定义 】 若 已 给 平 而 上 一 个 单位 向 量 Ee， 与 ox . 轴 正 向 成 
多 角 ， 而 依 反 时 针 廊 向 度量 ， 因为 完全 由 角 的 大 小 决定 ， 故 
可 记 作 
有 =eke) ， 
如 此 定义 区 向 时 函数， 党 党 作为 畏 助 工具 出 现 ， 因为 其 图 息 为 
单位 痪 ， 故 称 为 圆 向 量 医 数 ， 
回 e(9) 相伴 出 现 的 ， 亲生 属 - 


2 


ea = De( 07) 


5 -二 一 二 
- “-- 


为 求生 e, (9), 只 要 将 e (在 xy 面 上 灌 反 时 名 方 内 这 
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转 一 个 坦 角 即 可 。 
圆 向 量 函 数 的 导数 ， 可 由 几何 方面 考 奶 求 得 。 


癌 最 -9 显然 与 6 互 相生 直 ， 另 一 方面 ， 


Ae 


A 


Pp 
耐 |el 为 加 的 弦 ， 4y 为 回 弧 ， 记 以 其 比 的 极限 为 1， 故 
- 允 - 也 是 单位 向 最 。 因 此 可 得 


Pd, 


[定理 】 -42 是 e (9) 沿 9 的 增加 方向 旋转 瑟 的 单 位 向 


de CP) _ _ 
Tap 三 € (om) 


容易 看 出 ， etq) 与 6 (9) 的 坐标 分 解 式 为 : 
etPp) = cospi+ singj 
ef2) = — singi + Cosgi 


利用 贺 问 基 话 数 ， 我 们 可 以 把 贺 村 曲线 方程 简写 成 ” 
T= a€ (0 + dk 


86 向 量 函 数 的 台 劳 公式 
类 似 于 纯 量 函数 的 台 劳 公式 ， 对 向 量 函 数 我 们 也 有 相应 的 
定理 ， . i 
6 


一 -一 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 


【定理 ] 设 f(D 是 在 放 与 + < 之 间 的 一 个 5 阶 连 续 可 
微 的 向 其 函数 ， 则 有 


FOF 人) + E+ i ON) CAD: 4 ee. 


十 1 CY (CF) 让 一 


i 
x# ~— 1)! 
十 rm" CO T+ EC ET 
其 中 * 沪 无穷小 向 量 。 
(证明 ) 设 了 (DD =x(DEty(Dj+%(DK, 因 为 Yt) 是 # 次 


连 继 可 微 ， 所 以 纯 量 沙 数 x 站，9( 有 DD) ，% 四 在 1 与 和 +A! 之 
间 也 是 * 次 连续 可 微 的 ， 由 数学 分 析 的 台 劳 公式 可 知 


x th =x) + % 0 A +) CA++ 


1 
(#1) 


DD) CID t+ i (0 AD 


yA) = + SD A + 六 (1) CID :+ 


.1 
(x#—1)] 


DED ID T+ oy 1) (A " 


wh +t) = 4 + #0) A wt (AB + et 


1 
t#—1)1 


sD TI CI" 


其 中 #，f，4 为 三 个 在 区 间 [t+ 的 的 值 ， 宅 们 一 般 不 相 
等 。 依 次 用 忆 j, KE 乘 以 上 三 式 两 端 再 加 起 来 ， 得 . 


B01. 


ne 


rt A = (0) 十 站 人 LE -二 (CAD +. 


TD 人 CA ™! +— RA) (1) 


1 
(zx—1)! 


其 中 
R= x (失手 + 入” 人) 村 二 区 ?下 


由 于 xX" (f), yr 《六 ， 区 (i 都 是 连续 的 ， 而 fy ls 占 归 都 
在 jp 与 +<L1I 之 间 ， 夏 
limBR, = limx'™ fy 十 limy™ 《ff 让 十 limx™ (ER 
di di 
= E+ +" Ck 
二 fF™! (£0) , 
. 9 


公式 “1》 亦 可 写 为 
FD = + FH) t+ me CID + 


1 Fr NY CCAP 和 牛 一 一 一 rm 


{a— i}! 


+ ED' 《人 


其 中 * 是 无 穷 小 向 量 ， 即 lim fe |=0. 
公式 〈1T) 与 (1)' 此 称 做 向量 画 数 的 台 劳 公式 ， 


$7 向量 函数 的 积分 法 


次 再 向 竹 函 数 的 积分 ， 形 式 上 各 纯 量 贰 数 积 分 一 样 。 
5 定义】 若 已 给 向 量 通 数 Y 信 是 向 量 画 数 下 从 的 导数 ， 


时 加 三 
RU = 了 的 
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则 ， 称 吾 虽 为 了 人 的 一 个 原 函 数 ， 记 作 
oz 3 


并 称 | 7 (上 为? 的 不 定 积分 . 


和 纯 量 函数 一 样 ， 若 五 约 为 了 全 的 任意 一 个 固定 的 原 力 
数 ， 则 任意 其 他 的 原 隙 数 和 ROD 是 差 一 个 常 向 量 c, 即 


{re a= BR +€e 


不 难 证 明 ， 向 量 画 数 的 下 列 积分 公式 成 立 
已 和 类 了 ( 闻 是 连续 效 数 ， 4 是 常数 ,， sv 是 常 向 量 ， 则 有 


Jr ai earri| ya +k |s 0) at (4) 
| 和 ee ii=4| OU (5) 
[ene + F(t) Jef = > 《站 dt + | (a oO) 
[ora - 2 |r dt (7) 
Jor d=vx oo (8 ) 


其 中 4 表示 常数 ， 2 表示 常 向 量 ， 
纯 量 函数 定 积分 的 概念 及 定 积分 的 许多 性 质 都 可 以 推广 到 
向 量 画 数 ， 
特别 的 ， 若 及 从 为 人) 的 一 个 原 函 数 ， 则 
[rw a= Re -Rt(a) 
”这 里 只 证 明 ( 8) 式 ， 其 余 各 式 留 给 读者 ， 
已 各 3 是 常 向 量 ， 则 有 


a _ ad 
[x [ra |=vx 7 ro) df 


$0 


一 一 一 -一 一 -一 Lr 


盖头 了 (及 


[x [ra -foxra 


所 羽 
Joxre d= ox |r0)4 
C 例 ] 求 向 量 沙 数 7? 0) = 0 乓 1 2 时- 3k 之 不 定 积分 ， 
《 解 ) jz = J -Dit an kd 


=i (id +j)ard+k [- 3d+ 


-让 ( 二 -三 + Cj+j (三 +) 


+kC— 3f+e,) 


3 1 
= 本 一 二 t+ i-3e+t ait rej+ek 


= (所 地) E+ $j-ak+e 


习 题 
1， 将 下 列 骨 线 写 成 问 基 冰 数 形式 。 


(1) w=acost, y= wsinf, 
C2) w=3s1nf, y=4d4sint, %= 3c05t, 
(3) x=1, j=F, =1, 
2， 设 有 半径 均 为 4 一 定 圆 0 和 一 动 图 5, 动 圆 在 定 贺 外 
相 切 深 动 ， 求 动 图 上 一 定点 间 所 找 曲 线 的 同 晤 方程 (如 图 ) ， 
[提示 ， 设 开始 时 莉 点 号 A 点 重合 取 上 AOC = 和 为 参数 ] ， 
3， 设 a,b 是 线性 无 关 的 两 个 固定 的 向 量 ， 证 明 向 量 方 
程 7(D = G4cost+bsift 萌 定 一 个 精 苛 。 


和 


附 避 题 2 


4、 证 明 附 了 录 1 的 公式 (1) 一 《3) 。 
5， 已 知 


_ ft 2 1 , 
ds | 


: 
.1) = [2,1 41 二 | 


试 求 极 限 limr, (F(t) 和 limn, (站 xr ON), 


6。 试 证 附录 [的 公式 (了 ) 、 (8). 
?7. 试 证 二 重 问 量 积 的 导数 公式 
{FX Cr XY = Cr XT + CF x F,) 
十 1 X Cr, x ,) 
8。 已 知 向 量 f=2R+ 记 + (3it 1)7B 


?= qinfi— scosti 


试 汝 : (1) 人 7 2) (9) (xT), 


9， 求 曲线 了 = tt， Ff， 直上 的 点 ， 使 该 点 的 切线 平行 于 
平面 x*+2y+% 一 44= 们 ,.， 


i0. 已 知 a, 8, € 为 固定 向 量 ， 问 量 函数 了 = 名 cost + 
bsint+ Cc 满足 = 0, 试 证 明 e， b，c， 互 相 重 直 生 Ia 
= Ibl. 

11， 试 求 柯 量 函 数 ?Ce 人 = pevrit+ costwr)j+ wsk 的 一 、 
二 阶 偏 导向 基 男 数 ， 

12. 试 证 明 由 线 ?= {asin’t, asint, acost}, 在 球面 上 。 

13。 证 明 ， 


epP) eosn = [ely 十 他 十 全 (六 一 CO 


dp SIC = Fey 十 如 -etp~— a 


_! 1 1 1 
14。 将 向 量 咀 数 r () ET， i pr 


处 按 台 劳 公式 展开 ， 
15， 利 用 分 部 积分 法 证 明 下 列 等 式 成 立 ， 
_ 1,.: 
C1 rtd = 本 + 丰 ， 


C2) rxF=rxtte, 


6301 ~ 7)dt= te. 
16、 已 知 问 量 汕 数 和 =， 一 二 21+1}，?, = {2 一 3， 
1，- 身 ， 试 求 下 列 定 积分 ， 
C1 | rids (3) (reread 《3 ) | TX Ydt, 
17. 设 标 架 向 最 ee 在 平面 直角 坐标 系 下 为 @ = 了 + 市 
es = 了 + 和 试 求 度量 系数 &,. 
18。 设 向 量 工 在 直角 坐标 下 为 = 红 + 纱 试 求 光 在 标 想 
G8 


el =2t+ ex:= 下 的 表示 式 ， 

19， 设 e@1=i+j，e:=i~-j, 一 曲线 。 在 标 架 [0，e ye 中 
的 参数 方程 为 4 = (cosf，sin 生 ， 0<HS2z， 试 求 此 曲线 的 直角 
举 标 方程 ， 并 指出 它 是 什么 曲线 。， 
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附录 II 历史 略 述 


在 二 和 典 的 意义 下 ， 微 分 几何 是 用 微分 学 来 研究 欧 儿 里 得 平 
面 曲 线 和 守 间 则 线 以 及 其 面 的 形状 性 质 的 一 个 数 党 分科。 费 号 
《Fermat}) 狐 究 光 滑 平 面 曲 线 作 切线 而 成 为 微 积分 的 先 又 者 ， 
大 而 可 知 平面 曲线 的 微分 儿 合 是 作为 微 积分 在 几何 上 的 应 用 而 
发 展 起 来 的 ， 后 求 这 个 研究 逐 新 扩展 到 曲 丙 ， 于 是 产生 了 曲面 
内 在 几 督 的 思想 ， 因 此 ， 由 高 斯 商定 了 曲面 理论 的 基础 ， 这 才 
使 油分 几何 作为 数学 前 一 个 独立 分 科 的 珊 面 地 位 。 

由 于 对 曲线 和 山 画 的 微分 几何 的 研究 ， 它 对 数学 以 及 力 
学 、 物 理学 、 工 程 力学 等 的 影响 是 无 法 估计 的 ， 例 如 负 曲 率 曲 
丽 与 罗 巴 切 夫 斯 基 〈 攻 06ayeBmKHH) 几何 有 密切 的 关系 ， 极 小 
曲 而 与 复 变 函数 、 变 分 学 、 拓 扑 学 有 密切 的 联系 ， 

欧 几 里 得 几何 学 是 属于 克 菜 菌 (F，Klein) 爱 兰 根 纲领 的 
一 种 几何 ， 对 于 克 莱 茵 意义 下 的 几何 也 微 了 微分 几 向 的 研究 ， 
例如 射影 微 他 几何 ， 它 是 猎 究 平面 或 空间 中 的 邮 线 、 则 而 在 射 
影 变 换 下 的 微分 不 变量 系统 ,在 这 方面 维尔 清 斯 基 (了 E. J. 
共 iiczynski) , 费 比 尼 (GG， Fubini) 作 了 很 多 工作 ， 关 于 和 仿 射 
祯 分 几何 ， 保 形 微 分 几何 布 拉 须 凯 (W，Blaschke) 作 了 很 多 
工作 , 

歼 曼 (B.Riemannm) 受 高 斯 由 面 内 在 几何 的 时 示 ,于 1854 年 
提出 了 黎 曼 几何 ， 这 种 几何 不 仅 包 括 欧 几 蜂 得 几何 和 非 欧 几时 
得 几 人 和合 ， 而 且 对 了 于 进入 二 二 世纪 以 来 前 空间 概念 和 几何 思想 起 
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着 很 大 的 作用 。 况 其 是 在 19L6 年 爱 因 斯 坦 (A Einsetin》 把 
黎 曼 几何 应 用 于 广义 相对 论 后 ， 更 被 人 们 所 重视 而且 由 列 维 
一 齐 锥 已 (TT，Levi-Civita) 引入 平行 性 以 后 ， 使 该 几何 的 儿 
何 意义 更 为 明确 而 易于 理解 ， 从 黎 受 几何 中 出 除 度 唱 性 项 保 
和 留 平 行 性 ， 则 得 到 仿 射 联络 几何 ， 从 定义 切 向 量 活 本 身 平 行 移 
动作 为 测 地 线 (也 叫 道路 》 以后， 宅 的 方程 是 二 阶 常 微 分 方程 
组 ， 击 于 这 个 方程 组 的 系数 确定 了 平行 性 ， 而 把 它 叫 做 联络 系 
数 ， 在 各 种 变换 下 保持 联络 不 变 的 几何 叫做 相应 的 联络 几何 ， 
于 是 产生 了 射影 联结 、 仿 射 联络 、 保 形 联 结 等 几 何 , 这 种 几 
何 ,一般 地 不 能 看 做 克 莱 菌 意义 下 的 几何 ,天 为 在 这 种 几 佑 中 不 
存在 克 菜 苏 意 义 下 的 合 问 变换 ， 即 或 有 这 种 变换 也 无 屠 弟 性. 

这 样 ， 几 向 学 除 以 公理 为 基础 的 几何 以 外 还 存在 以 变换 群 
为 基础 的 克 莱 兽 意义 下 的 几何 和 属于 黎 曙 思想 学 涛 的 几 向 ， 后 
来 由 嘉 当 (E，Cartan) 以 较 高 的 观点 统一 了 克 莱 兽 和 季 曼 的 恩 
想 构 成 高 当 联 络 的 理论 ， . 

喜 尖 的 思想 是 在 空间 各 点 都 伴随 以 其 有 一 定 结构 群 G 的 克 
茉 茵 意义 下 的 切 空 间 ， 对 于 相 邻 的 伴随 空间 ， 在 群 C 于 给 出 可 
重 人 台 的 法 财 ， 把 这 个 法 则 叫做 联络 ， 这 种 空间 王 做 以 如 为 缚 构 
群 的 联络 空间 ， 研 究 这 种 空间 铺 构 和 性 贰 的 几何 叫做 以 G 为 缚 
构 群 的 联络 几何 ， 显 热 作 为 欧 几 思 得 空间 的 推广 的 欧 氏 联络 室 
问 〈 黎 旦 空间 ) ， 仿 射 空间 的 推广 的 仿 射 联络 空间 都 是 它 的 特 
例 ， 这 样 殉 几 里 得 空间 ， 黎 时 空间 ， 仿 射 空间 等 都 包括 在 他 的 
联络 空间 之 内 ， 嘉 当 联 络 思想 对 现代 微分 儿 何 有 着 极其 深远 的 
影响 。 但 是 这 些 结果 都 是 属于 在 各 二 点 邵 域 的 研究 。 人 们 航 据 
客观 的 要 求 开 始 考虑 小 范围 的 性 质 与 空间 整体 性 质 〈 大 范围 ) 
之 赣 的 关系 ， 由 于 拓 扯 学 的 产生 给 大 范围 的 研究 提供 有 利 工 
县 ， 于 是 现代 微分 几何 就 转向 了 大 范围 的 研究 ， 


| 


必 为 获 曼 几何 和 联络 几何 的 舞台 的 空间 从 现代 的 观点 来 用 
就 是 微分 流 形 ，1625 年 填 卜 夫 (H。，Hopf) 开 妈 对 痪 虹 空 间 的 
微分 儿 何 与 拓扑 之 间 的 关系 进行 了 研究 ，1944 年 陈省身 证 明 症 
# 维 高 斯 一 波 涅 公式 和 1941 年 赫 叶 (W.Y,D，Hodge) 对 调和 
积分 论 的 工作 ， 而 把 芝 曼 才 税 做 为 非 退 化 的 二 次 微分 形式 的 微 
分 流 形 的 理论 进行 研究 . 1950 年 由 末 赫 利 斯 最 (C. Eheresman? 
把 联 禾 元 何 看 做 微 分 流 形 半 上 以 5 为 结构 群 的 主 纤维 从 上 线性 
微分 形式 的 理论 进行 了 研究 ， 从 府 现 代 微分 几何 和 拓扑 学 ， 兴 
群 、 变 分 法 、 微 分 方程 、 代 数 玫 闲 、 多 复 变 孙 数论、 规范 场 论 
等 许多 其 它 邻 近 学 科 联 系 起 来 共同 出 前 发 展 ， | 
.由 于 二 代数 元 何以 及 多 复 变 函数 论 相 联系 ， 引 起 对 复 流 形 
的 研究 。 

.现代 微分 元 何 可 以 看 微 是 微分 拓扑 的 组 成 部 分 ， 因 此 ， 定 
分 几何 可 雇 看 微 是 赋 给 一 次 微分 形式 、 各 种 度 基 、 复 结构 、 联 
络 等 的 特 跌 结构 于 微分 流 形 的 理论 ， 这 可 也 说 是 现代 的 最 普 泛 
的 观点 。， : 
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